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PRÉFACE  DE  LA  DEUXIÈME  ÉDITION. 


La  première  édition  de  ce  Traité  était  épuisée  depuis 
quelques  annéeset  j'avais  eu,  pendantquelque  temps  Ja  pensée 
de  ne  pas  le  réimprimer.  Cet  Ouvrage  avait  été  rédigé  à  une 
époque  où  l'Algèbre  supérieure  moderne  était  encore  à  son 
enfance  :  aussi  fallait-il  des  changements  importants  pour  le 
mettre  au  niveau  de  la  Science  actuelle  et,  comme  je  n'avais  pu 
préparer  une  nouvelle  édition  avant  ma  nomination  au  poste  que 
j^occupe  à  présent,  il  me  paraissait  impossible  d'en  publier 
une  maintenant  que  d'autres  devoirs  ne  me  laissaient  plus  le 
loisir  de  me  tenir  au  courant  des  découvertes  mathématiques 
récentes  ou  même  de  garder  présentes  à  ma  mémoire  mes  con- 
naissances antérieures.  Mais,  comme  les  années  s'écoulaient 
et  que  mon  Traité  restait  toujours  l'unique  Ouvrage  anglais 
ayant  la  prétention  de  fournir  un  aperçu  systématique  de  la 
théorie  moderne  des  courbes^  je  commençai  à  me  demander 
s'il  ne  serait  pas  possible  d'en  faire  l'objet  d'une  publication 
nouvelle  et  si  je  ne  pourrais  pas  me  faire  aider  par  déjeunes 
mathématiciens  ayant  la  compétence  voulue  pour  rédiger  les 
Sections  additionnelles  destinées  à  faire  connaître  les  derniers 
progrès  de  la  Science.  Ayant  consulté  M.  Cayley,  je  fus  très 
agréablement  surpris  de  le  voir  m^oOfrir  lui-même  le  concours 
que  je  désirais.  Il  est  inutile  de  dire  avec  quel  plaisir  j'acceptai 
une  proposition  si  bien  faite  pour  donner  une  très  grande 
valeur  à  l'Ouvrage;  le  seul  scrupule  qui  me  vint  à  l'esprit, 
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c'est  la  crainte  que  le  temps  et  le  travail  de  M.  Cayley,  ainsi 
consacrés  à  l'œuvre  d'un  autre,  ne  pussent  priver,  pour 
quelque  temps  au  moins,  le  monde  mathématique  de  l'puvrage 
qu'il  aurait  pu  lui-même  écrire  sur  le  même  sujet.  Dans  mon 
plan  primitif,  M.  Cayley  devait  seulement  me  donner  quelques 
sections  ou  chapitres  nouveaux,  dont  il  prendrait  l'entière 
responsabilité^  tandis  que  je  me  contenterais  de  reviser  la 
portion  du  texte  ancien  qui  aurait  été  conservée;  en  consé- 
quence, lèpre  utierChapitrefuttoutenlîerrédigéparM.Cayley. 
Mais  je  trouvai  qu'en  procédant  ainsi  il  serait  impossible  de 
donner  à  ce  Livre  l'unité  qu'il  devait  avoir;  et  actuélîeiiient 
notre  publication  a  été  combinée  de  telle  manière  qu'il  est 
bien  difficile  d'attribuer  nettement  à  chacun  de  nous  ce  qui 
lui  revient.  M.  Cajley  a  travaillé  le  manuscrit  tout  entier  et 
il  existe  à  peine  une  page  qui  ne  se  ressente  de  l*in(Iuencô  de 
ses  conseils;  d'autre  part,  j'ai  complètement  refondu  quelques- 
unes  de  ses  contributions,  soit  pour  les  mettre  mieux  en  har- 
monie avec  le  reste  de  l'Ouvrage,  soit  pour  apporter  quelques 
simplifîcations  à  ses  procédés  ou  faire  quelques  additions  à 
ses  résultats.  C'est  ainsi  que  j'ai  effectivement  agi  avec 
quelques-uns  des  documents  manuscrits  qu'il  a  été  assez 
bon  pour  mettre  à  ma  disposition,  de  même  qu'avec  les 
Mémoires  qu'il  a  publiés  et  dont  j'ai  introduit  les  résultats 
dans  le  texte.  En  jetant  un  coup  d'œil  sur  ces  pages,  les  par- 
ties que  je  reconnais  avoir  exB{Mruntées  à  M.  Cavleyavec  peu 
ou  pas  de  modiGcations  sont  le  Chapitre  I,  les  notions  sur  les 
points  triples,  n°*  40,  47,  l'ex.  6,  n«  55;  les  n<>-  56  à  58,  87 
à  89,  138,  139,  151,  189,  243,  270,  282  à  291,  407,  408. 
En  outre,  je  me  suis  servi  dans  le  Chapitre  III  d'un  manu- 
scrit de  lui  sur  les  enveloppes,  comprenant  la  théorie  des 
développées,  des  quasi-développées  et  des  courbes  parallèles  ; 
dans  un  autre,  j'ai  puisé  mes  connaissances  sur  la  théorie  de 
la  résidaalion  de  Sylvesler;  et  j'ai  tiré  parti  d'un  Mémoire  sur 
la  classification  des  quartiques  et  d'un  autre  sur  les  bitangentes 
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àces  courbeS;.L^s  additions  au  Chapitre  de  la  première  édition 
sur  la  transformation  des  courbes  sont  presque  entlùrcnient 
extraites  d*un  Mémoire  de  M.  Gayley;  les  numéros  de  370  à 
la  fin  lui.  sont  empruntés  presque  sans  modidcations.  Les 
n*^  de  iOI  à  406  ont  également  pour  origine  un  manuscrit  de 
lui  sur  la  théorie  des  courbes  polaires  de  Steiner. 

La  première  édition  du  présent  Ouvrage  renfermait  un  Cha- 
pitre sur  Tapplication  du  Calcul  intégral  à  la  théorie  des 
courbes;  je  Tai  supprimé  principalement  à  cause  de  Tex- 
tensîon  que  ce  sujet  a  prise  depuis  lors.  Pour  pouvoir  sembler 
prétendre  être  complet,  un  pareil  Chapitre  devrait  contenir 
un  résumé  des  applications  que  le  regretté  Clebsch,  conti- 
nuant les  recherches  de  Kiemann,  a  fait  des  intégrale:^  ellip* 
tiques  et  abéliennes  à  la  théorie  des  courbes.  Mais  il  parait 
impossible  de  traiter  ces  sujets  comme  ils  le  méritent  ailleurs 
que  dans  un  Ouvrage  où  il  serait  principalement  question  de 
Calcul  intégral.  Comme  les  Traités  de  ce  genre  renferment  gé- 
néra lementdes  Chapitres<;onsacrés  à  la  théorie  des  courbes,  j'ai 
cru  pouvoir  sans  inconvénient  laisser  de  côté  cette  branche 
de  la  théorie  dans  le  présent  Traité. 

G.  S. 
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CHAPITRE  PREMIER'''. 

COORDONNÉES. 

COORDONNÉES  DE  POINT. 

1.  Le  plan  renferme  une  droile  toute  spéciale,  la  droite 
de  l'infini;  sur  celle-ci  sont  situés  deux  points  particu- 
liers (imaginaires)  :  ce  sont  les  points  circulaires  à  Tinfini. 
Un  théorème  de  Géométrie  peut  n'avoir  aucun  rapport 
avec  cette  droite  et  ces  points  :  on  dit  alors  qu'il  est  des- 
criptif; dans  le  cas  contraire,  il  est  métrique, 

2.  Les  coordonnées  dont  on  fait  usage  pour  déterminer 
la  position  d'un  point  dans  un  plan  sont  les  coordonnées 
cartésiennes  (rectangulaires  ou  obliques)  ou  les  coordon- 
nées trilinéaires  ;  ces  dernières  comprennent  toutefois  les 
premières  comme  cas  particulier.  D'une  manière  générale, 
nous  pouvons  dire  que  les  coordonnées  cartésiennes  (rectan- 
gulaires) sont  celles  qui  se  prêtent  le  mieux  à  la  discussion 
des  propriétés  métriques;  tandis  que  les  coordonnées  tri- 

(*)  Ce  Chapitre  a  été  rédigé  par  M.  Cayley. 

S.  —  Courbes  planes.  i 
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linéaires  convîennenl  mieux  à  Tétude  des  propriétés  descrip- 
tives. Cependant,  quand  il  s'agit  de  propriétés  métriques,  il 
y  a  souvent  un  avantage  sérieux  à  employer  la  notation  des 
coordonnées  trilinéaires;  l'équation  d'une  courbe  affecte 
alors  la  forme  d'une  équation  homogène  en  {^,y,  z),  dans 
laquelle  œ,  y  sont  les  coordonnées  rectangulaires  ordinaires 
et  où  z  est  égal  à  l'unité.  Il  convient  d'étudier  avec  quelques 
détails  la  théorie  des  systèmes  de  coordonnées  dont  il  vient 
d'être  question. 

3.  Les  coordonnées  trilinéaires,  telles  qu'on  les  a  défi- 
nies dans  les  Sections  coniques  (n"  62),  sont  les  distances 
perpendiculaires  (/?,  q^  r)  d'un  point  à  trois  droites  don- 
nées ;  on  admet  que  ces  droites  constituent  un  triangle  (c'est- 
à-dire  que  deux  d'entre  elles  ne  sont  pas  parallèles).  Si  l'on 
appelle  a,  b^  c  les  côtés  de  ce  triangle,  A  son  aire,  et  si  Ton 
convient  de  plus  de  regarder  les  coordonnées  (/?,  q^  r) 
comme  positives  quand  le  point  est  dans  Tintérieur  du 
triangle,  les  coordonnées  (/>,  gr,  r)  vérifient  la  relation  (Sec- 
tions coniques^  n®  63) 

a/>  -H  6çr  4-  cr  =  2  A. 

Cette  relation  permet  de  rendre  homogène  une  équation 
qui  ne  l'était  pas  primitivement;  nous  supposerons  toujours 
cette  opération  effectuée  et,  par  le  fait,  les  équations  dont 
nous  nous  servirons  seront  toujours  homogènes. 

4.  Jl  est  toutefois  avantageux  d'avoir  une  définition  plus 
générale  des  coordonnées  trilinéaires;  ainsi,  sans  fixer  aucu- 
nement les  grandeurs  absolues  des  coordonnées (^,j>',  z),nous 
pouvons  les  prendre  égales  à  des  multiples  donnés  {^p^^qj^r) 
des  coordonnées  trilinéaires  primitives  (p,  q,  r).  Si  l'on  re- 
marque que  la  distance  d'un  point  à  une  droite  mesurée 
suivant  une  direction  donnée  est  un  multiple  donné  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point   sur  la  droite,    on  peut 
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donner  à  la  définition  les  diverses  formes  qui  suivent  et  qui 
ont  le  même  degré  de  généralité  :  les  coordonnées  trili- 
néaires  (^,JK,  z)  d'un  point  du  plan  sont  proportionnelles  à 
des  multiples  donnés  des  distances  perpendi- 
culaires   

des  multiples  des  distances  mesurées  suivant  des  I   ^^  nolnt 

directions  données l      à  trois 

des    multiples   donnés   des    distances  mesurées  [     droites 
suivant  une  seule  et  même  direction  donnée. .    |   données, 
aux.   distances   mesurées   suivant  des   directions 

données 

Les  trois  droites  données,  par  exemple  les  droites^  ==  o, 
y=zo,z=  o,  sont  appelées  les  axes  de  coordonnées,  ou  sim- 
plement les  axes;  et  le  triangle  qu'elles  constituent  a  reçu  le 
nom  de  triangle  fondamental,  triangle  de  référence,  ou 
simplement  de  triangle. 

Remarquons  que^  tant  que  les  quantités  {x,y,  z)  restent 
indéterminées,  en  ce  qui  regarde  leur  grandeur  absolue,  il  ne 
peut  exister  de  relation  identique  qui  les  lie  les  unes  aux 
autres;  et,  comme  les  équations  dont  nous  faisons  usage  sont 
nécessairement  homogènes,  elles  expriment  des  relations 
entre  les  rapports  mutuels  des  coordonnées. 

5.  Il  n'y  a  pas,  en  général,  d'avantage  à  fixer  les  gran- 
deurs absolues  des  coordonnées;  mais  nous  pouvons  le  faire, 
si  nous  voulons,  et  spécifier  que  les  quantités  {x^y^  z)  seront 
respectivement  égales  à  (a/?,  ^y,  yr).  Dans  ce  cas,  les 
coordonnées  sont  liées  par  la  relation 

ax      by      cz 

«  P         T 

cette  relation  sert  à  déterminer  les  grandeurs  absolues  des 
coordonnées  {x,  y^  z)  d'un  point  particulier  quelconque, 
quand  leurs  rapports  sont  connus. 
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Il  est  à  peine  nécessaire  de  faire  remarquer  que  la  distance 
d^un  point  à  une  droite  est  considérée  comme  changeant  de 
signe,  quand  le  point  passe  d'un  côté  à  l'autre  de  la  droite. 
On  peut,  pour  chacune  des  droites,  choisir  à  volonté  le  côté 
positif  et  le  côté  négatif;  cependant  il  est  commode,  en 
général,  de  les  fixer  de  telle  sorte  que  pour  un  point  situé  à 
l'intérieur  du  triangle  les  rapports  (xiy  iz)  ouïes  coordon- 
nées (Xy  yy  z)  (quand  ces  dernières  sont  déterminées  en 
grandeur  absolue)  soient  positives. 

6.  Si  nous  choisissons  les  droites  x=  o,  y=zo^z=  o  pour 
droites  données,  les  valeurs  des  rapports  x\y\z  dépendent 
de  celles  des  constantes  implicites  a,  ^,  y  et  par  conséquent 
ne  sont  pas  encore  complètement  déterminées;  mais  nous 
pouvons  les  fixer  de  telle  manière  que,  pour  un  point  donné, 
les  rapports  {x  \y  \  z)  aient  des  valeurs  données.  Par  exemple, 
si,  pour  le  point  dont  les  distances  perpendiculaires  sont 
/Pi,  yi,  Ti,  ces  rapports  doivent  avoir  les  valeurs  données 
Xi\yi\z^j  la  détermination  des  coordonnées  se  trouve 
complète  ;  car  nous  avons 

X\        Y\        Zé 
x\Y\ZT=  —  p:'^q:-^r. 
Pi        Çi^     ^ 

Nous  pouvons  aussi  (ce  qui  revient  à  peu  près  au  même) 
choisir  nos  coordonnées  de  manière  qu'une  équation  linéaire 
donnée 

\x  -hBjH-C5=i:0 

représente  une  droite  donnée.  Et  en  effet,  si  l'équation  de 
la  droite  donnée  en  fonction  des  coordonnées  (/?,  q,  r)  est 

a/?  4- b^  -h  c  r  =  o, 
nous  auroïis  les  relations 

.     .  abc 
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En  général,  il  n'y  a  pas  avantage  à  faire  usage  des  équa- 
lious  que  nous  venons  d'écrire  ;  le  procédé  le  plus  commode 
consiste  à  considérer  les  coordonnées  comme  fixées  de  telle 
sorte  que  le  point  (i  :  i  :  i)  soit  un  point  donné  de  la  figure, 
ou  que  la  droite 

X  -^y  -h5  =  0 

soit  une  droite  donnée  de  cette  même  figure. 

7.  Il  faut  remarquer  que  nous  pouvons,  sans  incorrection, 
parler  du  point  (a,  P,  y);  nous  entendrons  par  là  le  point 
dont  les  coordonnées  ont  leurs  rapports  mutuels  x\y\z 
égaux  à  a  :  P  :  y.  Et  quand  nous  dirons  que  les  coordonnées 
d'un  point  sont  (a,  p,  y),  ou  que  les  (^Xyy^z)  sont  égaux 
à  (a,  p,  y),  nous  ne  ferons  qu'exprimer  la  même  chose;  c'est- 
à-dire  que  nous  ferons  seulement  connaître  que  les  rapports 
de  ces  quantités  sont  égaux,  pour  la  raison  toute  simple  que 
les  grandeurs  absolues  sont  indéterminées.  Ainsi,  dans  le  nu- 
méro précédent,  au  lieu  de  parler  du  point  (i:i:i)  nous 
aurions  pu  dire  le  point  (i ,  i ,  i). 

8.  Le  point  (i,  i,  i)  et  la  droite  x  -i-y  -f-  5  =  o,  ou  plus 
généralement  le  point  (a,  p,  y)  et  la  droite 

X       y       z 

«        ?        T 

ODt,  par  rapport  au  triangle  fondamental,  une  relation  géomé- 
trique bien  connue.  Si  le  point  en  question  estO  {fig>  1),  la 
droite  correspondante  LMN  est  celle  qui  joint  les  points 
d'intersection  des  côtés  du  triangle  fondamental  ABC  avec 
les  côtés  du  triangle  DEF;  ce  dernier  est  formé  par  les  points 
où  les  droites,  qui  joignent  O  aux  sommets  du  triangle  ABC, 
reDcoDlrentles  côtés  opposés.  Réciproquement,  étant  donnée 
la  droite  LMN,  nous  pouvons  construire  le  point  O  en  joi* 
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gnant  les  points  L,  M,  N,  où  la  droite  coupe  les  côtés  du 
triangle  ABC,  aux  sommets  opposés  de  ce  triangle  ;  ces 
droites  forment  un  nouveau  triangle  et  les  droites  qui  joi- 
gnent ses  sommets  aux  sommets  correspondants  du  triangle 

Fig.  I. 


fondamental  se  coupent  au  point  O.  Par  le  fait,  le  point  et  la 
droite  sont  des  éléments  harmoniques,  et  nous  montrerons 
dans  la  suite  qu^ils  sont  dans  la  situation  de  pôle  et  polaire 
par  rapport  au  triangle  considéré  comme  courbe  du  troisième 
ordre  ou,  comme  nous  pouvons  le  dire  plus  simplement, 
par  rapport  au  triangle.  Si  donc  Ton  donne  Tun  des  deux 
éléments,  point  ou  droite,  l'autre  est  connu;  et  il  revient  au 
même  de  supposer  que  le  point  (  i ,  i ,  i)  soit  un  point 
donné,  ou  que  la  droite 

soit  une  droite"  donnée. 

Si  nous  regardons  la  droite  x  -\-  y  -^  z  ■=z  o  comme  une 
droite  donnée,  nous  avons  en  tout  quatre  droites  données;  et 
si  nous  posons  pour  plus  de  commodité 


(c'est-à-dire,    si    nous    considérons    w   comme    remplaçant 
—  X — y  —  2),  les  coordonnées  se  trouvent  déterminées  de 
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telle  maaière  que 

a;=io,    y^=Oy    ^t=o,     wz=o 
sont  des  droites  données. 

9.  Les  coordonnées  peuvent  être  choisies  de  telle  sorte 
que  le  point  (i,  i,  i)  soit  le  centre  de  gravité  du  triangle  et 
que  la  droite 

X  '\-  y  -\'  Z  :=!  o 

soit  la  droite  à  TinGni.  Si  nous  nous  reportons  à  Féquation 

a/>  -f-  6^  -h  cr  :=  2  A, 

ceci  revient  à  supposer 

X  \  y  \  z  ^=i  ap  \  bq  \  cr^ 

c'est-à-dire  que,  si  nous  joignons  le  point  aux  trois  sommets, 
en  divisant  ainsi  le  triangle  fondamental  en  trois  triangles , 
les  coordonnées  Xj  y^  z  sont  proportionnelles  à  ces  trois 
triangles  composants  (ou,  ce  qui  revient  au  même,  chaque 
coordonnée  est  proportionnelle  au  quotient  de  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  point  sur  un  côté  et  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  sommet  opposé  sur  le  même  côté).  On  peut  re- 
marquer que,  si  nous  fixons  les  grandeurs  absolues  des  coor- 
données et  si  nous  posons 

ap  hq  cr 

2A         '^  2A  2A 

c'est-à-dire  si  nous  prenons  j?,  y,  z  égaux  aux  rapports  des 
triangles  composants  à  la  surface  du  triangle  fondamental, 
la  relation  que  vérifient  les  coordonnées  est 

X  '■\- y  -\-  z=2i, 

10.  Le  triangle  fondamental  équilatéral  constitue  un  cas 
particulier;  dans  ce  cas,  si  :r,  y^  z  sont  proportionnels  aux 
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perpendiculaires  abaissées  d'un  point  sur  les  côtés  du  triangle 
de  référence,  le  point  (i,  i,  i)  est  le  centre  de  figure  et 
X  -\^y  -\-  z  =  o  représente  la  droite  à  l'infini.  Si,  pour  fixer 
les  grandeurs  absolues,  nous  prenons  {x,  y,  z)  égaux  aux 
perpendiculaires  abaissées  sur  les  côtés,  et  si  de  plus  nous 
choisissons  comme  unité  de  longueur  la  perpendiculaire 
abaissée  d'un  sommet  quelconque  sur  le  côté  opposé,  les 

coordonnées  du  centre  de   figure  sont  { â  '  q  '  à  )  ^^  celles 

d'un  point  quelconque  sont  liées  par  la  relation 

Dans  le  cas  actuel,  où  le  triangle  fondamental  est  équilatéral 
et  où  X  -hy  -h  z  =  o  est  l'équation  de  la  droite  à  l'infini, 
les  coordonnées  des  points  circulaires  à  l'infini  sont 

a?  :  /  :  -s  =  I  :  o)  :  o)* 

et 

a?  :  j'  :  5  r=  I  :  w*  :  o), 

(0  étant  une  racine  cubique  imaginaire  de  l'unité.  En  effet, 
six  et  Y  sont  des  coordonnées  cartésiennes  (rectangulaires), 
si  l'origine  est  placée  au  sommet  (a?  =  0,^^  =  0)  du  trianjle 
et  si  l'on  compte  les  X  suivant  le  côté  :r  =  o,  on  a 

_Xv/3-Y       ^_2-Xv/3-Y 


r-Y,      y: 


-9 


Mais,  pour  les  points  circulaires  à  l'inGni,  X  et  Y  sont  infinis 
et  X  liz  ïY  =  o  (1  est  égal  à  ^^ —  i ,  comme  d'habitude);  par 
conséquent, 


w:y:=  =  i 


bi  nous  posons  co  = ï—  >  et  par  suite  co*  r- ^    - 


2  *  2 
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celte  suite  de  rapports  équivaut  à 

X  :  y  :  z=:\  lo)  l  ta*    ou  à    œ  ly:  z=:ï  :  ta^lto, 

11.  Supposons  que  Tun  des  axes,  celui  des  z  par  exemple, 
soit  la  droite  à  l'infini;  la  distance  r  a  dans  ce  cas  la  va- 
leur 00  ,  qui  doit  être  regardée  comme  une  constante  infinie; 
vr  est  donc  une  constante  que  nous  pouvons  supposer  finie 
et  égale  à  Tunité,  sans  nuire  à  la  généralité  de  nos  raisonne- 
ments. Nous  avons  alors  les  relations 

a!'.y:z  =  ap:^q:i. 

Les  coefficients,  a  et  ^  peuvent  être  déterminés  de  telle  ma- 
nière que  ap  et  Pq  représentent  les  distances  d'un  point  aux 
droites  j:-  =  o  et  y=  o,  ces  distances  étant  mesurées  cha- 
cune parjllèlement  à  la  direction  de  l'autre  droite  ;  c'est-à-dire 
que,  si  X,  Y  sont  les  coordonnées  cartésiennes  du  point,  nous 
avons 

x:y:z=zY:  x  :  i, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  nous  fixons  les  grandeurs  abso- 
lues des  coordonnées,  Xyyetz  (=  i)  seront  les  coordonnées 
cartésiennes  du  point  rapporté  à  deux  axes  quelconques  de 
coordonnées. 

iS.  Dans  tout  ce  qui  précède  nous  nous  sommes  seulement 
servi  de  la  droite  à  l'infini,  mais  nous  n'avons  fait  aucun 
usage  des  points  circulaires  à  l'infini  ;  aussi  les  coordonnées 
cartésiennes  résultantes  sont-elles  généralement  obliques; 
elles  peuvent  cependant  être  rectangulaires;  en  effet,  si  nous 
prenons  pour  les  droites  x  =  o  et  y  =  0  deux  droites  en 
relation  harmonique  avec  les  points  circulaires  à  l'infini,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  deux  droites  perpendiculaires  l'une 
sur  l'autre,  les  coordonnées  seront  rectangulaires.  La  relation 
harmonique  à  laquelle  nous  faisons  allusion  consiste  en  ce 
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que  les  deux  droites  coupent  la  droite  à  l'infini  suivant  un 
couple  de  points  formant  avec  les  points  circulaires  à  Tinfini 
un  groupe  de  quatre  points  harmoniques;  ou,  ce  qui  est  la 
même  chose,  les  deuxdroites  en  question  et  celles  qui  joignent 
leur  point  d'intersection  aux  points  circulaires  à  l'infini 
constituent  un  faisceau  harmonique.  (Voir  Sections  co- 
niques, n**  3S6.  ) 

13.  Il  peut  y  avoir  avantage  dans  quelques  cas  à  faire 
usage  des  coordonnées  imaginaires  \=z  x  -\~  iy^'r\=^x  —  iy 
et  >5  =  I  ;  on  peut  leur  donner  le  nom  de  coordonnées  circu- 
laires. 

POINTS  CIRCULAIRES  A  L'INFINI. 

14.  Étant  donné  un  système  déterminé  de  coordonnées 
trilinéaires,  on  peut  trouver  les  coordonnées  des  points  cir- 
culaires à  l'infini  de  la  manière  suivante.  Supposons  d'abord 
que  les  coordonnées  x^  y,  z  représentent  les  perpendicu- 
laires abaissées  d'un  point  sur  les  côtés  du  triangie  fonda- 
mental. Prenons  une  origine  arbitraire  O  et  un  système 
d'axes  rectangulaires  OX  et  OY.  Si  /?,  q,  r  sont  les  perpen- 
diculaires abaissées  de  O  sur  les  côtés  du  triangle  et  )^,  |jl,  v 
les  angles  qu'elles  font  avec  Taxe  des  X,  les  relations  qui 
lient  les  deux  systèmes  de  coordonnées  (:r,  y^  z)  et  X,  Y 

sont 

xzzzH  cosX  4- YsinX  — p, 

^  =:  X  cos  {X  -h  Y  sin  ji  —  q, 

5  =  X  cosv  -h  Y  sinv  —  r. 

Pour  abréger,  posons 

cosX -H  i  sin X  ( ou  e*^ )  r=  L  , 
C0SJJL4-  isin|jL(ou  e'>)=M, 
cosv  4-  i sin  v  (  ou  e**  )  =r  N , 

faisons  X  et  Y  infini3  et  X  ifc  e'Y  =  o.  Nous  obtenons  pour 
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les  deux  poîiils  circulaires  les  relations 

xlYlz^  L  :  M  :  N, 

1       1       I 
x.y j^.  ^  .  ^ 

Soient  A,  By  C  les  angles  du  triangle  fondamental;  nous 
avons  entre  Â,  B,  C  et  ^^  |jiy  v  un  système  de  relations  telles 
que 

A=  7C-h  |JL  —  V  , 

B  =  — 7C  4-v    —  X, 
c  =:        Il  -h  X  —  jJi. 


Posons 


il  vient  alors 


cosA-h  «sinA(oue»^)n;a, 
cosB  -h  tsinB(oue'*)=p, 
cosC  -h  i  sin G  (  ou e»^'  )  ~  7  ; 


«  =  -l^>       P=-r        ^=~M'       «Py=:-I, 

et  les  coordonnées  des  points  circulaires  à  l'infini  deviennent 
ainsi 

x:y:z  —  -^i:   ^  :    P,     et    œ:y:z  =  -^i  :    ^   :    g> 
__       .       ,    I  I    ,        . 

—    Y.  — lI->  =—      I  — lia, 

'a  Y 

=  i  :    .  :-i,  =  p    :   1    :-.. 

Il  est  évident  que  les  expressions  de  chaque  système  de 
coordonnées  sont  identiques  en  vertu  de  la  relation  a^y  =  —  i  • 
Les  mêmes  formules  s^appliquent  évidemment  au  cas  où 
les  coordonnées  j:,  ^,  z,  au  lieu  d'être  égales  aux  perpendi- 
culaires abaissées  sur  les  côtés  du  triangle,  leur  sont  seule- 
ment proportionnelles;  ce  sont  donc  les  formules  qui  se 
rapportent  au  système  de  coordonnées  dans  lequel  l'équation 
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de  la  droite  à  TinGni  est 

xsinA  -h^'sinB  -h^sînC  =  o. 

15.  On  peut  ajouter  que  le  système  primitif  de  relations 
entre  x^  y^  ^  et  X,  Y  donne 

(/4-y)(5  4-r)sîn  A-h(5  -l-r)(a;-H/>)sînB 

4-  {x  -\-p)  (/  4-  çr )  sinC  :=  sin  A  sin B  sînC  (X*  4-  Y* ) ; 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  on  a 

j'xsinA  -\-  zxsiïï^  -+-a:/sînC 

= sin  A  sin  B  sin  C  (  X*+ Y') -4- (une  fonction  linéaire  de  X,  Y,  i); 

c'est-à-dire  que  Féquation 

yz  sin  A  4-  zx  sin  B  4-  xy  sinC  =  o 

est  Téquation  d'un  cercle  qui  évidemment  est  circonscrit  au 
triangle  fondamental.  La  formule  subsistant  dans  le  cas 
où  Xf  y^  z  sont  proportionnels  aux  distances  perpendiculaires 
d'un  point  aux  côtés  du  triangle  de  référence,  les  points 
circulaires  à  l'infini  sont  alors  les  intersections  du  cercle 

yzs\xïK'\-  zx  sin  B  -h  xy  sinC  =  o 

avec  la  droite  à  l'infini 

X  sinA  4-/sinB  4-  z  sinC  =  0 

(comparez  Sections  coniques,  n®  359).  Il  est  facile  de  véri- 
fier que  les  coordonnées  des  points  circulaires  à  l'infini, 
données  plus  haut,  satisfont  eflectivement  à  ces  deux  équa- 
tions. Remarquons  aussi  que  l'équation  générale  d'un  cercle 
est 

{yz  sin  A  4-  «a:  sin  B  4-  xy  sin  C  ) 

4-(Pa?4-Q7  4-R5)(JîsinA  4- JsinB  4--8sinC)  =  0, 

P,  Q,  R  étant  des  coefficients  arbitraires. 
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16.  Dans  le  système  de  coordonnées  où  les  quantités  ^r^jK»  z 
sont  proportionnelles  aux  perpendiculaires  abaissées  sur  les 
côtés  du  triangle  de  référence,  multipliées  chacune  par  le  côté 
correspondant,  et  où  Féqiiation   de  la   droite  à  l'infini    est 

^-+-JK  -4-  -3  =  o,  nous  n'avons  qu'à  remplacer  dans  ce  qui 

précède  x^  y  y  z  respectivement  par-r— j>  ""^^*  -?— P*  Les 

coordonnées  des  points  circulaires   sont  alors  données  par 
les  relations 


I 


sinA  '  sinB  *  sinC  *  y 


I 

a 


et 


I 


X  y  z  I 

•  £ —  •  -^^^^ I  •  Y  •  — 

sinA  '  sinB  '  sinC  '  *  '  p 

I 
=  -  :  —  I  :  a 

T 

et  l'équation  générale  d'un  cercle  est 

(yz  sîn*A  -+-  zx  sin'B  -h  xy  sin*C) 

H-  {Px  H-Qj-f-Rs)  {x  -hy-^z)  =  o. 

COORDONNÉES  DE  DROITE. 

17.  Les  coordonnées  considérées  ci-dessus  sont  des 
coordonnées  destinées  à  déterminer  la  position  d'un  point; 
on  dit  que  ce  sont  des  coordonnées  de  point.  Nous  avons 
aussi  des  coordonnées  de  droite  (coordonnées  tangentielles, 
voir  Sections  coniques,  n^  70)  pour  déterminer  la  position 
d'une  droite;  si,  par  exemple,  dans  un  système  quelconque 
de  coordonnées  trilinéaires  (^,  JK>  «)>  l'équation  d'une  droite 
est  Çx  4-71^  -1-1^2  =  0,  nous  avons  alors  un  système  corres- 
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pondant  de  coordonnées  de  droite,  dans  lequel  on  dit  que 
(Ç,  TTj,  ^)sont  les  coordonnées  (coordonnées  tangentielles)  de  la 
droite  en  question.  Observons  que,  d'après  cette  définition, 
(Ç,  7|,  !î)  sont  données  seulement  en  ce  qui  regarde  leurs  rap- 
ports et  que  leurs  grandeurs  absolues  sont  indéterminées  ;  elles 
ressemblent  par  là  aux  coordonnées  ponctuelles  prises  dans 
leur  sens  le  plus  général. 

18.  Les  coordonnées  (Ç,  tj,  Ç)  se  rapportent  à  une  droite; 
une  équation  linéaire  aÇ-h67i-f-cÇ  =  o  entre  ces  coordon- 
nées s'applique  à  toute  une  série  de  droites  telles  que  les 
coordonnées  de  l'une  quelconque  d'entre  elles  vérifient  cette 
équation  ;  mais  toutes  ces  droites  passent  par  un  même  point  ; 
c'est  le  point  dont  les  coordonnées  dans  le  système  corres- 
pondant de  coordonnées  ponctuelles  (x,  y^  z)  sont  (a,  6,  c); 
en  eff'et,  l'équation  linéaire  aÇ-h67|-|-cÇ  =  o  exprime  que 
l'équation  en  coordonnées  ponctuelles  \x  -h  7|jk  H-  Ç^  =  o 
est  satisfaite  quand  on  y  remplace  (a?,  j',  z)  par  (a,  fe,  c).  On  en 
conclut  que  l'équation  a Ç  -\-  br\-\-  cX^^^  oen  coordonnées  de 
droite  (Ç,  r^,  Ç)  représente  un  point;  c'est  celui  dont  les 
coordonnées  trilinéaires  dans  le  système  correspondant  sont 
(a,  6,  c).  Et,  en  général,  toute  équation  homogène  en  coor- 
données de  droite  (Ç,  7|,  Ç)  représente  la  courbe  qui  est 
l'enveloppe  de  toutes  les  droites  Ça:  +  t;^  -i-  Çs  =  o  dont  les 
coefficients  (Ç,  7|,  "Ç)  vérifient  la  relation  en  question.  On  dit 
que  cette  relation  est  l'équation  tangentielle  de  cette  enve- 
loppe. En  d'autres  termes,  l'équation  tangentielle  d'une  courbe 
est  l'équation  entre  (Ç,  rj,  Ç)  qui  exprime  que  la  droite 
Çj?  H-  7)^  4-  î^^  =  o  est  une  tangente  à  la  courbe. 

19.  Dans  ce  qui  précède,  les  coordonnées  de  droite 
{\}  ^7  2^)  sont  définies  au  moyen  d'un  système  correspondant 
de  coordonnées  trilinéaires  {x^  y^  5),  et  la  signification  des 
rapports  $  :  tj  :  Ç  se  trouve  par  là  même  complètement  déter- 
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minée;  c^est  la  marche  ia  plus  commode  à  suivre.  Cepen- 
danl  il  convient  de  donner  du  système  de  coordonnées  de 
droite  une  définition  quantitative  indépendante,  moins  pour 
les  applications  dont  elle  est  susceptible  que  pour  établir 
d'une  manière  plus  complète  Tanalogie  qui  existe  entre  les 
deux  genres  de  coordonnées.  Nous  pouvons  dire  que  les 
coordonnées  trilinéaires  (^,  tj,  Ç)  d'une  droite  sont  propor- 
tionnelles à  des  multiples  donnés  des  distances,  mesurées 
suivant  des  directions  données,  de  la  droite  à  trois  points 
donnés.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  nous  prenions 
ces  coordonnées  proportionnelles  aux  distances  perpendicu- 
laires de  la  droite  aux  trois  points  donnés.  Si  nous  rapportons 
la  figure  à  des  coordonnées  cartésiennes,  les  coordonnées  des 
points  sont  (a,  P),  (a',  P'),(a",  P")  et  l'équation  de  la  droite  est 

AX  -+-  BY  -+-  G  =  o. 

Nous  avons  alors  les  relations 

Ç:  7i  :  c=iA«-+-Bp4^G  :  Aa'-hBp'4-C  :  ka^-hh^'^c, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'équation  de  la  droite  est 

X     Y     I  ! 

«api   ' 

C      a-'      P^      1 

Les  coefïicients  de  $,  tj,  Ç  sont  ici  des  fonctions  linéaires  don- 
nées de  (x^  y^  i);  si  nous  désignons  ces  coefïicients  par 
{x,y,  z)y  nous  aurons  {x,  y^  z)  comme  système  de  coordon- 
nées trilinéaires,  et  l'équation  sera  Ça?  -f-  r\y  +  Çz  =  o  ;  cette 
définition  concorde  donc  avec  celle  qu'on  a  donnée  plus  haut. 
Nous  pouvons,  exactement  comme  au  n°  7,  déterminer  les 
coordonnées  de  droite  (Ç,  tj,  Ç)  de  manière  que  la  droite 
(i  :  1  :  i)  soit  une  droite  donnée,  ou  que  le  point  Ç  +  ttj  -|-  J^  =  o 
soit  un  point  donné  de  la  figure. 


=  o. 
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âO.  Il  peut  être  bon  d'indiquer  ici  quelques  systèmes  par- 
ticuliers. Si  a,  p,  Y  représentent  respectivement  les  distances, 
comptées  suivant  une  direction  donnée,  de  la  droite  variable 
aux  points  A,  B,  G  (Jig>  a),  par  exemple 

(atrzAa,  p=r:B6,  Y  =  Cc), 

les  coordonnées  Ç,  tj,  Ç  peuvent  être  prises  proportionnelles  à 

Fig.  a. 


ces  distances,  i  :  r,  :  l^  =  a  :  p  :  y.  Imaginons  que  le  point  G 
s'éloigne  à  l'infini  suivant  la  direction  donnée  ;  y  a  une  va- 
leur infinie  qui  doit  être  regardée  comme  une  constante;  et, 

r 
si  nous  posons  Ç:*îri:-=a:p:i,  nous  pouvons,  au  lieu  des 

coordonnnées  primitives  £,>1,  Ç,  prendre  comme  coordonnées 

Ç  7i,  ->  c'est-à-dire  a,  p,  i.  Nous  avons  ainsi  un  système  de 

deux  coordonnées  a,  p  qui  sont  respectivement  égales  aux 
distances,  comptées  suivant  une  direction  donnée,  de  la 
droite  aux  deux  points  fixes. 

21.  De  même,  dansla^^.  3,  nous  avons 
ou  bien,  ce  qui  est  la  même  chose, 

*     -L     —  JL  --L  • 
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Imaginons  que  A,  B  s'éloignent  à  Tinfini  en  suivant  respec- 
livement  les  directions /^C  et  ^C;  A/?,  B^  ont  des  valeurs  in- 
Gnies  qui  doivent  être  regardées  comme  des  constantes  ;  et, 
au  lieu  de  coordonnées  proportionnelles  à  a,  ^,  y,  nous  pou* 

_        S 
vons  prendre  des  coordonnées  proportionnelles  ^  x"'  rr-'  Y» 

Fig.  3. 


c'esl-à-dire  que  nous  pouvons  choisir  comme  coordon- 
nées j^->  TT-i  I.  Nous  avons  ainsi  un  syslème  de  deux  coor- 
données qui  sont  respectivement  les  inverses  des  distances, 
comptées  suivant  deux  directions  données,  de  la  droite  à  un 
|)oinl  fixe. 

22.  On  a  peu  d^occasions  de  faire  un  usage  explicite  des 
coordonnées  de  droite  ;  mais  la  théorie  en  est  très  impor- 
tante; elle  sert  en  effet  à  prouver  que,  en  démontrant  en 
coordonnées  ponctuelles  un  théorème  quelconque  de  nature 
descriptive,  nous  établissons  en  même  temps  le  théorème  cor- 
rélatif qu^on  peut  en  déduire  par  la  théorie  des  polaires  réci- 
proques (ou  celle  de  la  dualité  géométrique).  Par  le  fait,  nous 
ne  prouvons  pas  Tun  des  théorèmes,  pour  en  déduire  en- 
suite Tautre,  mais  nous  les  démontrons  tous  les  deux  en 
même  temps.  Nos  (^,J ,  z),  au  lieu  d'être  des  coordonnées 
ponctuelles,  représentent  des  coordonnées  de  droite,  et  la 
démonstration  se  trouve  être,  dans  chacune  de  ses  parties, 
ttue  démonstration  du  théorème  corrélatif. 

S.  —  Courbes  pfa/ies,  a 
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23.  De  la  même  manière,  si  un  théorème  est  établi  en  coor- 
données de  droite,  on  possède  par  là  même  la  démonstration 
de  son  corrélatif;  la  seule  différence  qui  existe  ici  consiste 
en  ce  que  nous  passons  de  la  théorie  des  coordonnées  de 
droite,  qui  nous  est  un  peu  moins  familière,  à  celle  plus 
usitée  des  coordonnées  de  point.  La  transition  se  trouve 
rendue  plus  claire  si  nous  considérons  les  coordonnées  pri- 
mitives de  droite  (5,  "yj,  Ç)  comme  les  coordonnées  ponctuelles 
du  point  qui  est  le  pôle  de  la  droite  par  rapport  à  la  co- 
nique x^  4-j'^  4-  ^-  =  o. 


■V 
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CHAPITRE  II. 

PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES   COURBES   DU  /2*^''«  DEGRÉ. 

Section  I.  —  Ihi  nombre  des  termes  dans  l'équation  générale. 

24.  Le  premier  pas  à  faire  pour  connaître  les  propriétés 
générales  des  courbes  du  /i**"*  degré  consiste  à  déterminer  le 
nombre  des  termes  contenus  dans  Tëquation  générale.  Étant 
donnée  une  équation  quelconque  du  n'^*"*  degré,  nous  pour- 
rons ainsi,  en  comptant  simplement  le  nombre  des  constantes 
indépendantes  que  renferme  cette  équation,  savoir  si  la  forme 
donnée  est  ou  n'est  pas  Tune  de  celles  auxquelles  on  peut 
ramener  toutes  les  équations  du  n**°*  degré.  Par  exemple, 
i  équation  générale  du  second  degré  contient  cinq  constantes 
indépendantes.  Si  donc  on  nous  donne  une  autre  équation 
quelconque  du  second  degré  contenant  cinq  constantes,  par 
exemple 

(  X  —  a  )«  -h  (7  —  p  )«  =  (  a  a:  4-  ^/  4-  c  )« 
oa 

nous  pouvons  la  développer;  et,  en  comparant  cette  équation 
(voir  Sections  coniques,  n®  77)  à  Péquation  générale  du  se- 
cond degré,  nous  obtiendrons  un  nombre  d'équations  suffisant 
pour  déterminer  a,  ^,  . .  • ,  en  fonction  des  coefficients  de 
Téquation  générale.  Nous  voyons  alors  qu'une  équation  quel- 
conque du  second  degré  peut,  en  général,  être  réduite  à 
l'une  des  formes  ci-dessus,  et  nous  pourrions  établir  ainsi  les 
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propriétés  des  foyers  et  de  la  directrice.  Uéquation 

(ax-h  by  -h  cy  =:^  (a'x  -^  by  -h  c')(a''x  -h  by-hc^) 

contient  sept  constantes  indépendantes.  Par  suite,  le  pro- 
blème qui  consiste  à  les  exprimer  en  fonction  des  coeflicienls 
de  l'équation  générale  esl  indéterminé;  ce  résultat  est  évi- 
dent géométriquement,  puisque  Ton  peut  mettre  l'équation 
sous  cette  forme  en  prenant 

a'x-h  by  -hc'  =:0j     a^jc  -\-  by  -\-  c'  =  Of 

pour  représenter  deux  tangentes  quelconques  et 

ax  -^  bf  -h  c=zo 

pour  leur  corde  de  contact.  Les  équations 

(aur  -h  by)*  =  c  j:  -h  cl  y  -h  e, 
(ajc-^by-^  i){a'x  -^  by  -^  i)  —  o 

ne  contiennent  chacune  que  quatre  constantes  indépendantes 
et  doivent,  par  conséquent,  renfermer  implicitement  une 
autre  condition;  ou  bien,  en  d'autres  termes,  Téquation  gé- 
nérale ne  peut  être  mise  sous  l'une  de  ces  formes,  sans  qu'une 
autre  condition  ne  soit  vérifiée.  Ceci  est  géométriquement 
évident,  puisque  la  première  équation  représente  une  para- 
bole et  la  seconde  deux  lignes  droites.  L'équation  générale 
du  rercle 

ne  contenant  que  trois  constantes  explicites,  doit  renfermer 
implicitement  deux  autres  conditions;  c'est-à-dire  que  l'équa- 
tion générale  ne  peut  être  mise  sous  cette  forme  à  moins 
que  deux  autres  conditions  ne  soient  remplies.  De  même, 
Téqualion 

S-AS'=:o 

(où  S  et  S'  sont  des  fonctions   quadratiques   données  des 
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coordonnées)  ne  contient  qu'une  constante  explicite;  elle 
doit  donc  entraîner  quatre  conditions  implicites;  c'est  du 
reste  ce  qui  a  lieu,  comme  on  le  sait,  puisque  la  conique 
représentée  par  cette  équation  passe  par  quatre  points  fixes. 

2d.  Il  faut  agir  avec   quelque   circonspection  quand  on 
applique  ces  principes.  Par  exemple,  Féquation 

(  j?  —  a)« -h  (/ —  P)'=  a^ -h  ^J' -h  C 

paraît  contenir  cinq  constantes  et,  par  conséquent,  être  une 
forme  à  laquelle  on  peut  ramener  une  équation  quelconque 
(lu  second  degré.  Cependant,  en  effectuant  les  développe- 
ments, nous  verrons  que  les  constantes  ne  figurent  pas  dans 
les  termes  du  degré  le  plus  élevé  dans  Téquation  et  que  nous 
n'avons  réellement  par  le  fait  que  trois  équations  pour  déter- 
miner a,  ^,  • . . .  L'équation  ne  peut  donc  être  mise  sous  cette 
forme,  à  moins  que  deux  autres  conditions  ne  soient  satis- 
faites. De  la  même  manière,  l'équation 

aS|-f-  ^S,  H-cSa-f-r/S^H-  eS,-+/Ss  — o, 

où  S|,  ...  sont  six  coniques,  est  une  forme  à  laquelle  on 
peut  ramener  l'équation  d'une  conique  quelconque.  Suppo- 
sons néanmoins  que  trois  des  équations  de  ces  coniques 
soient  liées  entre  elles  par  la  relation 

S,=  ASi-f-/St; 

eo  remplaçant  S3  par  cette  valeur  dans  l'équation  précédente, 
on  trouverait  que  cette  équation  ne  renferme  plus  que  quatre 
constantes  indépendantes,  et  l'équation  générale  ne  pourrait 
être  réduite  à  cette  forme  à  moins  de  satisfaire  à  une  autre 
condition. 

26.  Après  avoir  ainsi  cherché  à  donner  au  lecteur  une 
idée  de  la  nature  des  avantages  qu'on  peut  retirer  de  la  con- 
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naissance  du  nombre  de   termes  de  l'équation  générale  du 

^ièœe  degré,  nous  allons  nous  livrer  à  l'étude  de  ce  problème. 

L'équation  générale  du  «**"•  degré  entre  deux  variables  peut 

s'écrire 

A 

-f-Bj7-hCr 


1*^«  -h  Qo-"-'/  -h  ...  4-  R.!-/'*-*  H-  S j»  =  o, 

et  le  nombre  des  termes  de  cette  équation  est  évidemment 
la  somme  de  la  suite  i  -|-  a  -|-  3  -|-  . . .  -f-(n  -f- 1);  il  est  par 
conséquent  égal  à  ^(/i -H  i)  (/t -i- 2),  comme  on  Ta  déjà 
prouvé  (Sections  coniques,  n®  78). 

Nous  écrirons  quelquefois  l'équation  générale  sous  la 
forme  abrégée 

ifo  H-  /'i  -h  //j  -+- . . .  -f-  M«  ~  o; 

iio  représentera  le  terme  absolu  et  i/|,  ;/2)  •  •  •,  Un  les  termes 
du  premier,  du  second,  .  • . ,  du  /i**"'  degré  en  x  eiy. 

Quelquefois  aussi  nous  nous  servirons  de  l'équation  en 
coordonnées  trilinéaires,  qui  ne  diffère  de  celle  qu'on  vient 
d'écrire  que  par  l'introduction  d'une  troisième  variable  s, 
destinée  à  rendre  l'équation  homogène;  par  exemple, 

Le  nombre  des  termes  est  évidemment  le  même  que  dans  le 
cas  précédent  (Sections  coniques,  n^  289). 

27.  Le  nombre  de  conditions  nécessaires  pour  déterminer 
une  courbe  du  /i'*°*  degré  est  d'une  unité  moindre  que  le 
nombre  des  termes  de  l'équation  générale;  il  est  donc  égal 
à  ^  n(/i  -h  3).  En  effet,  l'équation  représente  la  même  courbe, 
si  on  la  multiplie  ou  si  on  la  divise  par  une  constante;  nous 
pouvons  donc  diviser  tous  les  termes   par  A,  et  la  courbe 
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sera  définie  d'une  manière  complète,  si  nous  pouvons  déler- 

B    C 
miner  les  ^n{n  -f-  3)  quanlités  j  >  -r-y  •  •  •  • 

Ainsi,  une  courbe  du  /i'*°*  degré  est  en  général  déler- 
mince  quand  on  donne  -3/1(^  +  3)  de  ses  points;  en  eflfet, 
en  substituant  dans  Téquation  générale  les  coordonnées  de 
chacun  des  points  par  lesquels  passe  la  courbe,  nous  obte- 
nons une  relation  linéaire  entre  les  coefficients.  Nous  aurons 
donc  ^  n(n  H-  3)  équations  du  premier  degré  pour  déterminer 
un  nombre  égal  d'inconnues  ;  ce  problème  n'admet  en  général 
qu'une  seule  solution.  Nous  voyons  ainsi  qu'on  peut  décrire 
une  courbe  du  troisième  degré,  quand  on  connaît  neuf  de 
ses  points,  une  courbe  du  quatrième  degré  quand  on  en  a 
quatorze  points,  et  qu'en  général  par  ^  n(/i  -|-  3)  points  on 
peut  décrire  une  courbe  du  degré  n  et  une  seule, 

28.  Quand  nous  disons  que  ^  n(/i  -f-  3)  points  déterminent 
une  courbe  du  n'*"*  degré,  nous  n'entendons  pas  affirmer 
qu'ils  déterminent  une  courbe  propre  de  ce  degré.  Tout  ce 
que  nous  avons  démontré,  c'est  qu'il  existe  une  équation 
du  /i**"'  degré  vérifiée  par  les  coordonnées  des  points  donnés  ; 
mais  celte  équation  peut  être  le  produit  de  deux  ou  plusieurs 
autres  expressions  de  degré  moindre.  Par  exemple,  cinq 
points  déterminent  en  général  une  conique;  mais,  si  trois 
d'entre  eux  sont  situés  sur  une  ligne  droite,  la  conique  dégé- 
nère en  la  courbe  du  second  degré  formée  par  cette  droite 
et  par  la  droite  qui  joint  les  deux  autres  points.  Et,  d'une  ma- 
nière générale,  il  est  évident  que  si ,  parmi  les  ^  n  (n  +  3)  points, 
il  y  en  a  plus  de  np  sur  une  courbe  de  degré/?  (/>  étant  moindre 
que  n),  on  ne  peut,  par  ces  points,  faire  passer  une  courbe 
propre  du  n'*"'  degré;  car  nous  serions  alors  conduits  à  cette 
absurdité  que  deux  courbes  de  degré  /i  et/>  se  coupent  en 
plus  de  np  points  (Sections  coniques,  n®  238).  Le  système 
de  degré  n  mené  par  un  pareil  système  de  points  se  compose 
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d'une  courbe  du  /?**"•  degré  et  d'une  courbe  du  (n — />)**■•  de- 
gré passant  par  les  points  restants. 

Nous  pouvons  même  fixer  une  limite  inférieure  du  nombre 
de  points,  déterminant  une  courbe  propre  du  /i'*°'  degré,  qui 
peuvent  se  trouver  sur  une  courbe  de  degré/?,  et  nous  pou- 
vons fairvî  voir  que  ce  nombre  ne  peut  être  plus  grand  que 
np  —  ^{p  —  i)(/> — 2).  En  effet,  si  nous  supposons  qu'un 
point  de  plus  [c'est-à-dire  np  —  ^(p  —  i)(/7  —  2)-i-i]  est 
situé  sur  une  courbe  du  /?**"•  degré,  en  retranchant  ce  nombre 
de  ^/i(/i-i-3),  nous  trouverions  que  le  nombre  de  points 
qui  restent  est  ^(n — p){^ — /^  +  3)î  ®^  conséquence,  on 
peut,  par  ces  points,  faire  passer  une  courbe  du(n  — /?)""•  de- 
gré. Cette  courbe,  jointe  à  celle  du  degré  /?,  constitue  un 
système  du  degré  n  qui  passe  par  les  points  donnés;  et  ce 
que  nous  avons  dit  dans  le  numéro  précédent  fait  voir  qu'il 
est  généralement  impossible  d'en  faire  passer  un  autre  par  ces 
mêmes  points. 

29.  Il  y  a  cependant  des  cas  où  la  solution  du  n^  27  est 
en  défaut;  un  exemple  bien  simple  suffit  pour  le  montrer. 
Il  faut  neuf  points  pour  déterminer  une  cubique  (*);  mais 
neuf  points  ne  déterminent  pas  dans  tous  les  cas  une  cubique 
unique.  En  effet,  deux  cubiques  se  coupent  en  neuf  points 
et  par  conséquent  il  passe  deux  cubiques  par  ces  neuf  points; 
nous  allons  faire  voir  que  par  ces  points  il  passe  par  le  fait 
une  infinité  de  cubiques.  L'explication  de  ce  fait  est  la  sui- 
vante :  bien  que  m  équations  linéaires  suffisent  en  général 
pour  déterminer  m  inconnues,  ces  équations  peuvent  n'être 
pas  toutes  indépendantes  ;  dans  ce  dernier  cas,  elles  seront 
insuffisantes  pour  permettre  de  trouver  les  inconnues.  Les 


(*)  Pour  abréger  le  langage,  dous  désignons  ici,  et  dans  la  suite  de  cet 
Ouvrage,  par  cubiques^  biguadratigues  ou  quartiques  ...  les  courbes  du 
quatrième  degré. 
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points  donnés  sont  alors  insuffisants  pour  déterminer  la 
coarbe,  et  Ton  peut  faire  passer  par  ces  points  une  infinité 
de  courbes  du  degré  n.  II  est  nécessaire  d^expliquer  géomé- 
iriquement  comment  de  pareils  cas  peuvent  se  présenter. 

Pour  plus  de  simplicité,  prenons  d'abord  pour  exemple 
des  courbes  du  troisième  degré.  Soient  U  =  o,  V  =  o  les 
équations  de  deux  de  ces  courbes,  qui  passent  toutes  les 
deux  par  huit  points  donnés;  Téquation  d'une  courbe  quel- 
conque du  troisième  degré  passant  par  ces  mêmes  points 
doit  être  de  la  forme  U  —  A:V  =  o.  En  effet,  d'après  sa 
forme  même,  cette  équation  représente  une  cubique  passant 
par  les  huit  points  donnés,  et  elle  renferme  une  constante 
arbitraire  k  que  Ton  peut  déterminer  de  telle  manière  que  la 
courbe  passe  par  un  neuvième  point  quelconque.  Par  le  fait, 

U' 
nous  aurons  dans  ce  cas  A:  =  -rj^,  U'  et  V  étant  les  résultats 

que  Ton  obtient  en  substituant  les  coordonnées  du  neuvième 
point  dans  U  et  V.  Cette  relation  fournit  pour  k  une  valeur 
bien  déterminée  dans  tous  les  cas  sauf  un ,  celui  où  le  neuvième 
point  est  à  la  fois  situé  sur  U  et  V.  En  effet,  comme  deux 
courbes  de  degré  m  et  /i  se  coupent  en  mn  points,  U  et  V  se 
rencontrent  non  seulement  suivant  les  huit  points  donnés, 
mais  encore  suivant  un  autre  point.  Pour  les  coordonnées  de 

ce  point,  k  prend  la  valeur  -;  et  en  effet  la  forme  de  l'équa- 
tion montre  suffisamment  que  toute  courbe  représentée  par 
Téquation  U  —  A: V  =  o  passe  par  toutes  les  intersections  de 
U  et  V.  Nous  déduisons  de  là  ce  théorème  important  :  Toutes 
tes  courbes  du  troisième  degré  qui  passent  par  huit  points 
fixes  passent  aussi  par  un  neuvième  point.  Et  nous  voyons 
que  neuf  points  ne  sont  pas  toujours  suffisants  pour  déter- 
miner complètement  une  courbe  du  troisième  degré;  car 
BOUS  pouvons  faire  passer  une  courbe  du  troisième  degré  par 
les  intersections  de  deux  courbes  de  ce  même  degré  et  par 
un  dixième  point. 
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30.  Le  même  raisonnement  s'applique  aux  courbes  de 
degré  quelconque.  Étant  donné  un  nombre  de  points  inférieur 
d'une  unité  à  celui  qui  détermine  la  courbe  [î«(/t4-3) —  i], 
Téquation  U  —  kY  =  o  (U  et  V  désignant  deux  courbes  par- 
ticulières du  système)  est  Téquation  la  plus  générale  d'une 
courbe  du  /i**°*  degré  passant  par  ces  points.  En  effet,  elle 
renferme  une  constante  arbitraire  à  laquelle  nous  pouvons 
assigner  une  valeur  telle  que  la  courbe  passe  par  un  autre 
point  quelconque  et  par  suite  soit  complètement  déterminée. 
Mais  la  forme  de  Féquation  montre  que  la  courbe  doit  passer 
par  tous  les  n^  points  communs  à  U  et  V,  et  par  conséquent 
non  seulement  parles  |/i(/i-f-3) — i  points  donnés,  mais 
encore  par  un  nombre  d'autres  points  tel  qu'on  en  ait  n*  en 
tout.  Donc,  toutes  les  courbes  du  n'^"**  degré  qui  passent 
par  j  /i(n  H-  3  )  —  i  points  fixes  passent  aussi  par  ^{n  —  i) 
{n  —  a)  autres  points  fixes, 

31.  L'énoncé  suivant  est  une  conséquence  utile  du  théo- 
rème qui  précède  :  *Si,  parmi  les  n^  points  d'intersection  de 
deux  courbes  du  n'^'"*  degré^  np  se  trouvent  sur  une  courbe 
de  degré  p  {p  étant  moindre  que  /i),  les  n  (n  — p)  points 
restants  seront  situés  sur  une  courbe  de  degré  (n — p).  En 
effet,  décrivons  une  courbe  du  [n — p)'*"»  degré  qui  passe  par 
*^[n  —  p)  [^ — />-|-3)  de  ces  points  restants;  cette  courbe, 
jointe  à  celle  de  degré  p^  forme  une  courbe  du  n'*"*  degré 
passant  par  ç(/i  — p)  (n  — p-^  3)  -f-  np  points;  et,  comme 
ce  nombre  [égal  à  —  j/i(/i  -h  3)  —  i  -^-jip  —  0(/^  "~  ^)] 
ne  peut  être  moindre  que  \n(n  -{-i)  —  i,  cette  courbe 
passera  par  tous  les  autres  points  restants;  or  il  est  évi- 
dent qu'aucun  de  ceux-ci  ne  se  trouve  sur  la  courbe  du 
^lème  (Jegré  j  par  conséquent  ils  sont  tous  sur  la  courbe  de 
degré  (/i  — p). 

Dans  ces  théorèmes  relatifs  aux  intersections  de  courbes 
du  n'*"*  degré,  il  est  bien  entendu  que  rien  n'exige  que  les 
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courbes  en  queslion  soient  des  courbes  propres  de  ce  degré  ; 
en  eflel,  la  démonstration  du  n^  30  subsiste  également, 
même  quand  U  et  V  peuvent  se  décomposer  en  facteurs. 
Comme  application  du  théorème  de  ce  numéro,  nous  ajoutons 
la  proposition  suivante  :  Si  un  polygone  de  ^n  côtés  est 
inscrit  dans  une  conique,  les  n(n  —  2) points  où  chaque 
côté  impair  coupe  les  côtés  pairs  non  adjacents  seront  situés 
sur  une  courbe  du  (n  —  2)''^"*^ degré.  En  effet,  le  produit 
de  tous  les  côtés  impairs  forme  un  système  du  n'*"*  degré,  et 
le  produit  de  tous  les  côtés  pairs  en  constitue  un  autre;  les 
deux  systèmes  se  coupent  en  n^  points  (puisque  chaque 
côté  impair  a  deux  côtés  pairs  adjacents  et  /i  —  a  autres 
côtés  pairs  non  adjacents),  qui  sont  les  an  sommets  du  poly- 
gone et  les  /i  (/i  —  a)  points  qui  sont  l'objet  du  présent 
ihéorème.  Mais  cojnme,  par  hypothèse,  les  an  sommets  sont 
sur  une  conique,  les  n  [n  —  a)  points  qui  restent  sont, 
d'après  ce  numéro,  sur  une  courbe  du  (n  —  ay*«»«  degré. 

32.  Le  théorème  de  Pascal  est  un  cas  particulier  de  celui 
que  nous  venons  d'établir;  mais,  comme  il  importe  que  le 
lecteur  comprenne  bien  clairement  le  principe  des  démon- 
strations qui  précèdent,  nous  croyons  utile  de  répéter  en 
d'autres  termes  la  démonstration  que  nous  avons  déjà 
donnée. 

Représentons  les  côtés  de  l'hexagone  par  les  six  premières 
lettres  de  l'alphabet,  A  =  o, . . .  ;  l'expression  ACE  —  ^BDF  =:  o 
esl  alors  l'équation  d'un  système  de  courbes  du  troisième  degré 
qui  passent  par  AB,BC,  CD,  DE,EF,  FA  et  aussi  par  AD,  BE, 
CF.  Si  les  six  premiers  points  sont  sur  une  conique  S,  la 
courbe  du  système,  déterminée  par  la  condition  qu'elle  pas- 
sera aussi  par  un  septième  point  de  la  conique  S,  doit  nous 
donner  ACE  —  A^BDF  =  SL,  car  cette  courbe  ne  peut  être 
une  courbe  propre  du  troisième  degré,  puisque  aucune  courbe 
de  cette  espèce  ne  peut  avoir  plus  de  six  points  communs 
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avec  S.   La  ligne  droite  L  contiendra  donc  les  trois  points 

AD,  BE,  CF. 

Nous  pouvons  ajouter  que  c'est  cette  démonstration  qui 
conduit  le  plus  facilement  aux  théorèmes  de  Steiner  et  de 
Kirkman  [Sections coniques,  Notes).  Soit,  par  exemple, 

ia.34.56  — 45.Gi.23  =  SL; 

dans  cette  relation,  la  désigne  la  droite  qui  joint  les  som- 
mets 1,  2,  ...  ;  et  par  conséquent  L  représente  la  droite  qui 
passe  par  les  points  d'intersection  des  côtés  opposés, 

12.45;     34. Ci;     50.23. 
Soit  encore 

i2.34.5G  —  30.25. 1 4  =  SM  ; 

nous  avons  évidemment  alors 

45. Gi  .73  —  or>.25.  i4=:  S  (M  —  L), 

c'est-à-dire  que  la  droite  de  Pascal  fournie  par  la  dernière 
équation  passe  par  l'intersection  des  deux  autres. 

On  peut  cependant  remarquer  que  le  théorème  du  n^  31 
dans  le  cas  en  question  (n  =  3),  est  un  cas  particulier  du 
théorème  du  n^  30.  En  effet,  le  système  des  trois  côtés  im- 
pairs est  l'une  des  cubiques  U  =  o,  V  =  o  du  n**  30,  et  le 
système  des  côtés  pairs  est  l'autre  cubique.  Nous  pouvons 
déduire  directement  le  théorème  de  Pascal  de  cette  proposi- 
tion ;  en  effet,  si  nous  considérons  la  conique  qui  passe  par 
les  six  points  sommets  et  la  droite  qui  joint  deux  des  trois 
autres  points  d'intersection,  cette  conique  et  cette  droite 
constituent  une  cubique  qui  passe  par  huit  de  ces  neuf  points, 
et  conséquemment  par  le  neuvième.  C'est-à-dire  que  la 
droite  passe  par  le  troisième  des  points  d'intersection  des 
côtés  opposés;  autrement  dit,  ces  trois  points  sont  en  ligne 
droite. 
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33.  Bien  que  deux  courbes  du  n^^''^  degré  se  coupent  en 
n^  points,  on  a  cependant  démontré  que  n^  points,  pris 
arbitrairement,  ne  seront  pas  les  intersections  de  deux  de 
ces  courbes;  mais  que,  n^  —  j(/i  —  OC'*  —  ^)  d'entre  eux 
étant  donnés,  le  reste  sera  déterminé.  Il  existe  un  théo- 
rème semblable  pour  les  np  points  d'intersection  de  deux 
courbes,  l'une  du  degré  /i,  Tautre  du  degré  p.  Ainsi,  bien 
qu'une  courbe  du  troisième  degré  coupe  une  courbe  du  qua- 
irième  en  douze  points,  cependant,  par  douze  points  pris 
arbitrairement  sur  une  courbe  du  troisième  degré,  il  sera, 
en  général,  impossible  de  décrire  une  courbe  propre  du  qua- 
irième  degré.  En  effet,  la  ligne  du  quatrième  degré  qui  passe 
par  ces  douze  points  et  par  deux  autres  points  ne  sera,  en 
1,'énéra],  rien  autre  chose  que  la  courbe  du  troisième  degré  et 
la  droite  qui  joint  les  deux  points.  Et  généralement,  toute 
courbe  du  n^^^^  degrés  menée  par  np  —  ^  {p  —  i)(/>  —  a) 
points  situés  sur  une  courbe  du  degré  p  {p  étant  moindre 
que  n)j  rencontre  cette  courbe  en^  (p  —  i)(p  —  ^) autres 
l>oints  fixes.  En  effet,  dans  le  n^  31,  nous  avons  eu  occasion 
de  voir  que 

«/'-Kf'— 0(/>— 2)-h;(/i-/>)(«-P-h3)=z-;/i(/i-h3)— I. 

Donc  (diaprés  le  n"  30)  tout  s^^stème  du  /i**"' degré  mené 
par  les  points  donnés  et  par  ^(/i — p){f^  —  />  4- 3)  autres 
points  passe  encore  par  ^(/i  —  i)(/t  —  a)  autres  points  fixes. 
Or  un  système  du  n^^^^  degré  pouvant  passer  par  les  points  est 
ia  courbe  donnée  du  degré  />  et  u  ne  autre  courbe  de  degré  {n — p) 
passant  par  les  points  additionnels.  Les  ^(/i  —  i)(/i — 2) 
nouveaux  points  doivent  donc  se  trouver,  les  uns  sur  Tune 
de  ces  courbes,  et  les  autres  sur  Tautre.  Et  il  est  évident  que 
ces  points  doivent  être  distribués  entre  elles  de  telle  ma- 
nière que  le  nombre  total  des  points  soit  np  dans  le  premier 
casetn(n — p)  dans  le  second.  Ceci  démontre  l'exactitude 
du  théorème  énoncé. 


3o  CHAPITRE    II. 

34.  M.  Cayley  a  donné  à  ce  théorème  une  extension  plus 
grande.  Toute  courbe  du  degré  r  (r  étant  plus  grand  que 
m  y  ou  /i,  mais  pas  plus  grand  que  m-^-  n  —  i)  qui  passe  par 
tous  les  mn points  dUntersection  de  deux  courbes  des  degrés 
m  et  n,  sauf  ^  {m-^  n  —  r —  i)  (m-f-zi  — /'  —  a),  passera 
aussi  par  tous  les  autres  points» 

Le  lecteur  comprendra  mieux  Tesprit  de  la  démontsration 
générale  que  nous  allons  donner,  si  nous  faisons  d'abord 
une  application  de  ce  théorème  à  un  cas  particulier  :  «  Toute 
courbe  du  cinquième  degré  qui  passe  par  quinze  des  points 
d'intersection  de  deux  courbes  du  quatrième  degré  passera 
aussi  par  le  seizième.  »  En  effet,  prenons  arbitrairement 
deux  points  sur  chacune  des  courbes  du  quatrième  degré.  Ces 
quatre  points,  joints  aux  quinze  points  donnés,  constituent 
un  total  de  dix-neuf  points;  si  plusieurs  courbes  du  cin- 
quième degré  passent  par  ces  points,  elles  passeront  aussi 
(n°  30)  par  six  autres  points  fixes.  Mais  chaque  courbe  du 
quatrième  degré  et  la  droite  qui  joint  les  deux  points  arbi- 
traires pris  sur  Fautre  courbe  forment  un  système  du  cin- 
quième degré  passant  par  les  dix-neuf  points.  Donc  toutes 
les  intersections  des  courbes  données  du  quatrième  degré 
sont  sur  une  courbe  du  cinquième  degré  passant  par  ces 
points;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

De  même,  en  général,  prenons  ^(r  —  m)  (r  —  m-f-3) 
points  arbitraires  sur  une  courbe  du  /i**"*  degré,  et  par  ces 
points  faisons  passer  une  courbe  du  degré  [r  —  m)\  pre- 
nons aussi  ^(r  —  w)  (r  —  w-h3)  points  sur  la  courbe  de 
degré  m  et,  par  ces  points,  faisons  passer  une  courbe  du 
degré  (r  —  n)  ;  prenons  enfin  parmi  les  mn  intersections 
autant  de  points  qu'il  en  faut  pour  arriver  au  nombre 
deir(r  —  3)  —  i  avec  les  points  arbitraires  :  comme  les 
courbes  du  degré  (r  —  m)  et  m  constituent  alors  un  système 
du  degré  r  passant  par  les  points,  et  que  les  courbes  du 
degré  (r — n)  et  n  en  forment   un  autre,  les  points  d'inter- 
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section  de  ces  deux  sjslèmes  seront  communs  à  toute  courbe 
du  degré  r  qui  passera  par  ces  points.  Mais 

ir(r4-3)  — I  — ;(r  — m)(r  — /72-*-3)— -;(/•  — /i)(r  — /i-+-3) 
=  mn  —  \{m-\-n  —  r  —  i)(/n-hn  —  r  —  2), 

comme  le  lecteur  peut  le  vérifier  sans  difficulté.  L'exactitude 
du  théorème  se  trouve  ainsi  démontrée.  Pour  que  notre  rai- 
sonnement soit  applicable,  il  faut  que  r  soit  au  moins  égal  au 
plus  grand  des  deux  nombres  m  et  /i;  il  faut  aussi  que 
(r —  m)  soit  moindre  que  n\  car,  s'il  en  était  autrement,  il 
ne  serait  pas  possible  de  faire  passer,  par  les  points  pris  sur 
la  courbe  du  /i'*"*  degré,  une  courbe  de  degré  (r —  m)  dis- 
tincte de  la  courbe  de  degré  /i,  ou  qui  ne  la  contînt  pas 
comme  partie  intégrante;  et  comme  le  théorème  est  illusoire 
pour  r  =  m  +  /i  —  i  oum  +  Ai  —  2,  la  condition  à  remplir 
consiste  en  ce  que  r  ne  doit  pas  être .  plus  grand  que 
w4-;i  — 3(*). 


(*)  Euler  parait  avoir  remarqué  le  premier  ce  paradoxe  qae  deux 
courbes  du  n'*"*  degré  peuvent  se  couper  en  un  nombre  de  points  plus  con- 
sidérable que  celui  qui  suffit  pour  déterminer  une  pareille  courbe  (voir  un 
Mémoire  dans  les  TranwLCtion»  de  Berlin  pour  1768  :  Sur  une  contradic- 
tion apparente  de  la  théorie  des  courbes),  La  même  difficulté  est  indi- 
quée par  Cramer  dans  son  Introduction  à  l'analyse  des  lignes  courbes  al- 
gébriques, publiée  en  1750.  Cependant  c'est  à  une  date  relativement  toute 
récente  qu*0Q  a  remarqué  les  importants  théorèmes  de  Géométrie  qui  dé- 
rivent de  ce  principe.  En  1827,  Gergonne  a  donné  le  théorème  du  n«  31 
{Annales,  vol.  XVII,  p.  aao).  Le  théorème  général  du  n*  30  a  été  trouvé  à 
peu  près  à  la  même  époque  par  PlQcker  {Entwickelungen,  t.  I,  p.  aaS; 
tiAnneUesde  Gergonne^  Tome  XIX,  p.  97  et  129).  C'est  quelques  années 
après  qu*on  a  é  udié  la  relation  qui  existe  entre  les  points  d'intersection 
de  courbes  et  de  surfaces  de  degrés  différents  (comme  dans  le  n«  33).  Ces 
cas  ont  été  discutés  dans  deux  Mémoires  envoyés  en  même  temps  pour 
être  publiés  dans  le  Journal  de  Crelle,  l'un  par  Jacobi  {t.  XV,  p.  385) 
fantre  par  Pliicker  (t.  XVI,  p.  47)-  ISn  outre  des  articles  qu'on  vient  de 
mentionner,  le  lecteur  peut  aussi  consulter  un  Mémoire  de  M.  Caytey. 
{Journal  mat/iématigue  de  Cambridge,  t.  lïl,  p.  an).  La  notice  liis- 


3a  COAPITRB    II. 

Section  II.  —  De  la  nature  des  points  et  tangentes  multiples 
des  courbes. 

3o.  La  manière  la  plus  simple  de  présenter  au  lecteur 
la  théorie  des  points  singuliers  et  des  droites  singulières  des 
courbes  paraît  être  la  suivante  :  faire  comprendre  d^abord 
par  des  exemples  particuliers  la  nature  de  ces  points  et 
de  ces  droites;  poser  ensuite  des  règles  qui  permettent  d'en 
découvrir  l'existence  en  général. 

Nous  emploierons  l'équation  en  coordonnées  cartésiennes 
donnée  dans  le  n^  26.  Si  nous  rapportons  cette  équation  à 
des  coordonnées  polaires  en  remplaçant  x  eiy  par  p  cos  0  et 
p  sinO  (ou  par  mp  et  np,  si  les  axes  ne  sont  pas  rectan- 
gulaires; voir  Sections  coniques,  n®  136),  nous  obtenons 
une  équation  du  n^^^^  degré  en  p,  dont  les  racines  sont  les 
distances  de  l'origine  aux  n  points  où  la  courbe  est  rencon- 
trée par  une  droite  issue  de  Torigine  et  faisant  un  angle  0 
avec  l'axe  des  x. 

36.  Si  dans  l'équation  générale  le  terme  absolu  A  est  égal 
à  zéro,  l'origine  est  un  point  de  la  courbe;  en  effet,  l'équa- 
tion est  évidemment  satisfaite  par  les  valeurs  x  =  Oy  y  =o^ 
c'est-à-dire  par  les  coordonnées  de  l'origine.  On  déduit  le 
même  résultat  de  l'équation  exprimée  en  coordonnées  polaires 

(Bcosô  -hCsinÔ)  p 

-+-  (Deos*  6  4-  Ecosô  sinÔ-h  Fsiii'ô)  p»-f-...i=  o. 

En  effet,  cette  équation  étant  divisible  par  p,    une  de  ses 


torique  donnée  dans  la  présente  note  est  empruntée  à  PKkckcr^  Théorie  des 
courbes  algébriques^  p.  i3.  (Nutk  dr  l'Aitecr). 

On  trouvera  également  une  discussion  complète  de  ces  théorèmes  dans 
l'Ouvrage  de  M.  Cremona  {Introduzione  ad  una  Theoria  geometrica 
délie  curve  piane). 
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racines  doit  être  p  =  o,  quelle  que  soit  la  valeur  de  0,  et,  dans 
ce  cas,  l'un  des  n  points  suivant  lesquels  une  droite  quel- 
conque menée  par  Toriginc  rencontre  la  courbe  coïncidera 
avec  l'origine  elle-même.  Les  (n  —  i)  autres  points  seront  en 
général  distincts  de  Torigine  ;  il  existe  cependant  une  valeur 
(le  S  pour  laquelle  un  second  point  coïncidera  encore  avec 
Torigine  ;  ce  cas  se  présentera  quand  0  sera  tel  qu'on  ait 

Bcose-f-Csinô  =  o. 

L'équation  devient  alors 

(Dcos*6  -+-Ecos0siii6  h-  F  sin*0)  p*  4-...— o  ; 

elle  est  divible  par  p^  et,  par  conséquent,  deux  de  ses  racines 
ont  pour  valeur  p  =  o.  La  droite  qui  correspond  à  cette 
valeur  de  0  rencontre  donc  la  courbe  en  deux  points  qui 
coïncident;  autrement  dit,  elle  est  la  tangente  à  l'origine. 

Comme  nous  n'avons  qu'une  seule  équation  pour  détermi- 
ner lang  8,  nous  voyons  qu'en  un  point  donné  d'une  courbe 
on  ne  peut  en  général  mener  qu'une  seule  tangente.  Son 
équation  est  évidemment 

p  (B  cos6 -hG  sin6)r=o     ou     ilx-^Cy  =:  o. 

Donc,  si  P  équation  (fune  courbe  est  Ui  -\-  u-i-i-»..  =  o 
(  iorigine  étant  un  point  de  la  courbe),  V équation  de  la 
tangente  à  V origine  est  m,  =  o. 

Si  B=o,  l'axe  des  x  est  une  tangente;  si  G  =  0,  c'est 
l*axe  des  r. 

37.  Supposons  maintenant  que  A,  B,  G  soient  tous  nuls; 
le  coeflicient  de  p  sera  égal  à  zéro,  quelle  que  soit  la  valeur 
de  6.  Donc,  dans  ce  cas,  toute  droite  menée  par  l'origine 
rencontre  la  courbe  en  deux  points  qui  coïncident  avec  Tori- 
gine.  On  dit  alors  que  l'origine  est  un  point  double. 
S.  —  Courbes  planes.  i 
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Nous  pouvons  encore  voir  ici,  exactement  comme  dans  l* 
numéro  précédent,  que  dans  ce  cas  l^on  peut  mener  par 
Torigine  des  droites  qui  rencontrent  la  courbe  en  trois 
points  coïncidents.  En  efTet,  supposons  que  8  soit  tel  qu^il 
annule  le  coefficient  de  p'^,  ou  que 

Dcos-Ô4-  Fsinôcos6-i-Fsin«e  =0, 

Féquation  devient  alors  divisible  par  p**,  et  trois  des  valeurs 
de  p  sont  égales  à  zéro.  Comme  nous  avons  une  équation  du 
second  degré  pour  déterminer  tangO,  il  s'ensuit  que  par 
un  point  double  on  peut  mener  deux  lignes  droites  ren- 
contrant chacune  la  courbe  en  trois  points  qui  coïncident. 
Leur  équation  est 

p'(Dcos«ô-|-EcosesinO-|-Fsiii'0)z=o, 
ou 

Dœ^-hEav  -hF  V'- o- 

Ceci  nous  montre  que,  bien  que  toute  droite  menée  par 
un  point  double  r.'ncontre  la  courbe  en  deux  points  coin- 
cidentSy  il  y  £^  cependant  deux  de  ces  droites  dont  le  con- 
tact avec  la  courbe  est  plus  intime  que  celui  des  autres 
droites;  on  a  pour  cette  raison  Thabitudc  de  dire  qu^en 
un  point  double  d'une  courbe  on  peut  mener  deux  tan- 
gentes. Si  l'équation  de  la  courbe  (l'origine  étant  un  point 
double)  est  mise  sous  la  forme  u^  -i-  W3  H-...  =  o,  u^  =  o 
est  alors  l'équation  du  couple  de  tangentes  à  l'origine. 

38.  Il  est  nécessaire  de  distinguer  trois  espèces  de  poinu 
doubles,  suivant  que  les  droites  représentées  par  l'équa- 
tion 1/2  ==  o  sont  réelles,  imaginaires  ou  coïncidentes. 

i^  Dans  le  premier  cas,  les  tangentes  sont  toutes  deux 
réelles  ;  le  point  double  ou  nœud  est  tel  que  le  représente  la 
seconde  figure  (n®  39).  Un  simple  examen  de  la  courbe 
montre  que  le  nœud  est  le  point  d'intersection  de  deux, 
branches  dont  chacune  a  sa  tangente  propre;  et  Téqualion  du 
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second  degré  qui  précède  délermine  par  le  iail  les  directions 
(le  ces  deux  tangentes;  un  point  de  ce  genre  est  nommé  un 
nœud  en  croix  ou  point  crunodaL 

On  se  trouve  en  présence  d'un  exemple  simple  de  points 
doubles  de  cette  sorte,  quand  Téquation  donnée  est  le  pro- 
duit de  deux  équations  de  degrés  moindres,  c'est-à-dire  quand 
U  =  PQ.  L'équation  U  =  o  représente  alors  les  deux  courbes 
P==oetQ  =  o.  Mais  si  Ton  considère  ces  deux  dernières 
(  omme  constituant  ensemble  une  courbe  du  /i'*"*  degré,  on 
doit  dire  que  cette  courbe  a  pq  points  doubles  (ce  sont  les 
points  où  P  coupe  Q),  et  en  chacun  de  ces  points  il  y  a  évi- 
demment deux  tangentes  (les  tangentes  à  P  et  à  Q). 

2®  L'équation  1/2  =  0  peut  avoir  ses  deux  racines  imagi- 
nair/ss.  Dans  ce  cas,  il  n'y  a  pas  de  point  réel  consécutif  à 
l'origine,  qui  est  alors  appelée  anpoint  conjugué  ou  acnodaL 
Ses  coordonnées  satisfont  bien  à  l'équation  de  la  courbe, 
mais  il  ne  semble  pas  être  situé  sur  cette  courbe  ;  et,  par 
le  fait,  on  ne  peut  seulement  faire  ressortir  géométriquement 
l'existence  de  points  de  cette  espèce,  qu'en  montrant  qu'il 
existe  des  points  tels  que  toute  droite  menée  par  eux  ne 
peut  rencontrer  la  courbe  en  plus  de  {n  —  a)  autres  points. 

3^  L'équation  U2  peut  être  un  carré  parfait;  dans  ce  cas, 
les  tangentes  au  point  double  coïncident  et  la  courbe  prend 
la  forme  représentée  dans  la  quatrième  figure  (n*  39).  Des 
points  de  ce  genre  sont  appelés/>oi/i/5  cuspidaux  ou  points  de 
rebrousse  ment.  Ou  les  appelle  aussi  quelquefois  points  sta- 
tionnaires;  en  effets  si  nous  imaginons  que  la  courbe  soit  engen- 
drée par  le  mouvement  d'un  point,  en  tout  point  cuspidal  le 
mouvement  qui  s'eiFectue  dans  un  sens  déterminé  éprouve 
un  arrêt  et  se  change  eu  un  mouvement  dans  le  sens  opposé. 

Le  lecteur  pourrait  se  figurer  qu'il  est  facile  de  donner 
des  exemples  de  ces  points,  comme  dans  le  numéro  précé- 
dent, en  supposant  que  la  courbe  U  se  décompose  en  deux 
autres  courbes  P  et  Q  tangentes  entre  elles;  car  tout  point  de 
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contact  sera  un  point  double  où  lestangen  tes  coïncident(yf^.  4) 
Maïs  un  pareil  point  doit  être  classé  parmi  les  singularités 
d*un  ordre  plus  élevé  que  celles  que  nous  considérons  mainte- 
p.     -  nant;  en  effet,  la  tangente  en  ce  point  ren- 

>^  .        contre  la  courbe  complexe  en  quatre  points 

^?^^^^^^        consécutifs,  c'est-à-dire  en  deux  points  situés 
sur  chacune  des  courbes  simples,  tandis  qu'aux 
points  cuspidaux  que  nous  considérons  nous 
v^J\^^        Jy   avons  vu  que  la  tangente  rencontre  générale- 
ment la  courbe  en  trois  points  consécutifs  seu- 
lement.  Pour   que  la  tangente  en  un   point  cuspidal    ren- 
contre la  courbe  en  quatre  points  consécutifs,  il  est  nécessaire 
que  non  seulement  u^  soit  un  carré  parfait,  mais  que  de  plus 
sa  racine  carrée  figure  comme  facteur  dans  i/j  ;  c'est-à-dire  que 
l'équation  doit  être  de  la  forme 

i^*  -4-  r,  Tj  -h  1/4  -h  . . .  =  o. 

Des  points  de  ce  genre  proviennent  de  la  réunion  de  deux 
points  doubles,  comme  le  lecteur  s'en  rendra  facilement 
compte,  d'après  l'exemple  que  nous  avons  déjà  donné.  En 
effet,  lorsque  les  deux  courbes  P  et  Q  sont  tangentes^  leur 
point  de  contact  remplace  deux  points  d'intersection. 

Il  convient  de  remarquer  que  le  noeud  (en  croix)  et  le  point 
conjugué  sont  des  variétés  du  nœud  et  que  ces  variétés  ont  la 
même  généralité  ;  la  seule  différence  qui  existe  entre  eux  est 
celle  du  réel  et  de  l'imaginaire.  Dans  l'étude  que  nous  ve- 
nons de  faire,  le  point  cuspidal  s'est  présenté  à  nous  comme 
un  cas  particulier  du  nœud.  Cependant,  c'est  réellement  une 
singularité  distincte;  cette  remarque  se  justifiem  dans  ce  qui 
suit. 

39.  Comme  le  lecteur  éprouvera  probablement  quelque  dif- 
ficulté à  se  faire  une  idée  de  la  relation  qui  existe  entre  les 
points  conjugués  et  la  courbe,  nous  allons  élucider  ce  sujet 


PROPBIÉTÉS    GÉNÉRALES    DBS    GOURBIS.  Sj 

par  l'exemple  suivant.  Prenons  la  courbe 

y^^^^a-  —  a\a:  —  b){x  —  c). 

Dans  cette  équation, nous  supposons  que  a  est  plus  petit  et  c 
plus  grand  que  è.  Cette  courbe  est  évidemment  symétrique 
par  rapport  à  Taxe  des  x^  puisque  chaque  valeur  de  x  donne 
des  valeurs  àey  égales  et  de  signe  contraire.  La  courbe  coupe 
l'axe  des  x  aux  trois  points  a:=:a,  j?  =  è,  x=:c.  Tant  que 
X  est  moindre  que  a,  y^  est  négatif  et  par  suite  y  est  imagi- 
naire, y^  devient  positif  pour  des  valeurs  de  x  comprises 

Fig.  5. 


entre  a  et  é,  puis  devient  de  nouveau  négatif  pour  des  va- 
leurs de  X  entre  6  et  c;  et  enfin  il  est  positif  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  plus  grandes  que  c,  La  courbe  (  fig,  5)  se  com- 
pose donc  d'un  ovale  situé  entre  A  et  B,  et  d'une  branche 
qui  commence  en  C  et  qui  s'étend  indéfiniment  au  delà. 
Supposons  maintenant  6  =  c;  Téquation  deviendra 

r'  =  {iv  —  a){x  —  A)*, 

où  6  est  plus  grand  que  a.  Le  point  B  se  confond  maintenant 

Fig.  6. 


avec  le  point  C;  B  s'approchant  de  C,  l'ovale  et  la  branche 
infinie  prennent  une  forme  en  pointe  en  marchant  l'un  vers 
I  autre;  et,  quand  enfin  les  deux  points  B  et  C  sont  réunis. 
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Tovale  a  rejoint  la  branche  infinie  et  le  point  B(/7^.  6) 
est  devenu  un  point  double  avec  des  branches  qui  se  cou- 
pent sous  un  certain  angle. 

Supposons  au  contraire  b  =  a,  I/cquation  devient  alors 

j»  =  (a--a)«(^--6), 

où  a  est  moindre  que  b.  L^ovale  se  réduit  au  point  A  et  la 
courbe  a  la  forme  ci-contre  (Jig'  7). 

Cet  exemple  montre  suffisamment   Tanalogîe  qui  existe 


entre  les  points  conjuj^ués  et  les  points  doubles  pour  lesquels 
les  tangentes  sont  réelles.  Si  nous  supposons  a=b  ^=^  c, 
Téquation  devient j'^  =  {x  —  «)',  le  point  A  {/ig»  8)  devient 

Fig.  8. 


un  point  cuspidal,  comme  dans  le  §  3^du  numéro  précédent, 
et  la  tangente  en  ce  point  rencontre  la  courbe  en  trois  points 
coïncidents  A,  B,  C. 

40.  Si,  dans  l'équation  générale,  A,  B,  C,  D,E,  F  étaient 
tous  égaux  à  zéro,  Torigine  serait  alors  un  point  triple,  et 
toute  droite  menée  par  Torigine  rencontrerait  la  courbe  en 
trois  points  coïncidents.  Il  est  facile  de  voir,  comme  précé- 
demment, qu'en  un  point  triple  il  y  a  trois  tangentes  qui  sont 
les  droites  représentées  parTéquation  11^  =  o.  Nous  pouvons 
aussi,  comme  ci-dessus,  distinguer  quatre  espèces  de  points 
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triples,  selon  que  les  trois  tangentes  sont  (/^^-  9)  '  (tf)  toutes 
irois  réelles,  et  (1)  toutes  trois  distinctes,  (a)  deux  coïnci- 


dentes, (3)  toutes  trois  coïncidentes,  ou  bien  (b)  qu'il  y  en 
a  une  réelle  et  deux  imaginaires. 

Un  point  triple  peut  être  considéré  comme  provenant  de 
ia  réunion  de  trois  points  doubles  :  dans  les  cas  (a),  ce  sont: 
(1)  trois  nœuds  en  croix,  (2)  deux  nœuds  en  croix  et  un 
point  cuspidal,  (3)  un  nœud  en  croix  et  deux  points  cuspi- 
daux;  c'est  ce  que  montrent  les  figures  ci-contre  (/î^.  9), 
qui  représentent  les  trois  points  doubles  sur  le  point  de  se 
réunir  pour  former  un  point  triple.  Le  cas  (3)  diffère  d'une 
manière  à  peine  visible  d'un  point  ordinaire  de  la  courbe; 
mais,  quand  la  figure  est  dessinée  avec  soin,  il  y  a  quelque 
chose  d'un  peu  anguleux  dans  la  courbe  en  ce  point  singulier. 
Dans  le  cas  (6),  il  y  a  de  la  même  manière  une  branche  réelle 
qui  vient  passer  par  un  point  conjugué;  mais,  à  l'œil,  le  point 
singulier  ne  paraît  pas  différent  d'un  autre  point  quelconque 
de  la  courbe. 

Nous  pouvons,  d'une  manière  analogue,  rechercher  les 
conditions  pour  que  l'origine  soit  un  point  multiple  d'un 
degré  quelconque  plus  élevé  k.  Les  coefficients  de  tous  les 
termes  de  degré  inférieur  à  k  s'annuleront  et  Féq nation  sera 
de  la  forme 

w*  -+-  «*+i  4-  . . .  =  o. 

Au  point  multiple  en  question  on  peut  mener  k  tangentes 
représentées  par  Téquation  a^  =  o;  et  la  nature  du  point 
multiple  variera  selon  que  les  racines  de  cette  équation  seront 
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toutes  réelles  et  inégales,  ou  que  deux  ou  plusieurs  d'entre 
elles  seront  égaies  ou  imaginaires. 

Un  point  multiple  de  l'ordre  k  peut  être  considéré  comme 
résultant  de  la  réunion  de  i  k{k  —  i)  points  doubles.  On 
peut,  comme  exemple,  considérer  le  cas  de  k  lignes  droites 
qui  doivent  être  regardées  comme  formant  un  système  ayant 
^k{k — i)  points  doubles,  à  savoir  les  intersections  mu- 
tuelles de  ces  droites.  Mais,  si  toutes  les  droites  passent  par 
le  même  point,  ce  point  devient  dans  le  système  un  point 
multiple  de  Tordre  k  et  prend  la  place  de  tous  les  points 
doubles.  Le  principe  est  le  même,  que  les  lignes  qui  se  coupent 
soient  droites  ou  courbes.  Une  courbe  peut,  par  le  croisement 
mutuel  de  k  branches,  avoir  jA: (A: — i)  points  doubles; 
mais,  si  toutes  ces  branches  passent  par  le  même  point,  ces 
points  doublessont  remplacés  par  un  point  multiple  d'ordre  /:. 

il.  Savoir  qu'un  point  particulier  est  un  point  double 
d'une  courbe  équivaut  à  trois  conditions. 

En  effet,  si  nous  prenons  ce  point  pour  origine,  trois  termes 
de  l'équation  s'annulent  (n**  37),  et  nous  avons  à  notre  dispo- 
sition trois  constantes  de  moins  que  dans  le  cas  général.  Si, 
de  plus,  on  nous  donne  les  tangentes  au  point  double,  ceci 
rquivaut  à  deux  conditions  de  plus;  car,  maintenant,  en 
outre  de  A  =  o,  B  =  o,  C  =  o,  nous  connaissons  aussi  les 
rapports  D  :  E,  D  :  F. 

Donner  un  point  triple  équivaut  à  six  conditions;  car,  en 
le  prenant  pour  origine,  les  six  termes  de  degré  inférieur 
disparaissent;  et  de  même,  en  général,  donner  un  point  mul- 
tiple de  l'ordre  k  équivaut  à  j  k{k  -h  i)  conditions. 

42.  Il  existe  une  limite  pour  le  nombre  de  points  doubles 
que  peut  posséder  une  courbe  du  n**"'  degré,  quand  elle  ne 
se  décompose  pas  en  d'autres  courbes  de  degré  moindre. 

Par  exemple,  une  courbe  du  troisième  degré  ne  peut  avoir 
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deux  points  doubles  ;  car  si  cela  était,  la  droite  qui  les  réunit 
devrait  être  considérée  comme  coupant  la  courbe  en  quatre 
points  ;  or  il  ne  peut  y  avoir  sur  une  droite  plus  de  trois  points 
d  une  courbe  du  troisième  degré,  à  moins  que  la  courbe  ne 
se  compose  de  cette  droite  et  d'une  conique. 

De  même,  une  courbe  du  quatrième  degré  ne  peut  avoir 
quatre  points  doubles;  car,  s'il  en  était  ainsi,  la  conique  dé- 
terminée par  ces  quatre  points  et  par  un  cinquième  point  de  la 
courbe  devrait  être  considérée  comme  rencontrant  cette 
courbe  en  neuf  points  (*)  ;  tandis  qu'aucune  conique,  distincte 
de  la  courbe,  ne  peut  la  rencontrer  en  plus  de  a  x  4  ûu 
8  points.  Et,  en  général,  une  courbe  du  /i'*"*  degré  ne  peut 
avoir  plus  de  J(/i  —  i)(/i —  a)  points  doubles;  car,  si  elle 
en  avait  un  de  plus,  par  ces^(n  —  i)(/i  —  2)4-1  points  et 


(*)  Si  un  point  d'intersection  de  deux  courbes  est  un  point  double  sur 
l'une  d'elles,  celte  intersection  doit  être  comptée  pour  deux  points,  et  les 
courbes  ne  peuvent  plus  se  couper  qu'en  n—  2  autres  points.  Si  c'est  un 
point  double  sur  toutes  les  deux,  l'intersection  doit  compter  pour  quatre 
points.  Et,  en  général,  si  sur  l'une  des  courbes,  le  point  d'intersection  est 
an  point  multiple  de  degré  Ar,  et  sur  l'autre  un  point  multiple  de  degré  /, 
l'intersection  doit  être  comptée  pour  kl  points.  Ainsi,  par  exemple,  un 
système  de  k  lignes  droites  rencontre  un  système  de  /  lignes  droites  en  kl 
points;  mais  si  toutes  les  droites  du  premier  système  passent  par  un  point 
sitoé  sur  une  droite  du  second,  le  point  évidemment  compte  pour  k  inter- 
sections et  les  droites  ne  se  coupent  plus  qu'en  k  {l  —  i)  autres  points.  Et 
si  chacune  des  droites  des  deux  systèmes  passe  par  le  même  point,  ce  point 
compte  pour  kl  intersections  et  les  droites  ne  se  rencontrent  plus  nulle 
part  ailleurs. 

Si  deux  courbes  sont  tangentes  en  leur  point  d'intersection,  le  point  de 
contact  comptera  aussi  pour  deux  intersections,  puisque  ces  courbes  ont  en 
commun  deux  points  qui  coTncident.  Si  le  point  d'intersection  est  un  point 
moltiple  sur  l'une  des  courbes  ou  sur  toutes  deux,  et  si  Tune  des  tangentes 
^u  point  multiple  est  commune  aux  deux  courbes,  nous  devons  ajouter  une 
unité  au  nombre  des  intersections,  auquel  équivaut  le  point  multiple,  ainsi 
qo'on  l'a  montré.  En  effet,  en  outre  des  points  qui  leur  sont  communs,  comme 
on  l'a  démontré,  elles  ont  un  point  consécutif  commun  sur  une  des 
branches  qui  passent  par  le  point  multiple. 

Le  lecteur  n'aura  aucune  difficulté  à  reconnaître  l'effet  d'une  combinaison 
quelconque  de  tangentes  et  de  points  multiples. 
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{n  —  3)  autres  de  la  courbe,  nous  pourrions  décrire  une  courbe 
du  degré  (n  —  2)  (n**27),  qui  devrait  être  considérée  comme 
coupant  la  courbe  donnée  en  a[^(/i  —  i)(/i  —  a)-i-i]-|-/i —  3 
ou  n{n  —  2)+i  points;  ce  qui  est  impossible,  si  la  courbe 
donnée  est  une  courbe  propre  du  degré  n.  Parle  fait,  la  dé- 
monstration que  nous  venons  de  donner  montre  seulement 
que  les  courbes  ne  peuvent  avoir  plus  d'un  certain  nombre  de 
points  doubles,  mais  elle  ne  prouve  pas  (ce  qui  est  réelle- 
ment  le   cas)  qu'elles    puissent  toujours   en  avoir   autant. 

43.  Si  la  courbe  a  des  points  multiples  dWdre  plus 
élevé,  le  même  critérium  s^applique  et  chaque  point  mul- 
tiple d'ordre  k  doit  être  compté  comme  équivalent  à 
^k{k  —  i)  points  doubles.  Mais  la  possibilité  de  remplace:* 
un  certain  nombre  de  points  doubles  par  un  point  multiple 
d'ordre  plus  élevé  est  soumise  à  des  restrictions.  Ainsi  une 
courbe  du  cinquième  degré  peut  bien  avoir  six  points  doubles, 
et  il  est  possible  de  remplacer  trois  d'entre  eux  par  un  point 
triple;  mais,  dans  ce  cas,  les  trois  autres  points  doubles  ne 
peuvent  plus  être  remplacés  par  un  second  point  triple, 
puisque  la  droite  qui  les  joindrait  rencontrerait  la  courbe  en 
plus  de  cinq  points.  D'une  manière  générale,  si  une  courbe 
a  un  point  multiple  de  l'ordre  n  —  2,  elle  ne  peut  avoir 
d'autre  point  singulier  d'ordre  plus  élevé  qu'un  point  double 
et,  conformément  au  critérium,  elle  ne  peut  avoir  plus  de 
n  —  2  de  ces  derniers. 

44.  Nous  appellerons  déficience  ou  genre  d'une  courbe 
le  nombre  D  qui  exprime  combien  elle  a  de  points  doubles 
en  moins  du  nombre  maximum  qu'elle  en  peut  posséder  ;  ce 
nombre  joue  un  rôle  important  dans  la  théorie  des  courbes. 
Si  D  =  o,  c'est-à-dire  si  une  courbe  a  son  nombre  majci^ 
mum  de  points  doubles,  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque de   la  courbe  peuvent  s'exprimer  sous  forme   da 
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fonctions  algébriques  rationnelles  d^un  paramètre  va-- 
riable  (*).  En  effet,  les  ^{n  —  \){n —  a)  points  doubles  et 
n  —  3  autres  points  pris  sur  la  courbe  équivalent  ensemble 
à  i(/i  -f-  i)(/i  —  a) —  1  points,  c'est-à-dire  à  autant  de  points 
moins  un  qu'il  en  faut  pour  déterminer  une  courbe  de  degré 
n—vt\  nous  pouvons  donc  faire  passer  par  ces  points  un 
système  de  courbes  de  ce  degré  qui  seront  comprises  dans 
Téquation  U  =  XV.  Si  maintenant  nous  éliminons  une  des 
variables  entre  cette  équation  et  celle  de  la  courbe  donnée, 
nous  avons,  pour  déterminer  l'autre  coordonnée  des  point*> 
d'intersection,  une  équation  du  degré  n{n  —  2)  dans  laquelle 
\  entre  au  /i'*"*  degré.  Or,  dans  cette  équation,  toutes 
les  racines  sont  connues,  excepté  une  ;  car  les  points  d'inter- 
section des  courbes  se  composent  des  points  doubles  comptés 
deux  fois,  des  n  —  3  points  qu'on  a  choisis  et  d'un  autre 
point  seulement,  puisque 

(/l  —  l)(/i  —  o,)-4-(/i  _  3)-|-  1—  /2(/t  —  2). 

Si  donc,  par  la  division,  nous  enlevons  les  facteurs  connus 
de  l'équation,  il  ne  reste  que  la  seule  racine  inconnue,  déter- 
minée comme  fonction  algébrique  du  n**"*  degré  en  x. 

Réciproquement,  si  les  coordonnées  peuvent  être  expri- 
mées sous  forme  de  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre, 
la  courbe  a  son  nombre  maximum  de  points  doubles.  Les 
courbes  de  cette  nature  sont  appelées  courbes  unicursales. 
Si  nous  connaissons  Xy  y  y  z  et  si  ces  quantités  sont  respec- 
tivement proportionnelles  à  aX" 4- . .  • ,  ^^"+  •  •  •  >  «"X^-h . . . , 
Téliniination  de  \  s'effectue  facilement  par  la  méthode  dia- 
Ijtique.  Écrivons  les  trois  équations  sous  la  forme 

cl  multiplions  successivement  chacune  d'elles  par  X,X* , . . . ,  A"*  *  ; 
(OVoirHuHiTB,  Cour$  d'Analyse  {p,  344  et  SHiv  ). 
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nous  aurons  ainsi  3/i  équations,  c'est-à-dire  le  nombre  d'équa- 
tions exactement  suflisant  pour  éliminer  linéairement  les 
quantités  0,  6X,  ..,,X,  X^,....  L'équation  de  la  courbe  se 
trouve  mise  alors  sous  la  forme  d'un  déterminant  de  l'ordre 
3/1,  mais  dont  n  lignes  seulement  renfermeront  les  variables  ; 
la  courbe  sera  donc  du  /i**"*  ordre  et  son  équation  con- 
tiendra les  coefficients  a,  6,  ...  au  degré  an.  Tout  ceci 
se  comprendra  mieux  si  nous  indiquons  ici  le  résultat  pour 
le  cas  où  n  =  a.  Nous  avons  alors  les  trois  équations 

e^  =  aX*-hcX-i-c,     e7=:a'X*-hc'X-+-c',     e5=a''X'-h6'X-Hc^ 

Multiplions  chacune  d'elles  par  \  et  éliminons  ensuite  liaéai- 
rement  les  quantités  6,  ÔX,  X',  X^,  \  entre  les  six  équations, 
le  résultat  se  présente  sous  la  forme  du  déterminant 

\  X       ,       a       b       c       .1 
I  r       .       a'      6'      (/       . 


b'      c' 
a:       .        a        b 

y       .        a        b' 


c 


=  o. 


I    .       z       .       a"      b"      d  _ 

43.  Il  résulte  du  n°  41  que  trois  points  quelconques  pris 
arbitrairement  peuvent  être  des  points  doubles  d'une 
courbe  du  quatrième  degré;  car  ces  trois  points  n'équivalent 
qu'à  neuf  conditions.  Mais  les  tangentes  en  ces  points  doubles 
ne  peuvent  pas  être  prises  arbitrairement;  car,  donner  les  trois 
points  doubles  et  ces  trois  couples  de  tangentes  équivaudrait 
à  quinze  conditions,  c'est-à-dire  à  une  condition  de  plus  qu'il 
ne  faut  pour  déterminer  la  courbe.  Il  doit  donc  exister  une 
certaine  relation  entre  ces  tangentes,  et,  en  effet,  nous  démon- 
trerons plus  loin  que  ces  six  tangentes  sont  toutes  tangentes 
à  une  même  conique,  de  sorte  que,  cinq  d'entre  elles  étant 
données,  la  sixième  est  déterminée. 
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Vingt  conditions  déterminent  une  courbe  du  cinquième 
degré.  Nous  pouvons  donc  prendre  arbitrairement  siic  de  ses 
points  doubles  ainsi  que  le  couple  de  tangentes  en  Fun  d^eux; 
mais  la  courbe  se  trouve  alors  complètement  déterminée,  et 
par  conséquent  il  en  est  de  même  des  couples  de  tangentes 
aux  cinq  autres  points  doubles. 

Vingt-sept  conditions  déterminent  une  courbe  du  sixième 
degré.  Il  semblerait  donc,  à  première  vue,  qu'on  pourrait 
décrire  une  pareille  courbe  ayant  pour  points  doubles 
neuf  points  pris  arbitrairement.  Mais  il  n'en  est  pas  ainsi; 
car  ces  neuf  points  déterminent  une  cubique  U  =  o  et  une 
courbe  du  sixième  ordre  ayant  les  neuf  points  pour  points 
doubles  ety  en  général,  la  seule  courbe  de  cette  espèce  est 
U-  =  o,  c'est-à-dire  la  cubique  répétée  deux  fois.  Il  n'est  même 
pas  possible,  dans  ce  cas,  de  prendre  arbitrairement  huit  des 
neuf  points  doubles. 

Il  en  est  de  même  pour  les  courbes  de  degrés  plus  élevés  ; 
quand  elles  ont  leur  nombre  maximum  de  points  doubles, 
ou  même  quelquefois  un  nombre  moindre  que  le  maximum, 
il  doit  exister  certaines  relations  qui  relient  ces  points  entre  eux. 
Excepté  pour  le  cas  de  courbes  du  quatrième  degré,  nous 
n'avons  pas  connaissance  qu'on  ait  fait  de  tentatives  pour 
donner  à  ces  relations  une  expression  géométrique  ;  et  il  doit 
encore  rester  à  découvrir  une  classe  fort  étendue  de  théorèmes 
de  celle  nature. 

46.  Ce  qu'on  vient  de  dire  suffît  pour  permettre  au  lecteur 
de  se  faire  une  idée  de  la  nature  des  points  multiples  des 
courbes.  Nous  allons  montrer  maintenant  qu'une  courbe  peut 
également  avoir  des  tangentes  multiples;  ou.  en  d'autres 
termes,  qu'il  peut  exister  des  droites  qui  soient  tangentes  à  la 
coarbeen  deux  ou  plusieurs  points,  ou  qui  aient  avec  elle  ui. 
contact  du  second  ordre,  ou  d'un  ordre  plus  (''levé.  Les  poinh. 
qu'on  nomme  généralement  points  singuliers  des  courbes 
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peuvent  se  ranger  en  deux  classes  :  les  points  multiples  et 
les  points  de  contact  de  tangentes  multiples.  Nous  avons  fait 
connaître  au  lecteur  les  points  multiples  en  examinant  le 
cas  particulier  où  Torigine  était  un  point  multiple;  il  sera 
aussi  plus  simple  de  commencer  notre  discussion  des  tan- 
gentes multiples  en  cherchant  la  condition  pour  que  Taxe 
des  :r  (^  =  o)  soit  une  tangente  multiple. 

Nous  trouvons  en  général  les  points  où  cette  droite  ren- 
contre la  courbe  en  faisant^  =  o  dans  Téquation  générale, 
ce  qui  nous  donne 

A-f-n.r-+-Dd:*  -h  Cx^  -{-.. .  -h  Px"  =  o; 

celte  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

P(j7  —  a)(x — ^)(x  —  c){^  —  ^)  ---^o, 

où  a,  b,  Cy  ...  sont  les  valeurs  de  x  pour  les  points  où  Taxe 
rencontre  la  courbe. 

L^axe  en  question  sera  une  tangente  à  la  courbe  si  deux  de 
ces  points  coïncident,  c'est-à-dire  s'il  existe  entre  les  racines 
une  seule  égalité  a  =  b.  L'équation  devient  ainsi 

P(jc  —  a)*{x  —  c)  ...  =0. 

L'axe  est  alors  tangent  à  la  courbe  au  point  2:  =  «,^  =  o. 
Si  A  =  o,  B  =  o,  Taxe  est  tangent  à  la  courbe  à  l'origine. 
Nous  considérons  seulement  le  cas  où  a  est  réel,  parce  que^ 
Téquation  éla  t  réelle,  ime  égalité  a  =  b  entre  deux  racines 
imaginaires  entraînerait  nécessairement  une  autre  égalité 
c  =  <i entre  les  deux  autres  racines  imaginaires  conjuguées. 

L'axe  est  une  tangente  double,  s'il  existe  entre  les  racines 
les  deux  égalités  c=  a,  d=b\  l'équaliu    devient  alors 

P  {iv  —  af  (jc  —  b)^(x  —c)  ...  =0, 
et  nous  avons  alors  les  deux  cas  suivants  : 
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\^  aelb  étant  tous  deux  réels  [Jig'  lo),  Taxe  est  tangent  à 
la  courbe  aux  deux  points  réels  x  =  a,  j;  =  6.  Il  est  évident 
qu'une  pareille  tangente,  coupant  la  courbe  en  deux  couples 


Fig.  10. 


de  points  coïncidents,  ne  peut  passe   rencontrer  dans  une 
courbe  dont  le  degré  est  inférieur  au  quatrième. 
2°  a  et  6  sont  imaginaires,  c^est-à-dire  Téquation  est 

P(.r-  -^pjL'  -^fj)-^x—c) , .  .=:o; 

nous  avons  une  tangente  double,  dont  les  deux  points  de 
contact  sont  imaginaires. 

Si  nous  avons  entre  les  racines  une  égalité  as^  b  =  Ct 
Téquation  prend  la  forme 

V(jt:  —ay  [x—a)  ,  .,  —  Oy 

où  a  doit  être  supposé  réel. 

L'axe  rencontre  la  courbe  en  trois  points  consécutifs.  En 
général,  si  nous  prenons  trois  points  consécutifs  sur  une 
courbe,  la  droite  qui  joint  le  premier  et  le  second  est  une 
langente  et  celle  qui  joint  le  second  et  le  troisième  est  la  tan- 
gente consécutive.  Donc,  dans  le  cas  actuel,  deux  tangentes 
consécutives  coïncident. 

Piir  suite  aussi,  dans  un  cas  de  ce  genre.  Taxe  peut  être 
appelé  une  tangente  stationnaire ;  en  effet,  si  nous  considé- 
rons la  courbe  comme  Y  enveloppe  A^  une  droite  mobile,  deux 
positions  consécutives  de  la  droite  mobile  coïncident  dans 
ce  cas.  Le  point  de  contact  d'une  tangente  stationnaire  est 
appelé  point  cT inflexion. 

Si  A  =  o,  B  =  o,  D  =  o,  l'origine  est  un  point  d'inflexion 
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ct^=o  est  la  taDgenle    en    ce   point  (Jig*   1 1),  puisque 

Fîg.  II. 


l'équation  est  alors  de  la  forme 

V x^{x  — c)  . .  .  =  o. 

47.  Le  point  double  et  le  point  conjugué  (n°38)  corres- 
pondent précisément  à  la  tangente  double  à  contacts  réels 
et  à  la  tangente  double  à  contacts  imaginaires  ;  le  rebrousse- 
ment  ou  point  stationnaire  lui  aussi  correspond  à  la  tangente 
stationnaire.  Mais  il  n'existe  aucune  correspondance  dans  les 
théories  analytiques;  en  effet,  pour  le  point  de  rebrousse- 
ment,  nous  avons  une  égalité  a  =  6  qui  est  un  cas  particulier 
des  valeurs  inégales  (a,  6)  correspondant  au  point  double 
ordinaire  cl  au  point  conjugué;  pour  le  point  d'inflexion, 
nous  avons  une  double  égalité  a  =  6  =  c,  mais  cette  rela> 
lion  est  essentiellement  distincte  par  sa  nature  des  égalités 
a  =  6,  c  =  rf,  qui  sont  relatives  à  la  tangente  double  à  con- 
tacts réels  ou  imaginaires.  INous  avons  étudié  les  points 
doubles  au  moyen  des  coordonnées  ponctuelles;  pour  faire 
correspondre  les  théories  analytiques,  il  aurait  fallu  dis- 
cuter les  tangentes  doubles  au  moyen  des  coordonnées  tan  gen- 
tielles  ;  la  tangente  stationnaire  se  serait  alors  présentée  à  nous 
comme  un  cas  parlicuhcr  de  la  tangente  double.  Mais,  dans 
ce  qui  précède,  la  tangente  stationnaire  apparaît  comme  une 
singularité  distincte  de  la  tangente  double  ;  d'une  manière 
analogue,  en  employant  les  coordonnées  tangentielles ,  le 
point  cuspidal  se  serait  présenté  comme  une  singularité  dis- 
tincte du  point  double  ;  c'est  en  ayant  égard  à  cette  parti- 
cularité que  Ton  avait  fait  la  remarque  (n°38)  que  le  point 
cuspidal  est  réellement  une.  singularité  distincte.  Les  singula- 
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rites  se  correspondent  alors  mutuellement  ainsi  qu'il  suit  : 

Un  point  double  ou  nœud  (nœud  \  ,.  «     1 1      ^ 

^   .  ,                       .        IX  1  Une  tangente  double   (contacts 

crucial  ou  point  coniueué)  cor-  ]         ,  ,      "  .        .     .      ^  ^ 
,   ,                  j  o     /  I      p^gjg  ^^  imaginaires), 

respond  a /  "  ' 

Ud  point  cuspidal,  point  de  re-  \  .,  .         . 

,^  5  •  .    .  .•        I  Une  tangente  stationnaire,  ou  lan- 

broussement  ou  point  station-  }  °  .,,.«. 

j  .  i      gente  en  un  point  d  indexiOD. 

naire,  correspond  à /      "  "^ 

Et  c'est  seulement  en  se  plaçant  à  un  certain  point  de  vue  que 
h'  rebroussement  est  un  cas  particulier  du  point  double,  et 
à  un  point  de  vue  différent  (le  point  de  vue  réciproque)  que 
la  tangente  stationnaire  est  un  cas  particulier  de  la  tangente 
double. 

Si  nous  considérons  la  courbe  comme  décrite  par  un  point 
qui  se  meut  le  long  d'une  droite,  tandis  que  cette  droite  pivote 
en  même  temps  autour  du  point,  le  mouvement  présente  une 
particularité  réelle  pour  le  point  de  rebroussement;  le  point 
devient  d'abord  stationnaire,  puis  son  mouvement  change  de 
sens;  d'une  manière  analogue,  en  un  point  d'inflexion  la 
droite  devient  d'abord  stationnaire  et  son  mouvement  change 
ensuite  de  sens.  En  un  point  double,  il  n'y  a  rien  de  parti- 
culier dans  le  mouvement  du  point  mobile  ;  il  arrive  seule- 
ment que  ce  point,  dans  son  déplacement,  passe  deux  fois 
par  la  même  position;  de  même,  pour  la  tangente  double,  la 
droite  dans  son  mouvement  passe  deux  fois  par  la  même 
position  sans  que  son  mouvement  offre  rien  de  particulier  à 
signaler.  Le  rebroussement  et  la  tangente  stationnaire  sont 
des  singularités,  dans  un  sens  plus  précis  que  le  point  double 
et  la  tangente  double. 

48.  Dans  les  cas  ordinaires,  la  courbe  est  située  tout 
entière  d'un  même  côté  de  la  tangente  ;  mais,  en  un  point 
d'inflexion,  elle  coupe  la  tangente  et  se  trouve  en  partie  d'un 
côté  et  en  partie  de  l'autre  de  cette  droite.  Ce  n'est  là  qu'un 
cas  particulier  du  théorème  suivant,  plus  général  :  Deux 
S.  —  Courbes  planes.  4 
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courbes,  qui  ont  en  commun  un  nombre  pair  de  points, 
sont  tangentes  sans  se  couper;  celles  qui  ont  un  nombre 
impair  de  points  communs  se  coupent  mutuellement  en 
leur  point  de  rencontre. 

Soient^  =  <f)  (j:),^  =  if  (^x)  leséquations  des  deux  courbes 
et  supposons  qu^eiles  se  coupeut  au  point  (2:  =  a);  d'après 
le  théorème  de  Taylor,  les  valeurs  des  ordonnées  des  deux 
courbes,  pour  le  point  (^  r=r  a  -f-  A),  sont  alors 

—         f(2  ^      d^Ji^^      d'o       h 

^''^'^^  dx    I    '^  da-^    I.'a'^  dw'    1.2.3"^      '" 

d^  h      d*^    II"       ^^       h 


>'.  =  <'  + 


"  /Vr?    1  ri  t'^ 


dx   1         ^.i*    1 . 2        dx^   1.2.3         *  '  *  * 

OÙ  ç,  ^'t'-T':  '  •  •  sont  les  valeurs  de  ^(^r),  ^(:r),  —X-—  •  •  • 

pour  x  =  a.  Mais,  par  hypothèse,  ^  =  <{/,  puisque  les  courbes 
se  coupent  au  point  x  =  a;  donc 


^*1 
2 


'^\dJ^''dx^)  1.3.3  "+"•••• 

Or,  d'après  les  principes  du  Calcul  difTérenliely  quand  h  est 
infiniment  petit,  le  signe  de  la  somme  de  cette  série  est  le 
même  que  celui  de  son  premier  terme  ;  mais  le  signe  de  ce 
terme  change  en  même  temps  que  celui  de  A;  si  donc,  en 
un  point  infiniment  voisin  ( j:  =  a  +  h),  Tordonnée  de  )a 
courbe  y  est  plus  grande  que  celle  de  la  courbe  tj^,  elle  sera 
moindre  au  point  (^x  =  a  —  A).  Donc,  si  deux  courbes  ont 
un  point  commun,  en  général,  celle  qui  est  au-dessus  de 
l'autre  d'un  côté  de  ce  point  sera  au-dessous  de  l'autre  côté. 

Supposons  maintenant  que  -^  =  -—>  le  premier  terme  de 
la  série  sera  alors  (  -r-^  —  -^^  j >   qui  ne   change  pas   de 
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sig;De  quand  h  en  change.  Donc  la  courbe  qui  est  au-dessus, 
d'un  côté  du  point  donné,  restera   également  au-dessus  de 

Tautre  côté.  Or,  quand -5?  =  ~- >  les  courbes  sont  manifeste- 
ment plus  rapprochées  Tune  de  l'autre  que  dans  le  cas  précé- 
dent, puisque  la  différence  des  ordonnées  ne  renferme  plus 
la  première  puissance  de  h.  On  exprime  géométriquement 
celte  condition  sous  forme  équivalente  en  disant  que  les 
courbes  ont  deux  points  consécutifs  communs.  On  peut  aussi 
démontrer  ce  résultat  comme  il  suit  :  x\  y ^  x^y  y"  étant  les 

coordonnées  rectangulaires  de   deux  points   d'une   courbe, 

y—y* 

-} — =^  est  évidemment  la  tangente  trigonométrique  de  l'angle 

que  la  corde  qui  les  joint  fait  avec  Taxe  des  x\  mais,  si  les 

dy 
deux  points  coïncident,  nous  voyons  que  la  valeur  de  -3 - 

fiour  le  point  donné  exprime  la  tangente  trigonométrique 
de  P angle  que  la  droite  qui  joint  ce  point  au  point  consé- 
cutif (c'est-à-dire  la  tangente  en  ce  point)  fait  avec  Vaxe 
des  x\  conséquemment,  si  deux  courbes  ont  un  point  com- 

dv 
mun  et  si,  pour  ce  point,  -j-  est  le  même  pour  les   deux 

courbes,  il  en  résulte  que  le  point  consécutif  est  aussi  com* 
niun  à  ces  courbes. 

49.  Si  les  deux  courbes  ont  trois  points  consécutifs  communs, 

d^9       fl?»il     ,  .  11,. 

n:)U5  aurons  ^-^  =  j-^  ;  le  premier  terme  de  la  série  pour 

r,-/,;  est  \^^  -  5^  j  r^'  q^^  c^^^ï^ge  de  signe  avec  h  ; 

il  en  résulte,  par  conséquent,  comme  ci-dessus,  que  les 
courbes  se  coupent  au  point  donné.  De  même,  en  général, 
si  le  développement  de  y^  —  y^  commence  par  une  puis- 
sance paire  de  A,  il  ne  changera  pas  de  signe  avec  h  et  les 
courbes  se  toucheront  sans  se  couper;  mais  s'il  commence 
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par  une  puissance  impaire  de  A,  le  signe  de  la  diflerence 
changera  avec  celui  de  h  el,  par  suite,  les  courbes  se  coupe- 
ront au  point  donné. 

Le  lecteur  a  déjà  rencontré  un  exemple  de  ce  fait  dans  le 
cas  du  cercle  osculateur  d'une  conique  en  un  point  quel- 
conque; ce  cercle,  ayant  en  général  trois  points  communs 
avec  la  courbe,  lui  est  tangent  et  la  coupe  en  même  temps 
(Sections  coniqueSy  n®239);  mais,  aux  extrémités  des  axes, 
le  cercle  osculateur  passe  par  quatre  points  consécutifs  et  est 
tangent  à  la  courbe  sans  la  traverser, 

La  même  étude  s'applique  au  cas  où  Tune  des  courbes  de- 
vient une  ligne  droite.  Par  conséquent,  une  tangente  en  un 
point  d'inflexion,  ou  une  droite  qui  rencontre  la  courbe  en 
un  nombre  impair  de  points  consécutifs,  est  coupée  par  cette 
courbe  ;  mais,  si  cette  tangente  rencontre  la  courbe  en  un 
nombre  pair  de  points  consécutifs,  la  partie  voisine  de  la 
courbe  se  trouve  située  toute  d'un  même  côté  de  cette  droite. 

50.  L'axe j^  =  o  sera  une  tangente  triple,  si  l'équation  qui 
détermine  les  points  où  il  rencontre  la  courbe  est  de  la 
forme 

P{x  — rt)«(x— 6)«(jc  — c)«(j:  — ûf)...  =o. 

Il  est  évident  qu'une  pareille  tangente  ne  peut  pas  se  rencon- 
trer pour  des  courbes  dont  le  degré  est  inférieur  au  sixième. 
Nous  pouvons,  comme  dans  le  n**  40,  distinguer  quatre 
espèces  de  tangentes  triples  selon  que  les  points  de  contact 
sont  réels  et  distincts,  que  Tun  est  réel  et  les  deux  autres 
imaginaires,  que  l'un  est  réel  et  les  deux  autres  coïncidents, 
ou  enfin  que  tous  trois  coïncident.  Nous  nous  trouverons 
dans  ce  dernier  cas,  si  l'équation  est  de  la  forme 

V{x  —  ay{x—b),,.  =o; 
Taxe  rencontre  la  courbe  en  quatre  points  coïncidents;  le 
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point  de  contact  d'une  pareille  tangente  est  appelé  point 
(T ondulation.  Il  peut  de  même  exister  des  tangentes  mul- 
tiples d'ordres  plus  élevés,  ou  bien  encore  des  points  d'ondu- 
lation d'ordres  supérieurs  qui  proviennent  de  ce  qu'une 
droite  rencontre  la  courbe  en  plus  de  quatre  points  coïnci- 
dents. Cramer  appelle  les  points  où  la  tangente  rencontre  la 
courbe  en  un  nombre  impair  de  points  consécutifs  points 
de  visible  inflexion j  pour  les  distinguer  des  points  de  ser- 
pentement  ou  points  d^ondulation  qui,  à  l'œil,  ne  diffèrenl 
pas  des  points  ordinaires  de  la  courbe. 

51.  Nous  n'avons  jusqu'ici  examiné  que  le  cas  où  l'origine 
est  un  point  multiple,  ou  encore  celui  où  l'un  des  axes  est  une 
tangente  multiple ,  il  est  évident,  cependant,  que  la  forme 
de  l'équation  pourrait  de  même  faire  reconnaître  l'existence 
de  points  et  de  tangentes  multiples  situés  d'une  manière 
quelconque. 

i"  Par  exemple,  si  l'équation  est  de  la  forme 

«^  -h  P4*  =z  o, 

où  a,  ^  sont  des  fonctions  linéaires  et  ^ ,  <{;  des  fonctions 
quelconques  des  coordonnées,  a^  est  un  point  de  la  courbe. 
L'équation  de  la  tangente  en  ce  point  est 

^,  ^  étant  les  valeurs  que  prennent  ^  et  ip,  quand  nous  y 
introduisons  les  conditions  a  =  o,  ^  =  o.  En  effet,  si  nous 
cherchons  les  n  —  i  points  où  une  droite  quelconque  menée 
par  a^,  (a  —  k^),  rencontre  la  CQurbe,  nous  obtenons  une 
équation  de  la  forme 

?[Âr(ç'H-Mp-hNp«-i-...)-4-(f  ^M'P-i-N'p«-i-...)]=o, 

et,  pour  qu'une  seconde  racine  de  cette  équation  soit  ^  =  o, 
nous  devons  avoir  Arç'-h  ^  =z  o;  par  conséquent,  en  rem- 
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a 


plaçant  k  par  sa  valeur  ^9  nous  obtenons  pour  Téquation  de 

la  tangente 

acp'  -i-  ^^'  =  o. 

2°  En  général,  la  courbe  représentée  par  l'équation 

aSvô  ...-=a,piY,8,  ... 

passeparlespointsaa,,ap,,aY,,...,pp,,PY,,p8,,  ...,YY7i 

3^  Si  l'équation  est  de  la  forme 

ao  H-  p*iI;  =  o, 

nous  voyons  (comme  dans  les  Sections  coniques,  n"232)quea 
est  la  tangente  au  point  a^ ,  car  deux  des  points  où  cette 
droite  rencontre  la  courbe  coïncident;  ou  bien  encore,  si 
Téquation  de  la  courbe  est 

tit^t^  ...  ^«-hp*<p  =  o, 

tx,  ...  sont  les  tangentes  aux  n  points  où  ^  rencontre  la 
courbe.  La  forme  de  Téquation  montre  que,  sites  points  de 
contact  de  n  tangentes  se  trouvent  sur  une  droite  p,  les 
autres  points  où  ces  tangentes  rencontrent  la  courbe  sont 
situés  sur  une  courbe  fde  degré  (n  —  a  ). 
4^  Si  Téqualion  est  de  la  forme 

et  si  nous  cherchons  les  points  où  une  droite  quelconque 
(a  =  ÂrP)  menée  par  ap  rencontre  cette  courbe,  nous  trou- 
vons que  deux  d'entre  eux  coïncident  toujours  avec  a^  et  que 
par  conséquent  ce  point  est  un  point  double.  On  voit  préci- 
sément, comme  dans  i°  et  dans  le  n°  37,  que  les  tangentes  en 
ce  point  double  sont 

OÙ  f^  ^',  y^  sont  les  valeurs  que  prennent  ces  fonctions  pour 
les  coordonnées  du  point  (a  =  o,   ^  =  o). 
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5®  De  même,  si  Inéquation  esl  de  la  forme 

le  point  a^  est  un  point  triple;  les  trois  tangentes  sont 
rournies  par  l'équation 

a^Y  -h  a*  P4*'  4-  ap*x'  +  P' w'  =^  O. 

&*  Si  l'équation  est  de  la  forme 

z  est  une  tangente  double  aux  points  a^,  ay. 
7°  Si  l'équation  est  de  la  forme 

a^  est  un  point  d'inflexion  et  a  est  la  tangente  en  ce  point. 

52.  Nous  allons  d'abord  faire  une  application  du  numéro 
précédent  en  montrant  comment  l'équation  nous  permet  de  re- 
connaîtra la  nature  des  points  de  la  courbe  situés  à  distance 
infinie.  L'équation  trilinéaire  est  (n®  22) 

Les  directions  des  n  points  à  l'infini  sont  données  (  en  fai- 
sant z=o  dans  l'équation)  par  l'équation  Un  =  o;  cette 
éqaation,  résolue  par  rapport  ky'.x,  est  de  la  forme 

(/  — m,a?)(/  — m,a:)(7  — /7i,j:)  ...  {y  —  m^jc)—o. 

Une  courbe  de  degré  n  a  généralement  n  asymptotes  ;  ce  sont 
les  tangentes  aux  n  points  où  Zy  la  droite  à  l'infini,  rencontre 
la  courbe.  Nous  pouvons  trouver  leurs  équations  facilement, 
comme  il  suit,  quand  l'équation  Un  =  o  a,  été  résolue  par 
rapport  k  y:  X.  Il  résulte'  de  3®  du  numéro  précédent  que, 
si  l'équation  était  ramenée  à  la  forme 

r,^s^  .. .  ^«-h5-o  =  o, 
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tij. . .  seraient  les  n  asymptotes.  Mais  Téquation  donnée 

(7  — m,jr)(j— m2x)(7  — m,^)  . ..  ■4-5w„_iH- 5* «„_,-}-  . . .  ~o 

peut  toujours  être  mise  sous  la  forme 

En  effet,  les  termes  du  /i**"'  degré  en  x  et 7  sont  évidemment 
tes  mêmes  pour  les  deux  équations,  et  les  n  arbitraires 
X|,  )^2, . . .  que  contient  la  seconde  peuvent  être  déterminées 
de  manière  à  rendre  identiques  les  n  termes  du  degré  (n — i) 
dans  ces  deux  équations. 

Le  lecteur  n'éprouvera  aucune  difficulté  à  comprendre 
cette  méthode,  s'il  cherche  à  l'appliquer  à  un  exemple  parti- 
culier. Soit,  par  exemple,  Téquation 

( a:-Hj)(2 .r H-j)(3 ^-f-j)-H  1 7^*-h I  ix/-h27--h  1 2 a:H- io/-i-36=o, 

que  Ton  désire  mettre  sous  la  forme 

( j? -^ 7 -h  Xi)(2a: -hj-h  X,)(3a7 -i-7 -I- X,)+ Aa?  +  B^-h  C=o. 

Pour  déterminer  X|,  X2,  Xs,  nous  aurions  ainsi  les  trois 
équations 

6X,-4-3X, -h  2X,  =  17,    5X, -i- 4X1-1-3X3=  II,   Xt-hX, -hXt=:2; 

et  Téqualion  peut  être  ramenée  à  la  forme 

(.r-h7-h4)(2a:-h7— 3)(3a?-i-7  4-1) -^  43^ -+-217-^48=0. 

Remarquons  que  les  valeurs  X|,  X2,  X3  sont  telles  que  nous 
avons  identiquement 

ijsc^-h  f ij^7H-2r*        Xi  X,  X, 

(a;4-7)(2.r4-7J(3j?-4-7)  ~~  a?-h7       2x-hy       Zx-^y^ 

et  de  même,  en  général,  les  valeurs  de  X, ,  X2>  •  •  •  sont  déter- 
minées par  la  décomposition  de  ■  ""'  en  fractions  simples. 
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53.  Si  deux  racines  de  réquation  Un  =  o  sont  égales 
(m,  =  /Wî),  celte  équation  générale  prend  la  forme 

deux  des  points  où  z  rencontre  la  courbe  coïncident,  et  par 
conséquent  la  droite  à  l'infini  est  une  tangente  à  la  courbe. 

Si  trois  racines  sont  égales,  la  droite  à  Tinfini  coupe  la 
courbe  en  trois  points  qui  coïncident,  et  par  conséquent 
elle  lui  est  tangente  en  un  point  d^inflexion. 

Si,  dans  l'équation  générale,  le  coefficient  de  j"  est  égala 
zéro,  l'axe  des  y  passe  par  un  point  à  l'infini,  et  nous 
n'avons  évidemment  plus  qu'une  équation  du  (/i  —  iyî«>«  degré 
pour  déterminer  les  autres  points  où  il  rencontre  la  courbe. 

Si  le  coefficient  dej""*  s'annule  aussi,  l'axe  des  j^  est  une 
asymptote. 

54.  Dans  une  prochaine  Section,  nous  montrerons  com- 
ment, en  général,  on  peut  trouver  les  points  singuliers  d'une 
courbe.  Mais,  comme  l'application  des  méthodes  générales 
est  habituellement  une  tâche  assez  laborieuse,  les  exemples 
donnés  par  les  traités  de  Calcul  différentiel  sont  en  grande 
partie  des  cas  où  l'existence  du  point  singulier  se  révèle  très 
facilement  par  un  simple  examen  de  l'équation  ;  nous  indi- 
quons ici  les  plus  difficiles  de  ces  exemples,  pour  servir 
d'application  aux  théories  contenues  dans  les  numéros  qui 
précèdent.  {Voir  Exemples  de  Gregory^  p.  170,  e'c.) 

Exemple  /. 

^*  —  ax^y  -f-  by^  =  o. 
Exemple  IL 

x^ — 2aa?»^H-  ia?*^«H-fl^*-+- r*  =  o. 

Dans  ces  deux  cas,  roriglne  est  un  point  double.  Dans  le  premier, 
les  tangentes  sont  données  par  Téquation  x^y  =  by*,  et,  dans  le  se- 
cond, par  réqaation  ^x^y  =y*.  D'après  le  n* 43, aucune  de  ces  deux- 
courbes  ne  peut  avoir  d'autre  point  multiple. 

Exemple  IIL 

ay^ — ir»±:6x«  =  o. 
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L'origine  est  un  point  double,  dont  les  tangentes  sont  fournies  par 
l'équation  ay^  db  bx^  =  o.  Si  l'on  prend  le  signe  positif,  l'origine  est 
un  point  conjugué. 

Exemple  Il\ 

(x«  —  a>)>  =  a7«(a7H-3a),  ou   {x  —  ay(x-¥-ay=ay^(2y-^^a) 

Ici  évidemment  (x  —  a,^)  et  (a?  H- a, ^)  sont  des  points  doubles. 
Pour  obtenir  les  tangentes  au  premier,  nous  devons  faire  â;  =  a,^=  o 
dans  les  termes  multipliés  par  (â;  —  a)'»^';  il  vient  ainsi 

De  même,  pour  les  tangentes  à  l'autre  point  double, 

4(a:-ha)«  =  37«. 

La  courbe  a  un  troisième  point  double  dont  on  peut  montrer  l'exis- 
tence en  mettant  l'équation  sous  la  forme 

x^{x^  —  aa*)  =  a(a7  —  a)(jr-^ay. 

Par  suite,  (âr,^  +  a)  est  un  point  double  et  les  tangentes  en  ce  point 
sont 

Ayant  trouvé  ces  points,  nous  savons,  par  le  n"*  42,  que  la  courbe 
ne  peut  pas  avoir  d'autre  point  multiple. 

Exemple  V, 

{by  ^  cxy  =  (a  —  a)». 

Le  point  {by  —  cXyX  —  a)  est  un  rebroussement  dételle  espèce  que 
la  tangente  en  ce  point  rencontre  la  courbe  en  cinq  points  consécu- 
tifs. 

Exemple  VI, 

L'origine  est  un  point  double,  et  la  tangente  en  ce  point  rencontre 
la  courbe  en  quatre  points  consécutifs.  Il  y  existe  à  l'infini  un  point 
triple,  auquel  la  droite  à  l'infini  est  la  seule  tangente.  La  droite 
x-\-b  est  tangente  à  la  courbe  au  point  où  elle  rencontre  l'axe  des  j-; 
elle  lui  est  également  tangente  en  un  point  d'inflexion  à  l'infini. 

Exemple  VIL 

1        1         t 

ar'  -hj'H-^'  =  o. 
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L^équation  débarrassée  des  radicaux  devient 

etf  soas  cette  forme,  on  reconnaît  immédiatement  l'existence  de  six 
rebronssements  ;  cliacun  des  points  où  l'axe  des  x  rencontre  /'  H-  J* 
est  an  point  double,  et  l'axe  des  x  est  la  seule-  tangente  en  ce  point,  il 
en  est  de  même  pour  (^,  a?>-f-  ^«)  et  (^,  a?*H-^*).  Mais  tous  les  re- 
broussements  sont  imaginaires. 
La  courbe  a  aussi  quatre  points  doubles  qui  sont 

a?rt^  =  o,     a:db^  =  o. 

On  peut  le  démontrer  en  posant 

par  suite, 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  donnée,  elle  prend  la  forme 

On  trouve  que  les  tangentes  en  un  quelconque  des  points  doubles 
sont  données  par  l'équation 

a*  ifc  MO  H-  (?*  =  o 

et,  par  conséquent,  les  points  doubles  en  question  sont  des  points 
conjugués;  par  le  fait,  ce  sont  les  seuls  points  réels  de  la  courbe. 
L'équation  peut  encore  être  écrite  sous  la  forme 

9X*[jr^  — a7>(^«H-3«)-f-^*  — /«5»-f-<5^]  — (2ar«  — y*  —5*)'»  =0. 

Si  nous  posons 

elle  devient 

Cette  forme  fait  ainsi  ressortir  l'existence  des  points  doubles  *>)  =  o, 
îi=o;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  {  =  o,  tt^  =  o,  Ç  =  o,  c'est-à-dire 

Section  III.  —  Tracé  de  coiirbes. 
S5.  n  est  bon  de  faire  connaître  par  quelques  exemples 
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comment  on  peut  déterminer  graphiquement  la  forme  d'une 
courbe  donnée  par  son  équation.  Si  nous  attribuons  une 
valeur  numérique  quelconque  («)  à  Tune  des  variables  x, 
l'équation  numérique  résultante  peut  être  résolue  (au  moins 
approximativement),  par  rapport  à  y,  et  elle  déterminera  les 
points  où  la  droite  :r  =  a  coupe  la  courbe.  En  répétant 
celle  opération  pour  des  valeurs  différentes  de  x  (voir  Sec- 
tions coniques,  n®  16),  nous  obtiendrons  un  certain  nombre 
de  points  de  la  courbe;  et  en  faisant  passer  une  ligne  con- 
tinue par  ces  points,  nous  aurons  une  idée  suffisante  de  sa 
forme.  Si  nous  avons  égard  aux  valeurs  de  x  qui  rendent 
imaginaires  des  valeurs  de  ^,  nous  pourrons  découvrir 
l'existence  d'ovales,  ou  bien  reconnaître  si  la  courbe  est 
limitée  suivant  une  direction  quelconque;  nous  avons 
déjà  indiqué  (n®  5!2)  comment  on  peut  distinguer  si  la 
courbe  a  des  branches  infinies,  et  comment  on  en  détermine 
les  asymptotes.  Dans  le  Chapitre  suivant,  nous  ferons  voir 
comment  on  trouve  les  points  multiples  et  les  points  dMn- 

dy 
flexion  de  la  courbe.  La  valeur  de  —^  en  un  point  quelconque 

donne  la  direction  de  la  tangente  en  ce  point  (n^  48);    et, 

dv 
en  cherchant  pour  quels  points  -^  =  o  ou  =  oo  ,  nous  aurons 

les  points  où  la  direction  de  la  courbe  est  parallèle  ou  per- 
pendiculaire à  l'axe  des  x. 

Dans  la  pratique,  nous  devrons  évidemment  mettre  à 
profit  toutes  les  simplifications  que  pourra  suggérer  Téqua- 
tion  de  la  courbe.  Par  exemple,  si  nous  considérons  une 
série  de  droites  parallèles  à  l'une  des  asymptotes  (ou  une 
série  de  droites  passant  par  un  point  de  la  courbe),  Téqua- 
tion  qui  détermine  les  points  où  chacune  d'elles  rencontre  la 
courbe  sera  d'un  degré  inférieur  d'une  unité  à  celui  de  cette 
courbe.  Si  l'équation  montre  que  la  courbe  a  un  point 
double  ou  multiple,  il  sera  avantageux  de  considérer  une 
série  de  droites  issues    de  ce  point,  puisque  le  degré    de 
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l'équation  en  question  se  trouvera  diminué  de  deux  ou  plu- 
sieurs unités. 

I]  n'y  a  guère  d'exercice  qui  soit  plus  profitable  pour 
un  élève  que  de  tracer  des  courbes,  et,  plus  particulière- 
ment, celles  dont  Téquation  contient  un  ou  plusieurs  para- 
mètres susceptibles  de  recevoir  une  suite  de  valeurs  dîflTé- 
rentes.  Quand  il  n'y  a  qu'un  seul  paramètre,  on  peut  se 
le  représenter  comme  l'ordonnée  z  d'une  iigure  à  trois 
dimensions  dans  l'espace,  et  le  problème  envisagé  sous  cet 
aspect  consiste  à  trouver  la  forme  des  différentes  sections 
(l'une  surface  par  des  plans  parallèles. 

Il  nous  suffira  d'ajouter  ici  quelques  exemples  à  ceux  qui 
se  présenteront  incidemment  dans  la  suite  de  cet  Ouvrage. 
Nous  renverrons  le  lecteur  qui  désirerait  plus  de  détails  aux 
traités  de  Géométrie  analytique  et  particulièrement  à  l'Ou- 
vrage dans  lequel  tous  le  sauteurs  modernes  ont  largement 
puisé, à r/n^roéfi/c^ton  à  V Analyse  des  courbes  de  Cramer, 

Exemple  I. 

ar*  —  ax^y  -f-  hy*  =  o. 
(Voir£'ar./,  n'»5i.) 

L'origine  étant  ici  un  point  triple,  il  est  avantageux  de  considérer 
>ine  série  de  droites  issues  de  ce  point.   Po- 
sons  V  =  mx,  nous  trouvons  " 

X  =  m{a  —  6m'); 

quand  m  passe  de  o  à  ±:  oo  ,  c'est  une  fonction 
qui  croit  depuis  o,  pour  m  =  o  jusqu'à  un 
maximum,  qui  a  lieu  quand  a  —  36m*  =  o;  elle. 
•lécroît  ensuite,  s'annule  quand  a  —  6m'  =  o, 
tl  a  ane  valeur  indéfiniment  croissante  négati> 
vement,  quand  m  croit  au  delà  de  la  valeur 
ci-dessus.  La  courbe  {fig»  la)  est  manifeste- 
ment symétrique  par  rapport  à  Taxe  des^.  C'est  donc  celle  que 
représente  la  figure  ci-contre. 

Exemple  II, 

(x«  — a«)«=  av»(3a-h2/). 

(Voir  ^x. /F,  n*  54.) 
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On  a 

La  courbe  est  évidemment  symétrique  par  rapport  à  Taxe  des  j". 
Elle  a  y  de  chaque  côté  de  cet  axe,  deux  branches  qui  correspondent 
aux  deux  signes  que  Ton  peut  donner  au  radical.  Les  deux  branches 
se  coupent  quand ^  =  o  et,  par  conséquent,  nous  voyons  qu'il  y  a, 
sur  Taxe  desrr,  deux  points  doubles  à  la  distance  x=  dba  de  l'ori- 
gine. Quand^ croit  positivement,  le  radical  croit  indéfiniment;  donc  la 
valeur  de  x,  qui  correspond  à  Tune  des  branches,  croit  indéfiniment; 
celle  qui  correspond  à  l'autre  décroît  jusqu'à  ce  que  nous  arrivions 
à  la  valeur  de^  qui  correspond  à  la  seule  racine  positive  de  Téquaiion 

2ax'-*-3a«^*  =  a*  (a^  =  a), 

au  delà  de  laquelle  cette  branche  ne  peut  plus  monter.  Pour  des  valeurs 
négatives  de^,  le  radical  croît  jusqu'à  une  valeur  maximum  qui  a  lieu 

¥iQ.  i3. 


pour^-t-a  =  o;  alors  Tun  des  couples  de  branches  se  coupe  en  un 
point  double  sur  l'axe  des^  et  l'autre  couple  est  à  sa  distance  maximum 
de  cet  axe.  Aucune  des  branches  ne  peut  évidemment  descendre  plus 
bas  que  la  valeur  3a-h  a^  =  o.  La  forme  de  la  courbe  est  celle  de  la 
figure  ci-contre. 

Exemple  111.  —  Étant  donnés  la  base  2c  tfun  triangle  et  le 
rectangle  m>  des  côtés,  le  lieu  du  sommet  est  un  ovale  de  Ccts- 
sini;  en  prenant  pqur  origine  le  milieu  de  la  base,  V équation  de 
cette  courbe  est 

(x«  -h  r«  —  c«  )  «  —  4  c*  â?«  =  m*. 

Le  diagramme  ci-joint  {fig.  \\)  représente  la  forme  qu'affecte  la 
courbe  pour  différentes  valeurs  de  m.  Le  trait  le  plus  gras  donne  lii 
figure  de  la  courbe  pour  m  =  c\  c'est  la  lemAiscate  de  Bernoulli. 
Quand  m  est  moindre  que  c,  la  courbe  de  Gassini  se  compose  de  deux 
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orales  conjugués,  compris  dans  les  deux  boucles  de  la  précédente 
courbe;  quand  m  est  plus  grand  que  c,  on  a  Tovale  continu  qui  lui 
est  extérieur. 

Fig.  i4. 


Exemple  IV.  —  Sur  le  rayon  vecteur  mené  cTun  point  fixe  O  à 
une  droite  fixe  MN,  on' prend  un  segment  RP  de  longueur 
donnée  et  on  le  porte  de  chaque  côté  de  la  droite.  Le  lieu  géo- 
métrique du  point  P  est  une  courbe  appelée  conchoTde  de  Nico- 
méde;  elle  a  été  inventée  par  le  géomètre  de  ce  nom  pour 
résoudre  le  problème  qui  consiste  à  trouver  deux  moyennes 
proportionnelles 

Soitni (fig,  i5)  OA  =/>,  RP  =  m;  Téquation  polaire  de  la  courbe 

Fig.  i5. 


est  (p  + /n)cos(D  =/>  et  Téquation  en  coordonnées  rectangulaires 

La  droite  MN  (p  =y)  est  tangente  à  la  courbe  en  un  point  singu- 
1  er  à  l'infini,  et  elle  y  rencontre  cette  courbe  en  quatre  points  consé- 
(  atifs. 

i^  point  0  est  aussi  un  point  double;  les  tangentes  en  ce  point  sont 
données  par  Téquation 

/>*  ar*  -f-  (/>*  ~  m^)y*  =  o. 
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Ce  sera  un  nœud,  un  point  conjugué  ou  un  rebroussement,  suivant 
que  m  sera  plus  grand,  plus  petit,  ou  égal  à  p,  La  ligne  pleine  se 
rapporte  au  cas  où  m  est  plus  grand  que/>;  la  ligne  ponctuée  à  celui 
où  il  est  plus  petit. 

Exemple  V.  —  De  la  même  manière,  sur  le  rayon  vecteur  cTun 
cercle  et  à  partir  cCun  point  de  la  circonférence,  on  porte  de 
chaque  côté  de  cette  circonférence  un  segment  de  longueur 
donnée.  Léquation  polaire  de  la  courbe  ainsi  déterminée  est 
p  = /?  cosw  ±:  m  ;  son  équation  en  coordonnées  rectangulaires  est 

{x^ — y^  — px)^  =  m*(â?*-+-^*). 

L'origine  est  évidemment  un  point  double,  nœud  ou  point  con- 
jugué, suivant  que  p  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  m.  Si/>  =  m, 
l'origine  est  un  point  cuspidal  ;  la  courbe  a  la  forme  d'un  cœur  et  est 
appelée  la  cardioïde  {fig»  i6).  Elle  est  représentée  par  le  trait  plein 


rig.   n 
,,-'" " 

/  / 


de  la  figure  ;  les  lignes  ponctuées  intérieures  et  extérieures  corres- 
pondent respectivement  aux  cas  des  formes  avec  un  nœud  ou  un  point 
conjugué. 


Exemple  VI. 


(a:i  —  a)î  _}.  (ys  — 6»)«  =  c*. 
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NoQS  supposons  que  b  est  moindre  que  a.  Quand  c  =  o,  la  courbe 

se  compose  de  quatre  points  conjugués  àzajdib.  Les  figures  qui  suî- 

Tent  représentent  les  cas  suivants  :  (Ji^.  i)c  moindre  que  6;  (fig.  a) 

Fig.  17  cl  i*< 


0 


d» 


0 


0 


0 


^«g«ï  à  b;  (fig.  3)c  entre  b  tta;  {fig.  4)  c  =  a;  {fig.  5)  c  >  a, 

<  v^a^-h  6^;  (^^.  6)  c  =  v^a*-^6*.Quand  c  a  une  valeur  plus  grande, 

S.  —  Courbes  planes,  5 


66  CRAPITBE    II. 

ia  courbe  a  une  forme  similaire,  mais  sans  point  conjugué  à  l'origine. 
Quand  c  =  a  =  6,  la  courbe  se  décompose  en  deux  ellipses  {fig-'j)' 

56.  Si  une  courbe  passe  par  Torigine  et  si  Torigine  est  un 
point  ordinaire  de  cette  courbe,  y  peut  être  développé  suivant 
la  forme^=Aa:-+-Bj:^-|-.. . .  Si  l'origine  est  un  point  singu- 
lier, le  développement  prend  la  forme^=Aj?"-hB:FP-|-. . .  ; 
ici  a  est  positif  et  p,  ainsi  que  tous  les  exposants  qui  suivent, 
est  plus  grand  que  a.  Pour  déterminer  la  nature  du  point 
singulier  et  la  configuration  de  la  courbe  dans  son  voisinage, 
il  est  très  utile  de  trouver  au  moins  le  premier  terme  de  ce  déve- 
loppement; car,  dans  le  voisinage  de  Torigine,  la  forme  de  la 
courbe  ressemble  à  celle  de  la  courbe  dont  Téquation  est 
y  =  Ajt*,  et  il  est  facile  de  construire  cette  dernière.  Pour 
effectuer  le  développement  dont  il  s'agit,  nous  pouvons  re- 
courir au  procédé  donné  par  Newton  (•  )  et  qui  peut  être 
employé  de  la  manière  la  plus  commode  sous  la  forme  qui 
suit.  Dans  l'équation,  posons  y  =  Ax*  et  déterminons  la 
quantité  positive  a  par  la  condition  que  les  exposants  de  deux 
ou  plusieurs  termes  soient  égaux  et  moindres  que  l'exposant 
de  l'un  quelconque  des  autres  termes.  Ceci  peut  toujours  se 
faire  par  tâtonnements,  en  égalant  les  exposants  de  chaque 
couple  de  termes  et  en  examinant  si  la  valeur  de  a  est 
positive  et  si  les  exposants  égaux  ne  sont  pas  plus  grands 
que  les  exposants  d'un  autre  terme  quelconque.  Ayant  ainsi 
trouvé  a,  nous  déterminons  A  en  égalant  à  zéro  la  quantité 
qui  multiplie  les  termes  qui  ont  le  même  exposant.  Nous 
pouvons  ensuite,  si  besoin  en  est,  continuer  le  développement 
en  remplaçant  y  par  l'expression  A^*  -h  B:r^,  dans  laquelle 


('  )  Voir  Methodusfluxionum  et  serierum  infinitarum,  etc.,  sous  le  titre  : 
De  reductione  affeciarum  equationum  {Opusc.,  éd.  Castillon.  vol.  I, 
p.  37).  Voir  aussi  un  Mémoire  de  M.  de  Morgan,  Quarterly  Journal,  vol.  I, 
p.  I,  et  Trtmsactions  0/  the  Cambridge  Philosophical  Society,  vol.  IX 
p.  608.  Newton  donne  la  règle,  au  moyen  d'ua  diagramme  de  carrés,  sous 
une  forme  un  peu  difTérente  de  celle  qui  précède. 


PBOPRIÉTtS    GÉKfiBALES    DBS    COURBES.  67 

A  et  a  ont  les  valeurs  déjà  trouvées,  et  où  ^  et  B  seront 
déterminés  par  un  procédé  analogue  au  précédent.  Soit,  par 
exemple,  la  courbe 

^  -f-  y*  —  3a»rj  =:  o ; 

Torigine  est  un  point  double  qui  a  pour  tangentes  les  deux 

axes  de  coordonnées.  Si  nous  posons  y  =  Ax^,  l'équation 

devient 

^» -f-  A* j?»« -h  3a Ax»^>  =  o. 

Il  faut  maintenant  que  nous  rendions  deux  exposants 
égaux  entre  eux.  Essayons  d'abord  3  =  3a  ou  a==  i  ;  nous 
rejetons  cette  valeur,  parce  qu'elle  fait  prendre  aux  exposants 
égaux  des  valeurs  plus  grandes  que  celle  de  l'exposant  a  +  i 
de  l'autre  terme.  Si  nous  essayons  ensuite  3  =  a  +  i  ou  a  =  a, 
nous  trouvons  que  cette  valeur  rendra  les  exposants  égaux 
moindres  que  celui  du  troisième  terme.  L'équation  deviendra 
ainsi 

(i  — 3aA)j7»-+-A»:r«  =  o, 

et,  si  nous  déterminons  A  de  manière  à  annuler  le  coefficient 
de  x^y  nous  voyons  que  l'équation  pourra  être  écrite  sous  la 

forme  j^  =  ^  x^  +  . . .  ;  ici  les  exposants  des  termes  restanls 

sont  plus  grands  que  a,  et  nous  voyons  de  la  sorte  que  la 
forme  d'une  branche  de  la  courbe  à  Torigine  ressemble  à 
celle  de  la  parabole  iay=zx^.  En  troisième  lieu,  si  nous 
égalons  les  exposants  3  a,  a  + 1 ,  nous  trouvons  a  =  j.  Ici 
encore  les  exposants  égaux  sont  les  plus  petits,  et  les  coef- 
ficients des  deux  termes  sont  A',  — 3aA;  nous  en  dédui- 
sons A  =v^3  a,  et  l'équation  de  la  branche  que  nous  étudions 

l 

esiy=^(ia)x^  +  •  •  •  ;  par  suite,  près  de  l'origine,  sa  forme 

se  rapproche  de  celle  de  la  parabole  ^^  =  iax.  Nous  n'avons 
pas  besoin  pour  l'exemple  actuel  de  pousser  plus  loin  le  déve- 
loppement; cependant,  si  cela  était  nécessaire,  nous  substi- 
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tuerions  y=  tt—  x^  +  Bj^P.  Les  termes  les  moins  élevés  sc- 
raient  alors 


_L^  ar» -H  ^  a:*^P  —  3  a  D  jtP-^-»  =  O. 
27  ar  ^  '»' 


3a« 


.-^ 


Nous  pouvons  maintenant  rendre  les  exposants  de  deux 

Fig.  19.  termes  égaux  entre   eux   et  moindres    que 

celui  du  troisième  terme  en  prenant  ^=5, 

ce  qui  donne  B=  s — r*  Nous  avons  montré 
^  8ia* 

de  cette  manière  que  si,  dans  le  voisinage  de 
Torigine,  nous  traçons  les  deux  paraboles 
3  aj'  =  x^^  y^  =ziax,  nous  obtenons  ap- 
proximativement dans  cette  région  la  figure  de  la  courbe 
qu'il  s'agissait  de  construire  {fig<  19). 

57.  Le  même  procédé  nous  permettrait  de  déterminer 
les  branches  infinies  de  la  courbe.  Dans  ce  cas,  nous  aurons 
à  développer  y  suivant  les  puissances  décroissantes  de  Xj 
et  la  seule  différence  dans  le  procédé  consiste  en  ce  que 
nous  devrons  maintenant  nous  arran- 
ger pour  que  les  exposants  égaux 
soient  plus  grands  que  celui  d'un 
autre  terme  quelconque.  Ainsi ,  dans 
l'exemple  déjà  donné,  en  égalant  les 
exposants  3  et  3a,  nous  avons  x  =  i 
et  leur  coefficient  est  A'  +  i-  Si  nous 
avons  seulement  égard  aux  valeurs 
réelles  de  A(=  —  i),  nous  rempla- 
cerons y  par  ^  =  —  d?  -h  BxP  et  nous  trouverons  de  la  même 
manière  ^  =  o,  B= — a.  Nous  obtenons  ainsi  l'expression 
r  =  —  X  —  a-{-. . .  et  nous  voyons  que  la  ligne^-|-^-|-a  =  o 
est  une  asymptote.  La  figure  de  la  courbe  est  celle  que  nous 
indiquons  ci-dessus  (Jig*  20). 


Fig.  30. 
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58.  Dans  le  cas  du  rebroussement  simple  dont  nous  avons 
déjà  donné  un  exemple  (n®  39),  les  deux  branches  qui  se 
rencontrent  au  point  cuspidal  se  trouvent  de  part  et  d'autre 
(le  la  tangente  commune  et  ont  leurs  convexités  opposées 
l'ane  à  l'autre  ;  mais  il  existe  une  espèce  de  rebroussement 
(qui  est  une  singularité  d'ordre  plus  élevé)  pour  lequel  les 
branches  sont  situées  d'un  même  côté  de  la  tangente.  Soit, 
par  exemple,  la  courbe 

in{af  —  x*y=.a:^; 

il  est  clair  que  toutes  les  valeurs  positives  de  x  donnent  des  va- 
leurs réelles  de  r ,  et,  si  nous  écrivons  l'équation  sous  la  forme 
i 
x^ 
afz=x*±  — j9  comme  le  dernier  terme  est  moindre  que  le  pré- 

cèdent  quand  x  est  très  petit,  nous  voyons  qu'en  prenant  soit 
le  signe  supérieur,  soit  le  signe  inférieur,  la  valeur  de  y  sera 
positive  pour  de  petites  valeurs  de  x.  L'axe  des  x  est  donc 
une  tangente  à  la  courbe  et  les  deux  branches  sont  situées  au- 
dessus  de  cet  axe.  Nous  donnons  ci-dessous  {^g»  21  )  la  figure 

FiR.  21. 


de  la  courbe.  Ces  deux  sortes  de  rebrou ssements  ont  respec- 
tivement reçu  les  épithètes  de  kératoide  et  ramphoïde^  à 
cause  de  leur  vague  ressemblance  avec  les  formes  d'une  corne 
et  d'un  bec  d'oiseau.  Nous  avons  vu  (n""  40)  que  les  points 
multiples  ordinaires  d'ordre  supérieur  peuvent  être  consi- 
dérés comme  résultant  de  la  réunion  d'un  certain  nombre  de 
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points  doubles.  M.  Cayley  a  montré  (Quarterly  Journal, 
Tome  YII,  p.  21a)  qu'une  singularité  quelconque  d'ordre  su- 
périeur peut  être  regardée  comme  équivalente  à  un  certain 
nombre  de  singularités  simples  qui  sont  le  nœud,  le  rebrous- 
sèment  ordinaire,  la  tangente  double  et  le  point  d'inflei^ion. 

Fig.  a  a. 


Ainsi,  un  rebroussement  du  genre  décrit  dans  le  présent 
numéro  est  équivalent  à  un  nœud,  à  un  rebroussement,  à 
une  tangente  double  et  à  une  inflexion,  comme  le  montre  la 
/ig.  22,  qui  représente  le  nœud  et  le  rebroussement  sur 
le  point  de  s'unir  pour  former  la  singularité  d'ordre  supé- 
rieur dont  il  s'agit. 

Section  IV.  —  Pôles  et  polaires. 

59.  La  méthode  dont  nous  allons  actuellement  faire 
usage  afin  de  rechercher  les  conditions  pour  qu'une  courbe 
ait  des  points  ou  des  tangentes  multiples,  et  pour  déterminer 
leur  position,  est  la  même  que  celle  que  nous  avons  déjà 
employée  dans  le  cas  où  la  courbe  passait  par  l'origine.  Nous 
considérerons  une  série  de  rayons  vecteurs  issus  d'un  point 
donné;  nous  formerons  l'équation  qui  détermine  les  coor- 
données des  n  points  où  l'un  quelconque  de  ces  rayons  vec- 
teurs coupe  la  courbe,  et  nous  chercherons  les  conditions 
pour  que  un  ou  plusieurs  de  ces  points  puissent  coïncider 
avec  le  point  donné  lui-même.  Pour  déterminer  les  coor- 
données de  ces  n  points,  nous  nous  servirons  de  la  méthode 
deJoachimsthal,  e&posée  dans  les  Sections  coniques,  n?  290. 
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Puisque  les  coordonnées  trilinéaires  d'un  point  quelconque 
situé  sur  la  droite  qui  réunit  deux  points  (^^'V),  {af^z!') 
sont  de  la  forme  \xf  4-  pi  j/',  \y  4-  p^ ,  Xz'  +  ^z"^  les  points 
où  la  droite  en  question  rencontre  une  courbe  quel* 
conque  se  trouveront  en  remplaçant  respectivement  â:,^,  z 

par  ces  valeurs  et  en  déterminant  ensuite  le  rapport  -  au 

moyen  de  l'équation  résultante.  Pour  faciliter  les  recherches 
ultérieures,  il  sera  nécessaire,  au  préalable,  de  discuter  soi- 
gneusement les  fonctions  qui  se  présentent  dans  le  résultat 
de  cette  substitution. 

Supposons  que  U  soit  une  fonction  homogène  du 
;,»■•  ordre  en  x^y\  z;  remplaçons-y  ar,  ^,  z  par  "kx  -f-  \kx'y 
Av+  [xy,  "kz  +  [xV  :  il  est  évident,  d'après  le  théorème  de 
Taylor,  que  le  coefficient  deX"  sera  U,  et  que  celui  de  X""*  [x 
sera 

dx       •     dy       **    dz 
ou 

^'U,-h/U,-h45'U,     ou     :r'L-h/M-h5'N, 

en  nous  servant  des  abréviations  U|,  U2,  Us  ou  L,  M,  N 
(suivant  le  cas)  pour  représenter  les  coefficients  différentiels. 
Nous  ferons  usage  du  symbole  A  pour  indiquer  l'opération 

^  d  ,  d         ,  d 

^d^-^^dj-^^dl' 

le  coefficient  de  X""*  pi  peut  alors  être  écrit  sons  la  forme 
AU.  De  la  même  manière,  le  coefficient  de  V'~'  |x^  sera  la 
moitié  de 

,,d'lj         ..d'V        „d''l] 

"^      dx'  ^^     df'   ^^      dz' 

d^V  d'V  ^U 

^     dydz  dzdx  *    dxdy 
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Nous  pourrons  Técrire  sous  la  forme 

Les  quotients  différentiels  du  second  ordre  s'écrivent  sou- 
vent aussi  avec  des  indices  doubles  U|  i  y Us3,Utt ^UasyUs  i  ,U 1 3; 
mais  nous  trouvons  plus  avantageux  de  nous  servir  des 
lettres  a,  é,  c, /,  g,  h  et  de  mettre  ainsi  A*U  sous  la  forme 
que  nous  avons  employée  pour  exprimer  Féquation  générale 
d'une  conique 

ax^  -f-  by^  -+-  es*  -h  2fyz  4-  'igzjc  -+-  2  hxy. 

Delà  même  manière,  le  coefficient  de  X""' jjl' dans  le  déve- 
loppement est A  A'U,  et  ainsi  de  suite,  le  dernier  coeffi- 
cient étant A"U.  Il  est  toutefois  évident,  d'après  la 

symétrie  de  la  substitution,  que  ce  coefficient  sera  U'  et,  en 
général,  que  les  coefficients  de  deux  termes  correspondants 
quelconques,  X<»jJi*,  î^*!***,  ne  différeront  que  par  l'échange 
des  lettres  accentuées  et  non  accentuées.  Nous  voyons  ainsi 
que  A""'!!  ne  diffère  que  par  un  facteur  numérique  de 

et  d'une  manière  générale  que 

/    ,d  ,d         ,dY-P,,        ,      (      d  d  d\P^^, 

ne  diffèrent  que  par  un  facteur  numérique.  Nous  pouvons 
f:crire  la  dernière  fonction  AU',  Taccent  joint  à  U  servant  à 
marquer  qu'on  a  échangé  entre  elles  les  lettres  accentuées  et 
les  lettres  non  accentuées. 

60    La  courbe  du  {n  —  i)""*  degré  AU=o  s'appelle   la 
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première  polaire  du  point  [x'^y^z*)  par  rapport  à  U.  On  dit  de 
même  qae  A^U  est  la  seconde  polaire,  et  ainsi  de  suite;  le 
degré  des  courbes  polaires  successives  diminue  régulièrement 
d'une  unité,  la  (n  —  a)'*"*  polaire  est  une  conique  et  la 
(n  —  I  )**■•  une  ligne  droite.  D'après  la  remarque  qu'on  vient 
de  faire,  il  est  évident  que  les  équations  de  la  droite  et  de  la 
conique  polaires  sont  respectivement 


/     d  d  d\,„  (     d  d  d\\,, 


o. 


Puisque  A*U  s'obtient  en  effectuant  l'opération  A  sur  AU, 
il  est  évident  que  la  seconde  polaire  de  x',  y^  z',  par  rapport 
à  U,  est  la  première  polaire  du  même  point  par  rapport  à  AU, 
eu  d'une  manière  générale,  il  est  clair  que  la  courbe  polaire 
d'un  rang  quelconque  est  aussi  la  polaire  du  même  point  rela- 
tivement à  toutes  les  courbes  polaires  de  rang  inférieur  au 
Men.  Ceci  ressort  évidemmentde  l'équation  A*(  A'U)=  A*+'U. 

Quand  le  point  que  l'on  considère  est  l'origine,  x'  eiy 
sont  nuls;  l'opération  A  se  réduit  à  la  différentiation  par  rap- 
port à  z.  Si  Téquation  cartésienne  ordinaire  est  rendue  ho- 
iDogènepar  l'introduction  de  l'unité  linéaire  z  (Sections  co- 
niques^ n*  69),  on  peut  l'écrire 

«o«»  +  "1  «;;*  +  "«  s;» -+- ...  z=o, 

cl,  en  diflférentiant  par  rapport  à  z,  nous  trouverons  sans 
difficulté  que  les  équations  de  la  droite,  de  la  conique,  etc., 
polaires  de  l'origine  sont 

'•"«34-1/1  =  0,      J-  /l(/ï  —  l)«o-2'-+-(At —  l)tt|-3  H-  W,  =Z0,      .... 

61.  Le  lieu  de  tous  les  points  dont  les  droites  polaires 
passent  par  un  point  donné  est  la  première  polaire  du 
point. 

L'équation  xl]\  -hyli'*  H-  sUi  =0  exprime  une  relation 
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entre  les  coordonnées  x^  y^  z  d'un  point  quelconque  de  la 
droite  polaire  et  les  coordonnées  xf^  y,  z'  du  pôle.  Et  si 
(comme  dans  les  Sections  coniques,  n®  89)  nous  indiquons 
que  les  premières  coordonnées  sont  connues  et  les  dernières 
variables,  ce  qui  se  fera  en  accentuant  les  premières  et  ef- 
façant les  accents  des  dernières  coordonnées,  Téquation  de- 
viendra alors 

;r'Ui4-/U,-+-«'U,r=0. 

Il  y  a  (/i  —  \Y  points  dont  les  droites  polaires  par  rapport  à 
U  coïncideront  avec  une  droite  donnée  quelconque,  ou,  plus 
brièvement,  toutedroite  a{n  —  lY pôles.  En  effet,  si  nous  pre- 
nons deux  points  quelconques  sur  cette  droite,  les  pôles  de 
la  droite  doivent  se  trouver  sur  la  première  polaire  de  chacun 
de  ces  points;  par  conséquent,  ce  sont  les  points  dlntersec- 
tion  de  ces  deux  courbes.  Ainsi  les  premières  polaires  de 
tous  les  points  d'une  droite  ont  [n  —  \Y points  communs] 
ce  sont  les  (/t —  i)^  pôles  de  la  droite.  De  la  même  manière, 
le  lieu  des  points  dont  les  coniques  polaires  passent  par  un 
point  donné  est  la  seconde  polaire  de  ce  point;  et  ainsi  de 
suite. 

Si  la  droite  polaire  (ou  une  autre  polaire  quelconque) 
d'un  point  passe  par  ce  point,  ce  dernier  sera  situé  sur  la 
courbe.  En  effet,  si,  dans  Téquation  de  la  polaire,  nous  rem- 
plaçons x^  y^  z  par  x\  y,  ^,  elle  devient  identique  avec 
l'équation   de    la    courbe,  puisqu'en    effectuant  l'opération 

X  -^ — ^y  7":  -+-  3  ;/!  sur  une  fonction  homogène  on  retrouve 

la  même  fonction  à  un  facteur  numérique  près. 

62.  Si  une  courbe  a  un  point  multiple  de  C ordre  k,  ce 
point  sera  un  point  multiple  de  l'ordre  (k  —  i)  sur  cha- 
cune des  premières  polaires,  de  l'ordre  (k  —  2)  sur  chacune 
des  secondes  polaires,  et  ainsi  de  suite.  En  effet,  si  l'origine 
se  trouve  au  point  multiple,  les  termes  de  Tordre  le  moins 
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élevé  en  j?  et  y  seront  du  degré  k;  dans  la  première  polaire, 
qui  ne  contient  que  les  quotients  différentiels  du  premier 
ordre  de  U,  les  termes  de  Tordre  le  moins  élevé  en  x  ely 
seront  du  degré  (k —  i),  et  par  conséquent  l'origine  sera  un 
point  multiple  de  cet  ordre;  Téquation  de  la  seconde  po- 
laire, contenant  les  quotients  différentiels  du  second  ordre 
de  U,  renfermera  jî,  y  au  degré  {k —  a),  et  ainsi  de  suite. 
Si  deux  tangentes  en  un  point  multiple  de  la  courbe  se 
confondent,  cette  tangente  coïncidente  sera  une  tangente 
à  la  première  polaire.  En  effet,  le  terme  ui  du  degré  le 
moins  élevé  est  de  la  forme  a^bcd^  a,  6,  c, ...  représentant 
des  fonctions  linéaires,  et  par  conséquent  le  terme  de 
moindre  degré  dans  la  polaire  contiendra  a  comme  facteur. 
El,  en  général,  si,  en  un  point  multiple  de  la  courbe,  /  tan- 
gentes coïncident,  (/ —  i)  d'entre  elles  seront  des  tangentes 
coïncidentes  au  point  multiple  de  la  première  polaire,  (/ — 2) 
seront  des  tangentes  au  point  multiple  de  la  seconde  polaire 
et  ainsi  de  suite.  Car  si  Uk  renferme  un  facteur  à  la  /'*"' 
puissance,  celui-ci  sera  facteur  du(/ — i)'*"* degré  dans  tous  les 
quotients  différentiels  du  premier  ordre  de  Uk,  du  (/ —  2)'*"'® 
degré  dans  tous  les  quotients  différentiels'  du  second 
ordre,  etc. 

Section  V.  —  Théorie  générale  des  points  et  tangentes  multiples. 

63.  Nous  allons  maintenant  appliquer  la  méthode  indiquée 
dans  le  n®  59  à  la  recherche  des  points  et  tangentes  multi- 
ples des  courbes.  Pour  trouver  en  quels  points  la  droite  qui 
joint  les  points  (a?',y,  z'),  [xf'^y^  z")  rencontre  la  courbe, 
nous  remplacerons  dans  Féquation  x  par  \x'  -{-^ko^^  ...  et 

nous  obtiendrons,  pour  déterminer  le  rapport  -9  une  équation 
que  nous  pouvons  désigner  par  A  =  o  et  qui  peut  s'écrire 
X«U'-l-X»-*HtAU'  4-  î^X»-V'A'U'-H  ...  =0. 
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Nous  supposons  ici  que  dans  les  quantités  AU',  •  •  • ,  qui  ont  le 
sens  dont  nous  sommes  convenus  précédemment,  nous  avons 
remplacé  x^  y,  z  par  ccf^  y" y  z^.  Pour  qu'un  des  points 
\x!  -h  Y.afj  \y  -i-  [x^,  \z'  +  ^zF  coïncide  avec  a:',  ^/  js', 
il  faut  évidemment  qu'une  des  racines  de  Téquation  A  =  o 
soit  pi  =  o.  Mais  ce  cas  ne  se  présentera  évidemment  que 
si  U'  =  o  ;  et  il  est,  d*autre  part,  évident  que  la  condition 
pour  i\\xe{jc!^y^  z')  soit  sur  la  courbe  consiste  en  ce  que  ses 
coordonnées  substituées  dans  l'équation  de  la  courbe  doi- 
vent vérifier  cette  équation. 

64.  Deux  des  points  suivant  lesquels  la  droite  rencontre  la 
courbe  coïncideront  avec  (j/,  y^  z')  si  Téquation  ci-dessus  est 
divisible  par  p.*;  c'est-à-dire  si  non  seulement  U'=  o,  mais 
aussi  si  AU'  =  o  :  or  il  est  évident  que,  si  la  droite  qui  joint 
le  point  (jT^jj/,  zf)  de  la  courbe  avec  (x^,y,  zf)  rencontre 
celte  courbe  en  deux  points  qui  coïncident  avec  x',  y  y  z\  le 
point  (x"y  y  y  zT)  doit  se  trouver  sur  la  tangente  [ou  les  tan- 
gentes, quand  il  y  en  a  plus  d'une  que  l'on  peut  mener  à  la 
courbe  au  point  [x\  y  y  V)]  ;  mais  nous  venons  d'établir  que, 
dans  ce  cas,  (^,  y'^y  zf)  doit  satisfaire  à  l'équation 

^U;^-JU;^-5U;  =  o. 

Donc,  en  général,  en  un  point  donné  d'une  courbe,  on  ne 
peut  mener  qu'une  seule  tangente,  et  son  équation  est  celle 
qu'on  vient  d'écrire.  Il  résulte  aussi  de  là  que  la  droite  po- 
laire d'un  point  situé  sur  la  courbe  est  la  tangente  en  ce 
point. 

Toutes  les  courbes  polaires  du  point  (a/, y,  z')  seront 
tangentes  à  la  courbe  en  ce  point.  En  eflFet,  on  a  démontré 
(n"  60)  que  la  droite  polaire  du  point  relativement  à  la 
courbe  U  sera  aussi  la  droite  polaire  de  ce  point  par  rapport 
à  chacune  des  courbes  polaires;  or  (n*'  61)  les  coordonnées 
(x',  y,  z')  vérifient  l'équation  de  chacune  des  courbes  po- 
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laires;  donc,  d'après  ce  qu^on  a  démontré,  la  droite  polaire 
par  rapport  à  Tune  quelconque  d'entre  elles  coïncidera  avec 
la  tangente. 

65.  Les  points  de  contact  des  tangentes  menées  à  une 
courbe  par  un  point  quelconque  sont  situées  sur  la  pre- 
mière polaire  de  ce  point.  Ce  théorème  est  un  cas  particu- 
lier de  celui  qu'on  a  démontré  au  n^  61  ;  mais  on  peut  aussi 
rétablir  directement  de  la  même  manière.  On  a  montré  que 
l'équation  de  la  tangente  au  point  (^',J^,  5')  est 

^^;+ru;-^--u;  =  o; 

en  échangeant  entre  elles  les  lettres  accentuées  et  celles  qui 
n'ont  pas  d'accent,  nous  indiquons  que  les  coordonnées  du 
point  sur  la  tangente  sont  considérées  comme  connues  et 
que  celles  du  point  de  contact  ne  le  sont  pas;  et  nous  voj'ons 
que  ces  dernières  doivent  satisfaire  à  l'équation 

La  courbe  et  sa  première  polaire  se  coupent  évidemment  en 
n[n  —  i)  points,  et  comme,  en  chacun  de  ces  points  d'inter- 
section, les  équations  U=  o,  AU  =  o  seront  vérifiées,  nous 
voyons  que  d^un point  donné  on  peut  mener  n{n  —  i )  tan- 
gentes à  une  courbe  du  n*^»*  degré.  Ou  bien  encore  (  Sec^ 
lions  coniqueSy  n®  303)  le  degré  de  la  polaire  réciproque 
d^une  courbe  du  n*^'^^  degré  est  en  général  égal  à  n  {n —  i). 

66.  Si  cependant  la  courbe  a  un  point  double,  on  a  établi 
(n®  62)  que  la  première  polaire  d'un  point  donné  quelconque 
doit  passer  par  ce  point  double.  Le  point  double  (voir  la 
note  du  n^  4â)  compte  pour  deux  parmi  les  intersections  de 
la  courbe  avec  sa  première  polaire.  Toutefois  la  droite  qui 
joint  le  point  (x",  j^',  -z^)  au  point  double  n'est  pas  une  tan- 
gente dans  le  sens  ordinaire  du  mot,  quoiqu'elle  soit  com- 
piise  parmi  les  solutions  du   problème  que  nous  avons  dis* 
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eu  té  [à  savoir  :  mener  par(x^,  y,  ^  une  droite  qui  rencontre 
la  courbe  en  deux  points  coïncidents];  en  effet,  nous  avons 
montré  que  toute  droite  issue  d'un  point  double  doit  être 
considérée  comme  j  rencontrant  la  courbe  en  deux  points  qui 
coïncident.  Or  le  nombre  total  des  solutions  de  ce  problème 
étant  toujours  égal  à  /i(/i —  i)  (c'est-à-dire  au  nombre  des 
points  d'intersection  de  U  et  AU),  le  nombre  des  tangentes 
proprement  dites  qu'on  peut  mener  à  la  courbe  se  trouve 
diminué  de  deux  unités  par  cbaque  point  double  situé  sur  la 
courbe  ;  autrement  dit,  le  degré  de  la  polaire  réciproque 
d'une  courbe  du  /i'^'"^  degré  ayant  8  points  doubles  est 
n[n —  i) —  20. 

67.  Si  la  courbe  a  un  point  de  rebroussement,  nous  avons 
démontré  (n^6â)  que  non  seulement  la  première  polaire 
passe  par  ce  point,  mais  encore  qu'elle  a  pour  tangente  la 
tangente  au  point  de  rebroussement.  Par  conséquent  (  voir  la 
note  du  n^  42)  ce  point  de  rebroussement  compte  pour  trois 
unités  dans  le  nombre  des  intersections  de  la  courbe  avec  sa 
première  polaire,  et  le  nombre  des  intersections  qui  restent 
se  trouve  diminué  de  trois  unités  pour  chaque  point  de 
rebroussement  que  possède  la  courbe.  Donc  le  degré  de  la 
polaire  réciproque  d^une  courbe  ayant  8  points  doubles 
ordinaires  et  x  rebroussements  est 

n(n  — 1)  — 28  — 3x  (»). 


(*)  Suivant  Poncelet,  Waring  est  le  premier  qui  se  soit  occupé  de  cher- 
cher quel  nombre  de  tangentes  on  peut  mener  d'un  point  donné  à  une 
courbe  du  n'*"*  degré  {Miscellanea  analytica,  p.  100).  Il  fixa  ce  nombre 
à  n*  au  plus.  Poncelet  a  montré  {Annales  de  Gergonne,  tome  VIII,  p.  21 3) 
que  cette  limite  était  trop  élevée;  que  les  points  de  contact  se  trouvent  sur 
une  courbe  de  degré  (n  —  i)  et  que  leur  nombre  ne  peut  dépasser  n{n  —  i). 
Enfin  PlQcker  indiqua  des  cas  où  ce  nombre  est  moindre  que  n{n  —  i)  et 
expliqua  complètement  (comme  nous  le  ferons  plus  loin)  pourquoi  on 
ne  peut  mener  que  n  tangentes  à  la  réciproque  d'une  courbe  du  n'****  degré, 
quoique  cette  réciproque  soit,  en  général,  du  degré  n  {n  —  1). 
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68.  Les  mômes  principes  nous  permettraient  de  reconnaître 
quel  est  l'effet  d*un  point  multiple  d'ordre  supérieur  quel- 
conque sur  le  degré  de  la  polaire  réciproque.  Un  point  mul- 
tiple, de  Tordre  k^  serait  (n^62)  un  point  multiple  de  Tordre 
(A:—  i)  sur  la  première  polaire,  et  par  conséquent  le  nombre 
des  intersections  qui  resteraient,  et  par  suite  le  degré  de  la 
réciproque,  seraient  diminués  de  k[k  —  i)  unités. 

Nous  avons  montré  (n"*  40)  qu'un  point  multiple  de  Tordre  A: 
équivaut  k{k[k  —  i)  points  doubles,  et  que  chacun  d'eux 
diminuerait  de  deux  unités  le  degré  de  la  réciproque.  Le  ré- 
sultat auquel  nous  venons  d'arriver  peut  s'énoncer  ainsi  :  Un 
point  multiple  produit  sur  le  degré  de  la  réciproque  le 
mime  effet  que  le  nombre  équivalent  de  points  doubles. 
Ainsi,  en  général  (voir  le  n®  58),  pour  un  point  multiple 
équivalent  à  V  points  doubles,  x'  rebroussements,  t' tangentes 
doubles  et  inflexions,  le  degré  de  la  réciproque  se  trouve 
diminué  de  2  8'  -h  3  x'  unités. 

69.  Nous  avons  déjà  vu  que  la  droite  joignant  {a^^  y  y  z') 
et  (ûcf^y^z^)  rencontrera  la  courbe  en  deux  points  qui 
coïncideront  avec  (^,^,  ^')  si  U'  =  o  et  si  (x^y  y" ^  zf)  est 
choisi  de  manière  à  vérifier  Téquation 

a:'u;-t-/u;-+-5'u;=o. 

Mais  s'il  arrive  que  les  coordonnées  af^y^z'  satisfont  en 
même  temps  aux  trois  équations  U4  =0,112=  o,  Us  =  o, 
la  seconde  condition  a:^U', -hj^ Uj -f- z^'U',  =  o  sera  vé- 
rifiée quels  que  soient  o^,  y,  z!'.  Le  point  (a:',  j^,  z')  est  alors 
un  point  double  et  toute  droite  menée  par  ce  point  rencon- 
trera la  courbe  en  deux  points  coïncidents. 

Nous  voyons  ainsi  que  la  courbe  représentée  par  Téqua- 
tion générale  en  coordonnées  cartésiennes  ou  trilinéaires 
o'aura  de  points  doubles  que  si  les  coefficients  sont  liés 
par    une   certaine  relation.    En    effet,    les     trois    courbes 
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U|  =  o,  Ua  =  o,  Us  ==  o  n'auront  en  général  aucun  poîni 
commun,  et  par  conséquent  les  fonctions  Uf,  V±f  Us  ne 
pourront  toutes  s'annuler  en  même  temps.  Si  nous  élimi- 
nons x^yjZ  entre  ces  trois  équations,  nous  obtiendrons  une 
relation  entre  les  coefficients,  qui  sera  la  condition  pour  que 
ces  trois  polaires  se  coupent,  ou  pour  que  la  courbe  U  ait 
un  point  double.  Cette  condition  est  appelée  le  discriminctnt 
de  la  courbe.  Par  exemple  {Sections  coniques^  n**  â92),  nous 
avons  trouvé  le  discriminant  d'une  conique  en  éliminant 
^9  y 9  ^  entre  les  trois  équations 

ax  -h  hy  H-  ^5  =  o,     hx  -{-  by  -h/z  =  o,     gx  -h/y  -f-  cz  =  o, 

dont  chacune  doit  être  vérifiée  par  les  coordonnées  du  point 
double  si  la  courbe  en  a  un,  et  nous  avons  obtenu 

abc  -h  2^;^//  —  ap  —  bg*  —  ch^  =  o. 

En  général,  le  discriminant  sera  du  degré  Z(n  —  i)^  par 
rapport  aux  coefficients  de  l'équation  donnée  (voir  Al- 
gèbre  supérieure^  n**  76);  en  effet,  puisque  les  trois  équa- 
tions dérivées  sont  chacune  du  degré  n  —  i,  leur  résultante 
contiendra  les  coefficients  de  cAac£//ie  d'elles  au  degré  (n  —  i)^, 
et  les  coefficients  des  équations  dérivées  sont  chacune  du 
premier  degré  par  rapport  aux  coefficients  de  l'équation 
(voir  aussi  V Algèbre  supérieure^  n®  lOS). 

70.  Nous  pouvons  appliquer  ces  principes  à  l'examen  des 
conditions  qui  doivent  être  satisfaites  quand  la  première 
polaire  d'un  point  A,  {x\  y ^  2'),  a  un  point  double.  Diflé- 
reniions  l'équation 

et  employons  pour  représenter  les  dérivées  secondes  la  nota- 
lion  du  n^  59  ;  nous  vojons  que,  s'il  existe  un  point  double  B 
ses  coordonnées  doivent  satisfaire  aux  trois  équations 

ax'-hhy-\-gz'=Oy    hx'-hby'-hfz'=io,    gx'  -hjy'^cz' =0. 
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Ce  sonl  là  trois  relations  qui  lient  les  coordonnées  ^,y,  z' 
du  point  A  aux  coordonnées  or,  y^  z  du  point  double  B, 
doDt  a,  b,.  »•  sont  chacune  des  fonctions  du  degré  (n  —  2). 
Mais  si  nous  comparons  ces  équations  à  celles  que  nous 
avons  rappelées  dans  le  numéro  précédent,  nous  voyons 
qu  en  écrivant  la  conique  polaire  du  point  B  sous  la  forme 

ax-  -h  by^  -h  cz*  •+■  ^/yz  -f-  2gzx  -h  2hxy  =  o. 

ces  trois  relations  sont  exactement  les  conditions  qui  doivent 
être  remplies  pour  que  A  ou  (a/,  y,  z')  soit  un  point  double 
de  la  conique  polaire.  Nous  concluons  de  là  que,  si  la  pre- 
mière polaire  d'unpoint  quelconque  A  a  un  point  double  B, 
la  conique  polaire  de  B  a  un  point  double  A,  et  récipro- 
quement. 

Entre  les  trois  équations  ci-dessus,  nous  pouvons  éli- 
miner x^f  y,  5',  et  nous  obtenons  la  relation 

abc  ■+-  2/gh  —  «y  —  bg*  —  c/d*  ==  o, 

qui  doit  être  vérifiée  par  Xy  y,  z. 

Cette  équation  est  ainsi  le  lieu  du  point  B,  et  il  résulte  de 
ce  que  nous  avons  ditqu'on  peut  le  définir  comme  le  lieu  des 
points  qui  sont  des  points  doubles  sur  les  premières  courbes 
polaires,  ou  bien  comme  le  lieu  des  points  dont  les  coniques 
polaires  se  décomposent  en  deux  droites.  Puisque  les  quo- 
tients différentiels  du  second  ordre  a,  6,  c,...  sont  chacun 
du  degré  n  —  2  en  x,  ^,  z,  l'équation  qu'on  vient  d'écrire 
est  du  degré  3(/i —  2).  La  courbe  qu'elle  représente  a  des 
rapports  importants  avec  la  courbe  donnée,  dont  elle  est  un 
covariant  {Jllgèbre  supérieure,  n**  93).  On  l'appelle  la 
hessienne  de  U,  parce  qu'elle  a  été  étudiée  pour  la  première 
fois  par  Hesse. 

Si  nous  avions  éliminé  x^  y^  z  entre  les  trois  équations 
précédentes,  l'éqnation  résultante  en  o:',  y,  V  donnerait  le  Heu 
des  points  A;  on  peut  le  définir  soit  comme  le  lieu  des  points 
S.  —  Courbes  planes.  C 
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dont  la  première  polaire  a  un  point  double,  soit  comme  le 
lieu  des  points  qui  sont  des  points  doubles  sur  les  coniques 
polaires.  Nous  appellerons  ce  lieu  la  steinérienne  de  U,  parce 
qu'il  a  été  étudié  parle  géomètre  Steiner.  Pour  effectuer  réelle- 
ment Télimination  dans  un  cas  quelconque,  il  serait  nécessaire 
d'écrire  a,  6, .  • .  sous  forme  explicite  ;  mais  nous  pouvons  voir 
facilement  que  Téquation  résultante  est  du  degré  i{n  —  a)^, 
puisqu'elle  est  le  résultat  d'une  élimination  entre  trois  équa- 
tions, dont  chacune  est  du  degré  (n  —  a)  et  qui  contiennent 
chacune  Xy  y,  z  au  premier  degré. 

71.  Revenons  maintenant  à  Inéquation  A  =  o;  nous 
voyons  qu'elle  aura  trois  racines  [x  égales  à  zéro,  ou  que  la 
droite  en  question  rencontrera  la  courbe  en  trois  points 
coïncidents,  si  les  trois  conditions  U'  =  o,  AU'  =  o,  A*  U'  =  o 
sont  vérifiées.  Considérons  d'abord  le  cas  où  a^,  y,  z'  est  un 
point  double;  nous  avons  vu  qu'alors  U'  et  AU'  s'annulent 
quelles  que  soient  les  valeurs  dex^,  j^,  ^,  et  la  troisième  con- 
dition exprime  que  le  point  (^,  j^,  zf')  doit  être  sur  la 
conique  polaire  de  (a:',  y^  z').  Mais  il  est  évident  que  le 
point  {x"fy,  -s")  peut  être  un  point  quelconque  de  l'une  ou 
l'autre  des  deux  tangentes  au  point  double,  puisque  chacune 
d'elles  rencontre  la  courbe  en  trois  points  qui  coïncident.  Donc 
la  conique  polaire  de  {x'^y^  z')  doit  être  identique  avec  ces 
deux  droites,  ou,  en  d'autres  termes,  Téquation  du  couple  de 
tangentes  au  point  double  est  A^U'  =  o,  ou  bien 

a'jT*  -h  ù'y^  -4-  c'5*  -f-  2/'fz  -1-2^'  Z.V  -h  2  h'jry  =  o. 

Le  point  double  étant  un  des  points  dont  la  conique 
polaire  se  décompose  en  deux  droites,  comme  on  vient  de  le 
«iémontrer,  c'est  un  point  de  la  hessienne  et  nous  pouvons 
établir  directement  qu'il  satisfait  à  cette  équation.  En 
effet,  d'après  le  théorème  des  fonctions  homogènes  d'EuIer, 
les  trois  équations  U'^  =  o,  U'^  =  o,  U3  =  o,  qui  sont  vérifiées 
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pour  le  poînl  double,  peuvent  s'écrire 


o 


'a:'-hf/-^c'z'  —  o, 


cl,  en  éliminant  x' ,  ^,  V,  nous  voyons  que  l'équation  de  la 
hessicnne  est  satisfaite  pour  le  point  double. 

72.  Le  point  double  sera  un  rebroussement,  si  l'équa- 
lioD  qui  représente  les  deux  tangentes  est  un  carré  parfait, 
c'est-à-dire  si  bc  =/^,  ca  =  g^,  ab  =  h^.  Ces  trois  équations 
n'équivalent  qu'à  une  seule  condition  nouvelle,  car,  si  Tune 
quelconque  d'entre  elles  est  vérifiée  et  si  les  coordon- 
nées a:fj  y  y  z!  du  point  double  ont  des  grandeurs  finies  quel- 
conques, les  autres  doivent  aussi  être  satisfaites.  En  effet,  en 

résolvant  successivement  par  rapport  à  —,>  ^  chaque  couple 

des  équations  données  à  la  fin  du  Chapitre  précédent,  nous 
avons 

z'  ""  ab  —  A«  ~  ///—  b^:,'  "^  gh  —  a/ 

y gh  —  af  _^  ,/>  —  cil  __  cfl  —  .^*  ^ 

7'  "^  ab  —  /i«  ~"  /i/  —  bg  ■"  gh  —  a/' 

si  donc  ab^=^h^  et  si  aucun  des  rapports  n'est  infini,  le 
numérateur  et  le  dénominateur  de  chacune  de  ces  fractions 
doivent  s'annuler  en  même  temps. 

73.  L'origine  sera  un  point  triple,  si  tous  les  quotients 
différentiels  du  second  ordre  a,  6,  •  •  •  s'annulent,  car  A^  U'  est 
alors  nul  quels  que  soient  x" ^  y,  %^\  et  si  les  coefficients 
différentiels  du  second  ordre  s'évanouissent,  le  théorème  des 
fonctions  homogènes  montre  qu'il  en  est  de  même  pour  ceux 
du  premier  ordre  et  par  suite  pour  AU'.  Donc  toute  droite 
issue  de  x\  y,  x!  rencontrera  la  courbe  en  trois  •  points 


84  CHAPITRE    II. 

coïncidents,  et  il  est  évident  que  les  trois  tangentes  en  ce 
point  seront  données  par  Téquation  A*U'=  o. 

Il  n'y  a  aucune  difBculté  à  étendre  les  mêmes  considéra- 
tionsaux  points  multiples  d'ordre  supérieur.  Lepoint( a/,  jk',  z') 
est  un  point  multiple  de  Tordre  k,  si  les  coefficients  diffé- 
rentiels de  l'ordre  k  —  i  s'annulent  pour  ce  point,  et-  les 
tangentes  au  point  multiple  sont  données  par  l'équation 
A*U'=o. 

74.  Examinons  maintenant  dans  quel  cas  on  peut  mener 
une  droite  par  un  point  (^,  ^,  z')  d'une  courbe  (qui  ne  soit 
pas  un  point  double)  de  manière  qu'elle  rencontre  la  courbe 
en  trois  points  qui  coïncident  avec  (^,  y,  z')  ;  pour  fixer  les 
idées,  nous  pouvons,  dès  l'abord,  supposer  que  la  courbe  n'a 
pas  de  points  multiples.  Nous  avons  vu  (n®  71  )  que  tout  point 
d'une  pareille  droite  doit  satisfaire  aux  conditions  AU'  =  o, 
A»U'=o. 

La  première  de  ces  équations  indique  que  la  droite  doit 
coïncider  avec  la  tangente  en  (x\  y',  z')^  comme  cela  est 
évident  géométriquement;  la  seconde  exprime  que  tout 
point  de  la  droite  satisfait  à  l'équation  de  la  conique  polaire. 
L'équation  de  la  conique  polaire  A^U'  doit  donc,  dans 
ce  cas,  contenir  l'équation  de  la  droite  AU'  comme  facteur; 
par  conséquent,  le  point  (x',  y,  z')  doit  être  un  des  points 
dont  les  coniques  polaires  se  décomposent  en  facteurs,  autre- 
ment dit,  il  doit  être  un  point  de  la  hessienne  (n®  70).  El 
réciproquement,  tout  point  où  la  hessienne  rencontre  U  est 
un  point  où  l'on  peut  mener  une  droite  qui  rencontre  la 
courbe  en  trois  points  coïncidents  :  en  d'autres  termes,  c'est 
un  point  d'inflexion.  En  effet  (n**  64),  la  conique  polaire  de 
tout  point  de  U  est  tangente  à  U  en  ce  point;  et  si  le  point  esr 
également  situé  sur  la  hessienne  H  et  si,  par  conséquent,  la 
conique  polaire  se  décompose  en  deux  facteurs,  l'un  de  ces 
facteurs  doit  être  la  tangente  en  (^',y,  z').  Tout  point  de  la 
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tangente  satisfera  donc  aux  deux  conditions  AU'=o,  A*  U'=  o. 
II  en  résulte  alors  que  tout  point  d'intersection  des 
courbes  U,  H  sera  un  point  d'inflexion  sur  U,  et,  comme  H 
est  du  degré  3(/i  —  a),  une  courbe  du  degré  naen  générai 
3/i(/i —  2) points  d' inflexion. 

75.  Si  cependant  la  courbe  a  des  points  multiples,  le 
nombre  des  points  d'inflexion  subira  une  réduction.  Nous 
avons  déjà  fait  voir  (n^  71  )  que  tout  point  double  de  la  courbe 
est  un  point  de  la  hessienne  ;  nous  allons  démontrer  mainte* 
nant  qu'il  est  aussi  un  point  double  sur  cette  dernière  courbe, 
et  plus  généralement  que  tout  point  multiple  de  l'ordre  k  sur 
la  courbe  est  un  point  multiple  de  l'ordre  ik  —  4  ^^^^  ^^  hes- 
sienne. La  manière  la  plus  commode  d'établir  ce  théorème 
consiste  à  supposer  que  le  point  multiple  a  été  pris  pour 
origine  et  que,  par  conséquent,  l'équation  ne  contient  aucun 
terme  en  j:  et  ^  de  degré  inférieur  à  k.  Cherchons  quel  est 
le  degré  des  termes  du  degré  le  moins  élevé  en  x  et  jk  dans 
les  quotients  difi*érentiels  du  second  ordre  :  il  est  bien  clair 
que  partout  où  Ton  aura  difl(érentié  deux  fois  par  rapport  à 
X  ou  7,  l'ordre  des  termes  de  moindre  degré  sera  k  —  a  ;  que 
dans  les  expressions  difi<érentiées  une  seule  fois  par  rapport 
à  j;  ou  y,  et  une  seule  fois  par  rapport  à  Zj  l'ordre  sera 
^  —  i,  et  que  quand  les  deuxdifiérentiations  auront  été  faites 
par  rapport  à  Zj  l'ordre  sera  k  ;  on  voit  ainsi  que  les  ordres  des 
termes  où  le  degré  est  le  moins  élevé  seront  respectivement 

k — a,     k  —  a,     k,  k  —  i,     k  —  i,     k — a 

dansa,  i,  c,/,  ^,  A. 

En  combinantces  résultats,  nous  reconnaissons  que  l'ordre 
des  termes  du  degré  le  moins  élevé  dans  chaque  terme  de 

abc  •+-  '^fgh  —  a/*  —  bg'^  —  ch^ 
sera  3* —  4. 
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Mais  nous  disons,  de  plus,  que  toute  tangente  en  un  point 
multiple  de  U  sera  aussi  une  tangente  aupointmultiple  de  H. 
En  effet,  supposons  que  la  droite  ^  =  o  soit  une  tangente  à 
l'origine,  et  que,  par  suite  (n**  40),  les  termes  de  moindre 
degré  en  x  et  y  contiennent  tous  x  comme  facteur;  il  est 
clair  alors  que  x  entrera  aussi  comme  facteur  dans  les  termes 
de  moindre  degré  de  chacun  des  quotients  différentiels  du  se- 
cond ordre  où  il  n'y  a  pas  eu  de  différentiation  par  rapport 
à  x;  c'est-à-dire  quej;  figurera  comme  facteur  dans  6,  c  eif. 
Or  un  simple  examen  montre  que  chaque  terme  de 

abc  -h  '^fgh  —  ap  —  bg^  —  ch^ 
contient  ou  6,  ou  c,  ou  /  { *  ). 

76.  Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  calculer  de 
combien  d'unités  sera  diminué  le  nombre  des  points  d'in- 
flexion, quand  U  aura  des  points  multiples.  Si  U  a  un  point 
double,  celui-ci  sera  aussi  un  point  double  sur  H  et  les  deux 
tangentes  seront  communes  aux  deux  courbes;  mais  (voir  la 
note  du  n°  42)  quand  deux  courbes  ont  un  point  double  com- 
mun ainsi  que  les  tangentes  à  ce  point,  ce  dernier  compte 
pour  six  unités  dans  le  nombre  de  leurs  intersections.  Par 
conséquent,  le  nombre  des  intersections  de  U  et  H  distinctes 
du  point  double  sera  réduit  de  6,  et  nous  en  concluons  que, 
si  une  courbe  a  8  points  doubles,  le  nombre  de  ses  points 
d'inflexion  sera  3n(/2  —  a) —  68. 

D'une  manière  analogue,  si  U  a  un  point  multiple  d'ordre  k^ 
nous  avons  vu  qu'il  figurera  comme  point  multiple  de  l'ordre 
3A*  —  4  sur  H  et  que  ces  deux  courbes  auront  k  tangentes 
communes.  Le  point  multiple  comptera  donc  parmi  les  inter- 


(*)  Comme  exercice  utile  sur  le  n"*  56,  nous  recommandons  au  lecteur  de 
démontrer  que  la  hessienne  et  la  courbe  touchent  les  tangentes  de  côtés 
différents  (Glebscdi  Vorlesungenj  p.  3 25). 
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sections  pour 

A:(3A:  — 4)-hA:  =  6  xiA:(Ar  — i)  unités. 

Or,  nous  avons  vu  (n®  40)  que  le  point  multiple  en  question 
équivaut  à  ^k{k  —  i)  points  doubles;  donc  le  résultat  que 
nous  venons  de  trouver  peut  s'énoncer  comme  il  suit  :  Le 
point  multiple  a  exactement  le  même  effet,  pour  ce  qui 
regarde  la  réduction  du  nombre  des  points  d^inflexion, 
que  le  nombre  équivalent  de  points  doubles, 

77.  Le  cas  où  il  existe  un  rebroussemenl  sur  U  exige 
une  étude  spéciale.  Prenons  ce  point  pour  origine  et  suppo- 
sons que  x=^o  soit  la  tangente,  de  manière  à  mettre  Téqua- 
tion  sous  la  forme 

^«5«-«4-  Kj5«-»4_  . . .  =  o; 

nous  verrons  alors  que  les  ordres  des  termes  du  degré  le 
moins  élevé  dans  les  quotients  difierentiels  du  second  ordre 
sont  0,  I,  2,  2,  I,  I  respectivement.  En  effet,  les  termes  dont 
nous  avons  à  nous  occuper  sont 

a  =  3C«-»,       6=  ^Ç^5«-»,       C~(/l  —  2)(/l  — 3)JC«5'»    S 
Uj 

/=(,l-3)^5»-S       ^  =  2(71-2)075»-»,       h=.^^z"-K 

dy  ^     o  \  du;  cl  y 

Nous  trouverons  ainsi  que  l'ordre  des  termes  du  degré  le 
moins  élevé  dans 

abc  -f-  2/^A  —  a/*  —  bg^  —  cA' 

est  égala  trois  et  que  c'est  seulement  dans  les  termes  abc  et  b^- 
que  l'ordre  est  aussi  peu  élevé  ;  or  chacun  de  ces  termes  con- 
tient x*  comme  facteur.  Donc,  s'il  existe  un  point  de  rebrous- 
sement  sur  U,  ce  point  sera  un  point  triple  sur  H  et  deux 
des  tangentes  en  ce  point  triple  coïncideront  avec  la  tan- 
gente au  point  cuspidal.  Mais  quand  deux  courbes  ont  un 
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point  commuD,  double  sur  l'une  et  triple  sur  1  aocre,  ce  point 
compte  pour  six  intersections,  et  si,  de  plus,  deux  tangentes 
au  point  double  sont  aussi  tangentes  au  point  triple,  les 
courbes  ont  en  commun  deux  points  consécutifs  de  plus, 
et  par  conséquent  ce  point  compte  en  tout  pour  huit  inter- 
sections. Donc,  si  une  courbe  a  8  points  doubles  et  x  re- 
broussements,  le  nombre  de  ces  points  d'inflexion  sera  égal 
à  3/i(/i  —  2)  —  65  —  8x. 

78.  Nous  ferons  voir  plus  tard  comment  on  peut  faire  usage 
de  l'équation  A  =  o  pour  discuter  les  conditions  relatives  aux 
tangentes  doubles;  mais,  cette  recherche  étantun  peudifGcile, 
nous  la  laissons  de  côté  pour  le  moment.  Nous  allons  montrer 
actuellement  que  les  résultats  déjà  obtenus,  combinés  avec 
la  théorie  des  courbes  réciproques,  sont  suiTisanls  pour 
déterminer  indirectement  le  nombre  des  tangentes  doubles 
d'une  courbe  du  /i'*"*  ordre. 

L'équation  du  système  de  tangentes  que  l'on  peut  mener 
à  la  courbe  d'un  point  quelconque  (^,  J^,  2!)  peut  se  déduire 
de  l'équation  A  =  o  par  la  méthode  déjà  employée  {Sections 
coniques,  n^*  92,  294).  Un  point  quelconque  situé  sur  l'une 
de  ces  tangentes  jouit  évidemment  de  la  propriété  que  la 
droite  qui  le  joint  à  (j/,  y,  z')  rencontre  la  courbe  en  deux. 
|)oints  consécutifs,  et,  dans  ce  cas,  l'équation  A  =  o  aura  deux 
racines  égales.  Nous  formerons  donc  l'équation  du  système 
des  tangentes  en  égalant  à  zéro  le  discriminant  de  l'équation 
A  considérée  comme  une  forme  binaire  en  X,  p.. 

Supposons,  par  exemple,  que  U  soit  une  courbe  du  troi- 
sième ordre.  Alors  A  est 

X»U'-t-  XVA'H-  Xfi'A  -+-  fi»U  =0. 

Ici,  pour  abréger,  nous  avons  écrit  A'  et  A  à  la  place  de  AU' 
et  AU.  Le  discriminant  de  A  égalé  à  zéro  est 

(27UU'»4-4A''-l8AA'U')Ur=(A'»— 4AU')A». 
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U,  ^f  M  sont  respectivement  du  troisième,  du  deuxième  et  du 
premier  degré  en  Xy  y^  z;  et,  comme  l'équation  qui  précède 
est  du  sixième  degré,  on  voit  que  par  (j/,  y',  x!)  on  peut  me- 
ner six  tangentes  à  U,  comme  nous  le  savions  déjà. 

La  forme  de  l'équation  montre  qu'elle  représente  un  lieu 
tangent  à  U  aux  points  où  A  rencontre  cette  courbe.  Les 
autres  points  où  U  coupe  le  lieu  sont  situés  sur  la  courbe 
A'^— 4^U'=  o.  Donc, sid'unpointquelconque  on  mène  six 
tangentes  à  une  courbe  du  troisième  degré,  leurs  six  points 
de  contact  se  trouv^ent  sur  une  même  conique  \  =  o  et  les 
six  autres  points  où  ces  tangentes  rencontrent  à  nouveau  la 
courbe  sont  situés  sur  une  autre  conique  A'* —  4^U'  =  o; 
ces  deux  coniques  ont  évidemment  un  double  contact  aux 
points  ^=zOy  A' =  0. 

Si  2:',^,  z'  est  sur  la  courbe,  U'  est  égal  à  zéro,  A  se  réduit 
àX*A'-f-  XjjlA  +  [x^U  :  en  égalant  à  z  *ro  le  discriminant, nous 
ayons  pour  résultat- A^  =  4 A' U;  c'est  une  équation  du  qua- 
trième degré  en  xyz.  Donc,  par  un  point  d'une  courbe  du 
troisième  ordre,  on  ne  peut  en  général  mener  que  quatre 
tangentes  à  cette  courbe.  La  tangente  au  point  de  contact 
compte  par  le  fait  pour  deux  tangentes. 

79.  U  en  est  de  même  en  général.  Le  discriminant  de  A  ou 

lîe 

est  du  degré  /i  (/i  —  i  )  en  or,  j,  2  ;  il  est  {A  Igèbre  supérieure, 
n"lH)delaforme  A:U4-(A)^y;  ici  f  est  le  discriminant  de  A 
privée  de  son  premier  terme.  Donc  le  lieu  est  tangent  à  U  en 
>es  points  d'intersection  avec  A,  comme  il  est  évident  que 
cela  doit  être. 

Chacune  des  n{n  —  1  )  tangentes  rencontre  de  nouveau  la 
courbe  en  (/i  —  a)  points,  et  la  forme  du  discriminant  montre 
que  ces  n{n  —  i)  {n  —  2)  points  sont  situés  sur  une  courbe  y 
de  Tordre  (n  —  i  )  (/i  —  2).  De  plus  ^  est  lui-même  delà  forme 
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A^A  4-  (A^)^  ^.  Donc  les  deux  courbes  f  et  ^  sont  tangentes 
entre  elles  aux  points  où  la  première  et  la  seconde  polaire  de 
(a/,  y,  ^')  se  coupent. 

Écrivons  A  sous  la  forme  X^U'h-Tw""*  [xA'-h. . .,  nous 
voyons  que  le  discriminant  peut  aussi  se  mettre  sous  la  forme 
A:U'  +  (A')^ç  ;  donc,  si(a/,y,  z')  est  situé  sur  la  courbe  et  si 
par  suite  U'  =  o,  le  discriminant  contient  le  facteur  double 
(A')^;  autrement  dit,  le  système  des  tangentes  se  compose  de 
la  tangente  en  (a:', y,  «')  comptée  deux  fois  et  de  (/i^  —  n  —  a) 
autres  tangentes  représentées  par  Téquation  y  =  o.  De  même 
o  est  lui-même  de  la  forme  AA'4-(A'*)^^.  Si  alors  Torigine 
est  un  point  double  et,  par  conséquent,  si  non  seulement  U' 
est  nul,  mais  si  A'  est  aussi  égal  à  zéro,  cp,  qui  était  déjà  du  de- 
{^ré  [n^  —  n —  2),  contient  le  facteur  double  (A'^)*;  c'est-à-dire 
que,  parmi  les  n^ — n — a  tangentes,  figurent  les  deux  tan- 
gentes au  point  double^  comptées  chacune  deux  fois,  et  il  ne 
reste  par  conséquent  que  n^  —  n  —  6  autres  tangentes  repré- 
sentées par  ^  =  o.  Et  nous  pouvons  prouver  de  même  que  le 
nombre  des  tangentes  qu'on  peut  mener  d'un  point  multiple 
de  l'ordre  A:  est  n*  —  n  —  k{k  +  1). 

La  théorie  donnée  précédemment  sur  l'effet  des  points  muU 
tiples  relativement  au  nombre  des  tangentes  qu'on  peut  mener 
d'un  point  quelconque  à  une  courbe  nous  montre  que  le  dis- 
criminant de  A  (qui,  en  général,  représente  les  n  {n  —  i)  tan- 
gentes) contiendra  comme  facteurs  le  carré  de  la  droite  qui 
joint  {x'j  y,  z')  à  chaque  point  double  de  la  courbe,  le  cube  de 
la  droite  qui  le  réunit  à  chaque  rebroussement,  la  sixième 
puissance  delà  droite  qui  le  joint  à  chaque  point  triple,  el 
ainsi  de  suite. 

Section  VI.  —  Courbes  réciproques. 

80.  Nous  avons  yu  {Sections  coniques,  n**  305)  que  le  de- 
gré de  la  courbe  réciproque  est  toujours  le  même  que  la  classe 
de  la  courbe  donnée,  et  inversement.  Il  est  évident  aussi  qu'à 
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un  poin  t  double  sur  Tune  des  courbes  correspondra  une  langen  te 
double  sur  l'autre  ;  qu'à  un  point  stationnaire  de  Tune  corres* 
poDclraune  tangente  stationnaire  sur  l'autre;  et,  en  général, 
qu'à  un  point  multiple  de  Tordre  A:  correspondra  une  tangente 
multiple  de  même  ordre;  que  les  k  points  de  contact  de 
la  tangente  multiple  correspondront  aux  k  tangentes  du 
point  multiple;  et  que,  si  une  ou  plusieurs  de  ces  dernières 
coïncident  avec  d'autres  tangentes,  il  en  sera  de  même  pour 
les  points  de  contact  correspondants. 

81.  Nous  avons  vu  aussi  que  l'équation  générale  en  coor- 
données cai*tésiennes  ou  trilinéaires  représente  une  courbe  qui 
n'a  aucun  point  double  ou  multiple,  à  moins  que  certaines  con- 
ditions ne  soient  remplies.  En  effet,  les  abscisses  des  points  oii 
la  courbe  est  rencontrée  par  une  droite  j^=  ax  +  6  s'obtien- 
nent en  portant  dans  l'équation  de  la  courbe  la  valeur  de  y 
déduite  de  la  dernière  équation;  et  comme  nous  avons  deux 
constantes  arbitraires  a  et  b  dont  nous  pouvons  disposer, 
nous  pouvons  les  déterminer  de  telle  manière  que  l'équation 
résultante  satisfasse  à  deux  conditions  quelconques  à  notre 
choix.  Avec  une  seule  constante  à  notre  disposition,  nous 
pouvons  astreindre  Péquation  à  vérifier  une  seule  condition  : 
par  exemple,  à  avoir  un  couple  de  racines  égales.  Le  problème 
suivant  :  Étant  donné  a ,  déterminer  b  de  man  ière  q  ue  Véq  ua- 
tion  ait  deux  racines  égales,  n'est  autre  que  le  problème 
qui  consiste  à  mener  à  la  courbe  une  tangente  parallèle  à 
Y=zax,  Si  nous  pouvons  disposer  de  deux  constantes,  nous 
pourrons  imposer  à  l'équation  la  condition  d'avoir  deux 
couples  de  racines  égales,  ou  trois  racines  égales  entre  elles. 
Le  premier  cas  correspond  au  problème  des  tangentes  doubles, 
te  second  à  celui  des  tangentes  stationnaires  ou  des  points  d'in- 
flexion. Ainsiles  tangentes  doubles  et  stationnaires  peuven  t  être 
i-angées  parmi  les  singularités  ordinaires  d'une  courbe  dont 
l'équation  est  exprimée  en  coordonnées  ponctuelles*,  les  tan- 
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génies  et  points  multiples  d'ordre  supérieur  sont  des  singularités 
extraordinaires  qu'une  courbe  ne  possédera  que  pour  des  va- 
leurs spéciales  des  coefBcients  de  son  équation.  Mais  le  con- 
traire a  lieu  si  l'équation  est  exprimée  en  coordonnées  tan- 
gentielles.  Ainsi  la  courbe  représentée  par  l'équation  générale 
dans  ce  système  a  ordinairement  des  points  doubles,  station- 
naires,  cuspidaux,  mais  pas  de  tangentes  singulières.  Donc  les 
points  doubles  et  stationnaires  d'une  part,  les  tangentes  doubles 
et  stationnaires  d'autre  part,  peuventétre  rangés,  au  même  titre, 
parmi  les  singularités  ordinaires  des  courbes;  elles  sont  de 
telle  nature  que,  si  une  courbe  possède  l'une  de  ces  singula- 
rités, sa  polaire  réciproque  aura  l'autre. 

82.  Nous  représenterons  par 

m  le  degré  de  la  courbe  ; 

n  sa  classe; 

0   le  nombre  de  ses  points  doubles  ; 

T   le  nombre  de  ses  tangentes  doubles; 

X   le  nombre  de  ses  points  stationnaires  ; 

i   le  nombre  de  ses  tangentes  stationnaires. 

Les  nombres  correspondants  pour  la  courbe  réciproque 
s'obtiennent  en  échangeant  entre  eux  m  et  /i,  8  et  t,  i  et  x. 
Nous  avons  déjà  trouvé  (n"*  67,  77)  les  valeurs  de  n  et  de  i 
en  fonction  de  m,  S,  x;  par  conséquent,  la  courbe  réciproque 
nous  fournira  les  valeurs  de  m  et  x  en  fonction  de  n,  t,  i; 
et  de  ces  quatre  équations  (qui  équivalent,  comme  on  va  le 
voir,  à  trois  équations  seulement)  nous  pouvons  déduire  la 
valeur  de  t  exprimée  en  fonction  de  m,  8,  x,  et  celle  de  8  en 
fonction  de  /i,  t,  t.  Nous  obtenons  ainsi  les  six  équations  de 
Plûcker,  qui  sont  les  suivantes  : 

(0  n=zm*   — m    —  28  —  3x, 

(-i)  i  —  3m«  — 6/n  — 6<r  — 8x, 


PROPRIÉTÉS    GÉNÉRALES    DES    COURBES.  gS 

2z=zm{m — a)(wi*  — 9) 

(3)  — 2(m«— m  — 6)(a84-3x) 

4- 48(8  —  i) -Ma  8 x-h  9  x(x  —  i), 

(4)  m^=in}   — n    — 2t  —  3i, 

(5)  k  =:3/i*  — 6/1  — 6t  — 8t, 

I28=/l(/l  —  2)(/i* — 9) 
-2(/l«— /l— 6)(2T  — Si) 
-f-4T(x  — l)-hI2Tt-h9l(l  — l). 

Si,enlreleséquations(i)et(a),nous  éliminons  8, ou  bien  si 
entre  les  équations  (4)  et  (5)  nous  éliminons  t,  nous  arrivons 
dans  les  deux  cas  au  même  résultat 

(7)  i  — x  =  3(/i  — m). 

Ceci  démontre  que  nos  équations  sont  équivalentes  à  trois 
équations  seulement.  Ce  résultat  peut  aussi  s'écrire  sous  les 
formes  suivantes  : 

3/71  —  x=:3/i  —  i,     ou  bien     3  m -+- i  =  3 /i-h  x. 

Retranchons  membre  à  membre  les  équations  (i)e!  (4),  nous 

obtenons 

m*— 28  — 3x=:/i«---2T  — 3i 

el,  si  nous  remplaçons  (i  —  x)  par  sa  valeur  déduite  de  (7), 
nous  avons 

(8)  2(x  — 8)  =  (/i— m)(/i-hm  — 9). 

L'avant-dernière  équation,  où  l'on  remplace  n  et  i  ou  /;  et 
X  par  leurs  valeurs,  donne  les  équations  précédenleh  (3) 
et  (6). 

Des  équations  (7)  et  (8)  nous  déduisons  aussi 
<9)         im(/»-f-3)— 0  — 2x=|/i(/i-h3)  — T— 21, 

{\0)  i(/n  — l)(/n  — 2)— 8— .x:r:i|(/l  — l)(/l  — 2)  — T— t, 

(il)  rn} — 2  8  —  3x1=  «-—  2x  —  3i  =  m  -H /i. 
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Le  système  entier  de  ces  équations  équivaut  par  le  fait  à 
trois  équations  seulement;  étant  données  trois  quelconques 
des  six  quantités  m,  n,  S,  x,  t,  i,  nous  pouvons,  à  Taide  de  ce 
système,  déterminer  les  trois  quantitésVestantes;  par  exemple, 
connaissant  m,  8,  x,  nous  calculerons  n  par  (i),  i  par  (a)  ou 
plus  facilement  par  (7)  et  T  par  (3)  ou  plus  facilement  par  (8). 

Exemple,  —  Supposons  qu*on  nous  donne  m  =  6,  8=4,x=6;  alors, 
d'après  ( i ),  n  =  4  î  par  suite,  m  —  /i  =  2,  n  —  m  =  —  a;  donc 

(5)  t  —  X  =  6    ou     i  =  o, 

n-»-  m  —  9  =  I  ;     par  suite    t  —  5  =  —  i ,     donc  t  =  3. 

83.  Quand  une  courbe  est  donnée,  sa  réciproque  est  déter- 
minée par  là-méme;  il  est  donc  évident  que  le  même  nombre 
de  conditions  doit  suffire  pour  déterminer  chacune  d'elles. 
Sa  voir  qu^une  courbe  a  S  points  doubles  équivaut  à  S  condition  s . 
Par  exemple,  une  conique  est  déterminée  par  cinq  conditions  ; 
mais  si  elle  a  un  point  double,  c^est-à-dire  si  elle  se  réduit 
à  un  système  de  deux  droites,  elle  est  déterminée  au  moven 
de  quatre  conditions  seulement,  par  exemple  au  moyen  de 
deux  points  situés  sur  chacune  des  droites.  De  même,  quand 
on  sait  qu'une  courbe  a  un  point  de  rebroussement,  ceci 
(^uivaut  à  deux  conditions.  Donc  (n®S7)  une  courbe  du  /?i**"»* 
degré  avec  S  points  doubles  et  x  rebroussement  s  est  déter- 
minée par  \  m{m  +  3)  —  8  —  ax  conditions  et  sa  réciproque 
par  i  n(n  +  3)  —  t  —  21  conditions.  Et  Téquation  précédente 
(9)  montre  qu'en  effet  ces  deux  nombres  sont  égaux. 

L'équation (10)  trouvée  ci-dessus  démontre  que  ladéficience 
ou  le  genre  (n®  44)  est  le  même  pour  une  courbe  et  sa  réci- 
proque. Dans  un  prochain  Chapitre  nous  ferons  voir  que  cette 
proposition  est  vraie  pour  toutes  les  courbes  dérivées  les  unes 
des  autres,  de  telle  manière  qu*à  un  point  de  Tune  il  ne  cor- 
responde qu'un  seul  point  ou  une  seule  tangente  de  l'autre. 

Si  (avec  M.  Cayley)  nous  posons 

3/n-4-t=:3/i-}-x=za, 
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nous  pourrons  tout  exprimer  au  moyen  de  (m,  /i,  a)  et  nous 

aurons 

xr=  a —  3/1, 

t  =  «  —  3  m, 

a8  =  /n*  —  m-i-8/i  —  3«, 

2T  =  /i»  — n  4-8/n  — 3a. 

Dans  le  Chapitre  suivant,  nous  apprendrons  ce  que  sîgniGe 
Téquation  (ii). 
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CHAPITRE  III. 

ENVELOPPES. 


84.  Si  une  courbe  dépend  d'une  manière  quelconque  d'un 
seul  paramètre  variable,  de  telle  sorte  qu'en  donnant  à  ce 
paramètre  une  suite  de  valeurs  nous  ayons  une  suite  de 
courbes,  toutes  ces  courbes  sont  tangentes  à  une  certaine 
courbe  qu'on  appelle  Venveloppe  du  système.  Chaque  courbe 
est  coupée  par  la  courbe  consécutive  en  un  certain  nombre 
de  points  qui  dépendent  du  paramètre,  et  le  lieu  de  ces 
points  est  l'enveloppe.  (Voir  Sections  coniques,  ti?  283  . . ., 
où  le  problème  des  enveloppes  a  été  traité  dans  le  cas  où  la 
courbe  variable  est  une  ligne  droite.)  Analytlquement,  l'équa-  . 
tion  de  la  courbe  peut  contenir  un  seul  paramètre  variable, 
ou  bien  elle  peut  en  renfermer  deux  ou  plusieurs  liés  par  une 
ou  plusieurs  équations,  de  manière  qu'il  ne  subsiste  effecti- 
vement qu'un  seul  paramètre  réellement  variable.  Ces  deux 
cas  sont  essentiellement  équivalents  -,  toutefois  il  est  souvent 
avantageux  de  traiter  le  second  d'une  manière  diffét^ente,  en 
faisant  usage  de  la  méthode  de  multiplicateurs  indéterminés 
que  nous  allons  exposer.  La  forme  sous  laquelle  le  second  cas 
se  présente  le  plus  fréquemment  est  celle  où  l'équation  d'une 
courbe  contient  les  coordonnées  d'un  point  variable,  astreint 
lui-même  à  se  mouvoir  sur  une  courbe  déterminée;  ou,  en 
d'autres  termes,  c'est  le  cas  où  la  courbe  variable  dépend 
d'un  point  paramétrique  qui  se  meut  sur  une  courbe  para- 
métrique donnée.  Par  exemple,  on  a  montré  (Sections  coni- 
ques, n°  321)  que  le  problème  consistant  à  former  la  polaire 
réciproque  d'une  courbe  donnée  par  rapport  à  x^  +y^  -+-  z^ 
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est  le  même  que  celui  où  il  s'agit  de  trouver  l'enveloppe  de 
a  P  -H  PjK  4-  yXf  «>  P)  Y  ^^vant  vérifier  l'équation  de  la  courbe 
donnée.  Ici  l'équation  de  la  droite  variable  contient  les  deux 
paramètres  variables  cl  :  ^,  ^  :  ^^  et  ces  deux  rapports  sont 
liés  par  l'équation  de  la  courbe  donnée. 

85.  Supposons  d'abord  que  l'équation  de  la  courbe,  que 
nous  représenterons  par  T  =  o,  ne  contienne  qu'un  seul  para- 
mètre variable  t.  Les  courbes  qui  correspondent  aux  valeurs 
consécutives  t,  t-\-dt  peuvent  être  représentées  par  les  équa- 
tions T  =  G,  T|  =  o.  Ces  équations,  ou  les  équations  équi- 
valentes T  =  o,  T|  —  T  =  o,  déterminent  par  conséquent  les 
coordonnées  des  points  d'intersection  des  deux  courbes  con- 
sécutives. Nous  avons 

T,  =  T  -^-dtTdt-^-  ... 
ou  bien 

Ici;  dt  étant  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  les  termes 
qui  suivent  le  premier  peuvent  être  négligés.  Les  équations 
deviennent  alors  T  =  o,  rfT  =  o;  elles  déterminent  un  sys- 
tème de  points  qui  dépendent  du  paramètre  t  ;  si  donc  nous 
éliminons  t  entre  ces  équations,  nous  obtiendrons  l'équation 
du  lieu  de  tous  les  points  d'intersection  des  courbes  consé- 
cutives du  système,  c'est-à-dire  l'équation  de  l'enveloppe. 

Un  cas  important  à  considérer  est  celui  où  l'équation  est 
une  fonction  rationnelle  de  t\  nous  pouvons  alors,  sans  nuire 
à  la  généralité,  prendre  pour  T  une  fonction  entière  en  même 
temps  que  rationnelle  par  rapport  à  /,  et  le  procédé  qu'on 
vient  d'indiquer  pour  trouver  l'équation  de  l'enveloppe  revient 
à  former  le  discriminant  de  T  considéré  comme  fonction  de  t 
et  à  l'égalera  zéro.  Par  exemple,  si  a,b^  c^  ...  sont  des  fonc- 
tions quelconques  des  coordonnées,  et  si  T  est  l'expression 

I  .2 

S.  —  Courbes  planes,  ^ 
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les  équations  de  Tenveloppe  pour  les  cas  qui  se  reDcontrenl 
le  plus  souvent,  à  savoir  n  =  2,  3  et  4»  sont  respectivement 
(Alg.  Slip.,  n~  193,  195,  207) 

(0  ac  — 6*=:o, 

(3)  a*t/«  -h  4  ac'  H-  4  b'^d  —  Ç^abcd—Zb^c^ziiio, 

(4)  (ac  —^bd-^  3c*)»  —  27 (ace  -^  2 bcd-^ad^—b-e  — r*)'— o. 

Prenons  la  dernière  de  ces  équations  et  supposons  que 
nous  voulions  connaître  son  ordre  en  fonction  des  coor- 
données et  que  nous  sachions  d^avance  à  quel  degré  elles 
figurent  dans  6,  a, ...  ;  il  sera  alors  utile  de  nous  rappeler  que, 
lorsque  Téqualion  est  développée,  les  termes  contenant 
c^  et  c*  bd  peuvent  se  réduire,  en  sorte  qu'il  pourra  arriver 
que  Tordre  de  l'enveloppe  soit  moindre  que  celui  de  Tun  des 
deuK  termes  qui  constituent  l'équation  ci-dessus. 

Si  nous  introduisons  dans  T  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  et  si  nous  résolvons  l'équation  résultante  par 
rapport  à  ty 

nous  aurons  évidemment  n  solutions;  autrement  dit,  le 
système  des  courbes  représenté  par  T  est  de  telle  nature  que 
Ton  peut  déterminer  n  d'entre  elles  de  manière  qu'elles  pas- 
sent par  un  point  fixe  ;  et,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  il  est 
clair  que,  si  le  point  fixe  est  sur  l'enveloppe,  deux  de  ces 
courbes   coïncideront. 

Le  cas  où  T  dépend  d'un  point  paramétrique  peut  se  rame- 
ner au  cas  qu'on  vient  déconsidérer,  si  la  courbe  paramétrique 
est  une  droite,  une  conique  ou  une  autre  courbe  unicursale; 
en  effet  (n®  44),  les  coordonnées  du  point  paramétrique 
peuvent  s'exprimer  sous  forme  de  fonctions  rationnelles  d'un 
paramètre. 

Exemple  i.  ^~  Trouver  l'enveloppe  de  af^àz  btP  -^  c  =  o;  ici, 
comme  dans  les  autres  exemples,  nous  supposons  que  a,  b,. , .  sont 
dei  fonctions  quelconques  des  coordonnées. 
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(Combinons   l'équation   donnée  avec  sa  dérivée  par  rapport  à  /; 
nous  avons 

naf^-P-^-pb  =  o,     (/i  ^p)btP  -h  ne  =  o, 

et,  en  éliminant  t,  nous  obtenons 

n'^aPC^-PûzpP^n  — /?)'«-pJ  ft»  =  o. 

Nous  devons  ici  prendre  le  signe  +  quand  n  est  impair  et  le  signe  -^ 
qaand  il  est  pair. 

Exemple   2.  —   Trouver  Venveloppe  de  a  cos'»6 -+- ^sin^O  =  c, 
0  étant  le  paramètre. 

Nous  avons 

-  dsT  —  —  a cos*»-*  0  sin  6  -h  ^  sin"-* 6 cos 6  =  o, 
n    " 

d'où 
langO  =    ^ — ,    cos 


-^—    —      /Ti: — j:  I  -?- jlz 

Portons  ces  valeurs  dans  l'équation  trigonométrique  connue  et  efl'ec- 
tuons  les  réductions,  nous  trouvons  pour  l'équation  de  l'enveloppe 

« t  «_ 

En  particulier  (Sections  coniques,  n**  283),  l'enveloppe  de 

acosO  -t   b  sinO  -  c 
est  a'H-  6*  =  c*.  Réciproquement,  toute  tangente  à  la  courbe 

xffi  -^  jr'n  ---  c'" 
peut  s'exprimer  sous  la  forme 

arcos     '"     6-f-^sin     '"     0  =  c 
et  les  coordonnées  du  point  de  contact  sont 

se  —  c  cos'"  8,    y  =  c  sin  '''  0. 

On  aurait  pu  présentée  cet  exemple  comme  un  de  ceux  où  une  en- 
veloppe dépend  d'an  point  paramétrique  situé  sur  une  courbe  uni- 
carsale.  En  effet,  si  nous  pospDS  cos 6  =  a,  sin 6  =s  ^,  les  quantités  a, 
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P  sont  alors  les  coordonnées  d'un  point  situé  sur  le  cercle  a*  +  p<  =  i 
et,  comme,  le  cercle  est  une  courbe  unicursale,  ces  coordonnées 
peuvent  s'exprimer  rationnellement  en  fonction  d'un  paramétre. 

Par  exemple,  si  t  est  égal  à  cos  0  +  i  sin  0,  nous  pouvons  rem- 
placer :!t  ou  cos  6  par  «(^H —  jetpousinO  par  — .  (  '  —  -  )  •  Si  nous 
prenons  comme  exemple  l'équation  aoL-\-  b^  =  c,  elle  devient 

(a  — 6i)  «*— ac<-+-(a-h  ftt)  =  o, 
et  son  enveloppe,  déterminée  comme  on  l'a  dit  plus  haut,  est 
{a-^-bi){a  —  ôt)  =  c*     ou     a*  H- ft*  =  c*. 

Si  nous  voulions  éviter  les  imaginaires,  nous  pourrions  poser 
tang7Ô  =  t  et  (comme  dans  les  Sections  coniques,  n**  283)  expri- 
mer costt  et  sinO  rationnellement  en  fonction  de  t. 

Exemple  3.  —  Supposons  que  la  courbe  soit 

acos26H-  6sin20  -+-  c  cos6  -^  rfsinO  -4-^  =  0. 

Posons  /  =  cos 6  -+-  tsinO  :  cette  équation  devient 

ou  bien 

(a  —  bi)  <*  -f-  (c  —  di)  <»  -¥■  aet»  -H  (c  -t-  di)  «  -h  (a  -H  bi)  =  o. 

Et  en  appliquant  ici  la  formule  donnée  précédemment  pour  le  dis- 
criminant d'une  forme  du  quatrième  degré  dont  les  termes  sont 
affectés  des  coefficients  du  binôme,  nous  aurons 

[at  ^  6«  -  i  (c*  -h  rf«)  +  i  e«  ]>  =  27  [i  («*  -^  *')  «  -^  ïV  (c*  -+-  rf*)  « 

ou,  en  chassant  les  dénominateurs, 

[i2(a*  -h  6«)  —  3(c«-t-  rf«)  -4-  4  «M*  =  [7î»{«'  +  *«)  <5-H  9  (^'  ■+-  ^^') « 

—  a7a{cï— rf«)  — 54^crf— 8«'J«. 

Ici  encore  il  est  utile  de  remarquer  que  le  résultat  développé  ne  con- 
tiendra aucun  des  termes  «•,  (c*  -h  rf*)e*. 

ExEMPUt^.  —  Trouver  V enveloppe  des  cordes  de  courbure  des 
points  4fW^  conique» 


-f  %e 
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L'équation  de  la  corde  est  (Sections  coniques,  n*  244,  £x.  1) 

-  cos  a  —  X  sin  a  =  cos  2  a  ; 
a  o 

son  enveloppe  esr  donc 

,  (S-?.-')'*-'(S-«)'=»- 

E\EiiPLE  O.  —  Trouver  Véquation  de  la  courbe  parallèle  à  une 
conique,  c'est-à-dire  de  la  courbe  obtenue  enportant  sur  chaque 
normale  à  la  conique,  et  à  partir  de  cette  courbe,  une  longueur 
constante  égale  à  r. 

On  a  déjà  résolu  ce  problème  (Sections  coniques ^  n^  372|  Ex.  2) 
en  considérant  la  courbe  parallèle  comme  le  lieu  du  centre  d*un 
cercle  de  rayon  constant  tangent  à  la  conique  donnée.  Mais  il  est 
facile  de  voir  que  la  courbe  en  question  peut  aussi  être  considérée 
comme  Tenveloppe  d*un  cercle  de  rayon  constant  dont  le  centre  se 
meut  sur  la  conique  donnée;  autrement  dit,  nous  aurons  à  chercher 
l'enveloppe  de 

(a:  — a)iH-(j  — P)t  — r^  =  o, 

quand  le  point  paramétrique  est  situé  sur  la  conique;  et  comme  cette 
dernière  courbe  est  unicursale,  le  problème  se  ramène  au  cas  qu'on  a 
déjà  discuté.  Supposons  que  Téq nation  de  la  conique  soit 

X*       y* 

et  remplaçons  a  par  a  cos 6,  ^  par  6  sinO  ;  Téquation 

««  -+-  p«  —  aaa?  —  2  P^  -r-  ar*  -4-^*  —  r*  =  o 
devient 
(a* — 6*)cos26— 4ad?co59  — 46/8in6-4-2(j7*-l-j'*)-»-a*-f-6* — r*  =  0. 

Celte  forme  se  trouve  comprise  dans  le  cas  traité  dans  le  dernier 
exemple;  en  procédant  d'une  manière  analogue,  nous  obtiendrions 
un  résultat  dont  le  développement  est  identique  avec  celui  qui  a  été 
donné  dans  les  Sections  coniques,  n**  372. 

86.  II  convient  d^étudier plus  attentivement  le  cas  où  T  est 
une  fonction  algébrique  par  rapport  à  /,  et  où  cette  exprès- 
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sion  renferme  les  coordonnées  courantes  au  premier  deg^ré  de 
manière  à  représenter  une  ligne  droite  ;  il  s^agira  donc  dans 
ce  cas  de  trouver  Tenveloppe  de 

a/"  ■+-  nfW^-^  -h. . . , 

où  a,  b,  Cf  ,  •  •  sont  des  expressions  linéaires  par  rapport 
aux  coordonnées.  Dans  ce  cas,  Tenveloppe  est  évidemment 
une  courbe  de  la  n^  "•  classe,  puisque  (n®85)  on  peut,  par 
un  point  pris  arbitrairement,  lui  mener  n  tangentes;  et, 
comme  le  discriminant  de  ar  +  . . .  est  de  l'ordre  2  (ai  —  1  ) 
par  rapport  aux  coefTicients  a,  6,  ...  {Alg.sup.,  n**  105; 
qui  contiennent  chacun  les  coordonnées  au  premier  degré, 
l'ordre  de  l'enveloppe  est  2(71 —  1).  On  peut  obtenir  facile- 
ment deux  autres  caractéristiques  de  l'enveloppe.  Ordinai- 
rement elle  n'a  pas  de  points  d'inflexion  ;  car,  en  un  pareil 
point,  deux  tangentes  consécutives  coïncident,  et  par  suite 
T  =  oet€/fT=odoiventreprésenterlamémedroite.  Mais,  pour 
que  deux  équations  linéaires  puissent  représenter  la  même 
droite,  elles  doivent  satisfaire  à  deux  conditions;  et  il  ne 
sera  pas  possible,  en  général,  de  déterminer  le  paramètre 
unique  t  dont  nous  disposons  de  manière  à  vérifier  ces  deux 
conditions  en  même  temps. 

Le  nombre  des  points  de  rebroussement  de  l'enveloppe 
est  3(/i  —  2).  De  même  que  la  tangente  en  un  point  d'in- 
flexion d'une  courbe  contient  trois  points  consécutifs,  de 
môme  réciproquement  un  point  de  rebroussement  est  le  point 
d'intersection  de  trois  tangentes  consécutives.  Donc,  pour 
un  point  de  rebroussement  de  Penveloppe,  les  trois  équations 
ï=  o,  diT  =  0,  rf^T=  oseront  vérifiées  en  même  temps;  on 
peut  facilement  ramener  ces  conditions  aux  suivantes  : 

Tn  =  a/«-»-i-(/i  — 2)6/«-»-h4(/i--2)(/i  — 3)c/»-*4-  .  ..  =0, 
Ti,  =  6/*-*  -h  (n  —  2)  c/«-'  -hi  (n  —  2)(/i  —  3)é/^«-*  +  . . .  =0, 
Tj,  =  ct"-^ -H  (/i  —  2)^/»-' -^  ; (/i  —  2)(/i  —  3)e/'*-*  4-  . . .  =0, 
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T,nTi3,  Tas  étant  les  trois  quotients  difTérentiels  du  second 
ordre  de  T  considéré  comme  une  forme  binaire  rendue  ho- 
mogène par  rintroduction  d'une  seconde  variable.  Si  entre 
ces  équations  nous  éliminons  maintenant  x  ety  qui  entrent 
au  premier  degré  dans  chacune  d'elles,  l'équation  résultante 
en  t  sera  du  degré  3(/i  —  a).  Si  nous  écrivons  T  sous  l;i 
forme  xV  -+•  y\  -+-  z  W,  les  quantités  U,  V,  W  ne  contenant 
que  t  et  des  constantes,  nous  avons  évidemment  le  détermî< 
nant 

Un     Vh     W„ 

Un     V„     W.,      =o, 

u„  v„  w„ 

qui  nous  donnera  les  valeurs  de  t  correspondant  aux  3(/i —  a) 
points  de  rebroussement. 

Le  problème  qui  a  pour  objet  de  trouver  le  nombre  dr 
points  doubles  de  l'enveloppe  est  le  même  que  celui  où  il 
s'agit  de  déterminer  l'ordre  du  système  de  conditions  pour 
que  T  ait  deux  couples  distincts  de  racines  égales  {Alg.  sup-y 
n^  264)  et  le  problème  où  l'on  cherche  le  nombre  de  tangentes 
doubles  revient  à  celui  où  il  faut  trouver  l'ordre  du  système 
de  conditions  pour  que  T  représente  la  même  droite  pour 
des  valeurs  différentes  de  t\  en  d'autres  termes,  il  s'agit  de 
déterminer  de  combien  de  manières  nous  pourrons  trouver 
an  couple  de  valeurs  ^,  if^  qui  nous  donnent  l'égalité  de  rap- 
ports 

U':  V:  W'=:U^  v  :W^ 

Mais  nous  n'avons  pas  besoin  de  traiter  ces  problèmes  di- 
rectement, puisque  les  équations  de  Plucker  (n^  82)  nous 
(oumissent  déjà  plus  de  conditions  qu'il  n'en  faut  pour  déter- 
miner 8  et  T.  Si  donc  nous  écrivons  dans  ces  équations  que 
a(/i  —  i)  et  n  sont  l'ordre  et  la  classe  de  la  courbe  en  ques- 
tion et  si  nous  y  faisons  i=  o,  nous  trouvons 

x=i3(/i-2),     8  =  2(n  — 2)(/i  — 3),     T  =  i(n  — i)(/i  — 2). 
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87.  Considérons  mainlenant  le  cas  où  Téquation  renferme 
^  paramètres  liés  par  k —  i  équations.  Pour  fixer  les  idées, 
supposons  qu'il  s'agisse  de  l'équation  U  =  o,  contenant  les 
trois  paramètres  a,  p,  y  liés  entre  eux  par  les  deux  équa- 
tions V  =  o,  W  =  o.  Nous  pouvons,  si  nous  voulons,  regar- 
der p  et  Y  comme  des  fonctions  de  a,  définies  par  ces  deux 
équations  V  =  o,  W  =  o.  Le  procédé,  dans  sa  forme  origi- 
nale, consisterait  donc  à  éliminer  a  entre  les  équations  don- 
nées et 

t/U       d{}  d^       d[]  dy 
da         ap   doL        d^  da. 

.  d^       dy 
Ici  77"  et  ^  sont  des  fonctions  de  a  définies  par  les  équa- 
tions 


rfV       dV 

'di  "^rfp 

d? 
di 

d\ 

doL          ■ 

dW      dW 
da     '     rf? 

d^ 
doi 

rfW 

^  d, 

doL 

Ces  trois  équations  nous  donnent  ^  =  o,  où 


dV 

da. 

dV 

d? 

dU 

df 

v  = 

d\ 
dx 

d\ 

d? 

df 

— 

dW 

rfa 

rfW 

dp 

rfW 
df 

O, 


et  nous  aurons  le  résultat  final  en  éliminant  a,  ^,  y  entre 
U  =  o,  V  =  o,  W=  o,  V  =  o.  Mais  \7  =  o  est  évidemment 
le  résultat  de  l'élimination  de  X,  pi  entre  les  équations 


H- 

-+- 

dW 

^  d. 

=  0y 

dV 

d<^ 

+ 

-+- 

dW 

''  -d? 

=  0, 

d\] 

d-f 

-f- 

^'d 

df 

-+- 

^d, 

=  o, 
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de  sorte  que  le  résultat  cherché  peut  s'obtenir  en  éliminant 
a,  p,  Y,  \  [X  entre  ces  trois  dernières  équations  et  celles 
qu'on  a  données  tout  d'abord.  C'est  la  méthode  dite  des 
multiplicateurs   indéterminés  à  laquelle   on  a  fait  allusion 

(n'>84). 

88.  Le  cas  où  U  est  homogène  par  rapport  k  k  -{-  i  para- 
mètres liés  par  A: —  i  autres  équations  homogènes  présente  une 
certaine  importance.  U  se  ramène  en  réalité  au  cas  précé- 
dent, puisque  les  /:  +  i  paramètres  peuvent  être  rempla- 
cés par  les  rapports  que  l'un  quelconque  d'entre  eux  forme 
avec  les  k  autres.  Mais  il  est  plus  symétrique  de  garder 
toutes  les  A:  +  i  équations  que  fournit  la  méthode  des 
multiplicateurs  indéterminés  ;  en  vertu  du  théorème  des 
équations  homogènes,  ces  équations  sont  liées  par  une 
relation  qui  les  rend  réellement  équivalentes  à  k  équa- 
tions seulement.  Supposons,  par  exemple,  que  U  soit  une 
fonction  homogène  des  coordonnées  a,  p,  y  d'un  point  para- 
métrique qui  se  meut  sur  la  courbe  paramétrique  V  =  o  ; 
outre  les  deux  équations  primitives,  la  méthode  des  multi- 
plicateurs indéterminés  nous  donne 

dU      ^  dW  dV      ^  d\  dV       ,  dW 

j — *"  ^  j~  =^  o,     --77,  -H  ^  -r^  =0,      -,—  =z  A  -T-  =  o. 

du  d%  d^  dp  d^  d^ 

Mais  ces  trois  dernières  équations  n'équivalent  réellement 
qu'à  deux,  puisqu'en  les  multipliant  respectivement  par 
ï,  P,  Y  nous  aurons  mU4-X/iV  =  o,  et  cette  relation 
résulte  implicitement  des  équations  U=o,V  =  o.  Nous 
avons  ainsi  quatre  équations  ;  en  raison  de  leur  homogénéité, 
nous  pouvons  éliminer  entre  elles  les  quatre  quantités 
*î  ?i  Y,  y^  et  obtenir  de  cette  manière  l'équation  de  l'enveloppe, 

ExBUPLB.  Trouver  l'enveloppe  de 

U  =  (Aa)'» -+-(Bp)'» -4- (  Cy)"»  =  o, 
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a,  p,  Y  étant  liés  par  la  relation 

V  =  (aa)»-i-(6?)''-f.(cv)«. 

La  méthode  des  multiplicateurs  indéterminés  nous  donne 

tn  A'"  a"*-'  -^  X  na*^  ««-»  =  o, 
m  B"»  P'«-i  H-  X  /i6»  P"-»  =  o, 
m  C"»  Y'"~*  -»-  ^  '^c"  Y*~'  =  ^> 

Pour  abréger  posons  —  =  — p.'»-'»,  il  vienl 

Portons  ces  valeurs  dans  U,  et  nous  avons  l'équation  de  Tenve- 
loppe  cherchée, 

mn  ma  _m  u 

(à)      +(b)      -^(c)      =- 

89.  M.  Cayley  a  considéré  le  cas  où  il  s'agit  d'une 
courbe  U  =  o  dont  l'équation  contient  deux  ou  plusieurs 
paramètres  indépendants.  Supposons,  par  exemple,  qu'il  y 
ait  deux  paramètres  a  et  [3;  éliminons  ces  quantités  entre  les 
équations 

^U         cm 

U-.0,     _^o,  ^--o, 

et  nous  aurons  l'équation  d'une  enveloppe.  Mais  remarquons 
qu'entre  ces  mêmes  équations  nous  pouvons  éliminer  les 
coordonnées  [^^y)  et  que  les  équations  impliquent  ainsi 
une  relation  ^(a,  ^)  =  o  entre  les  paramètres.  Ceci  nous 
donne  dans  le  double  système  de  courbes  U  =  o  un  seul  sys- 
tème où  les  paramètres  vérifient  cette  relation.  Si  nous  pre- 
nons une  courbe  quelconque  du  système  double  et  la  courbe 
consécutive  qui  correspond  aux  valeurs  a  +  rfa,  p  +  rfp  des 
paramètres,  ces  deux  courbes  se  couperont  suivant  un  sys- 
tème de  points   qui  dépendra  en  général  de  la  valeur    du 
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rapport  d^  :  da.  des  accroissements  infiniment  petits  des 
paramètres.  Mais,  si  la  courbe  appartient  au  système  simple, 
le  système  de  points  sera  indépendant  du  rapport  en  ques- 
tion; les  coordonnées  des  points  d'intersection  vérifieront  les 

équations  U  =  o,  -r-=  o,  -tô  =  o  et  conséquemment  1  équa- 
tion U  4-  -j—  doL  4-  -Tq-  rf^  =  o,  quelle  que  soit  la  valeur  du  rap- 
port d^  :  doL.  Et  nous  voyons  ainsi  qu^une  courbe  de  la  série 
simple  est  rencontrée  par  chaque  courbe  consécutive  de  la 
série  double  en  un  seul  et  même  système  de  points  et  que 
le  lieu  de  ces  points  est  Tenveloppe.  Dans  le  cas  où  il  existe 
un  paramètre  unique,  l'enveloppe  est  le  lieu  d'une  suite  de 
points  situés  sur  chaque  courbe  du  système,  et  on  peut  lui 
donner  le  nom  d'enveloppe  générale.  Dans  le  cas  où  Téqua- 
tion  contient  deux  paramètres,  l'enveloppe  est  le  lieu  d'une 
série  de  points  qui  ne  sont  plus  situés  sur  chacune  des  courbes 
du  système,  mais  seulement  sur  les  courbes  du  système 
unique  où  les  paramètres  satisfont  à  Téquation  (j)(a,  P)=  o;  on 
peut  l'appeler  une  enveloppe  particulière.  Une  théorie  sem- 
blable s'applique  au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  para- 
mètres :  il  y  a  toujours  un  seul  système  résultant  de 
courbes. 


89(a).  M.  Cayley  a  donné  l'explication  d'une  difficulté  que 
Ton  rencontre  dans  la  théorie  des  enveloppes  telle  que  nous 
Tavons  exposée  au  n**  84. 

Dans  ce  numéro,  nous  avons  considéré  une  enveloppe 
comme  le  lieu  des  intersections  d'une  courbe  variable  avec 
les  courbes  consécutives  du  système.  Mais  chaque  courbe  a 
en  commun  avec  la  courbe  consécutive  un  certain  nombre  de 
tangentes  communes,  qui  dépend  de  son  paramètre,  et  l'enve- 
loppe de  ces  droites  constitue  aussi  l'enveloppe  ;  autrement 
dit,   chaque  tangente  commune  à  la  courbe  et  à  celle  qui 
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lui  est  consécutive  est  une  tangente  à  l'enveloppe  en  un 
point  commun  à  ces  deux,  mêmes  courbes.  Or,  si  la 
courbe  variable  est  de  l'ordre  m  et  de  la  classe  /i,  le 
nombre  des  points  communs  est  égal  à  m^  et  celui  des  tan- 
gentes communes  kn^\  et  cependant  les  points  et  tangentes 
communs  doivent  se  correspondre  entre  eux  deux  à  deux. 
L^explication  de  cette  particularité  dépend  des  singularités 
de  la  courbe  variable.  Supposons  qu'elle  ait  en  général 
8  points  doubles,  x  points  de  rebroussement,  t  tangentes 
doubles  et  i  points  d'inflexion  ;  on  voit  facilement  alors  que 
la  courbe  rencontre  la  courbe  consécutive  en  deux  points 
infiniment  voisins  de  cbaque  point  double,  en  trois  points 
infiniment  voisins  de  chaque  point  de  rebroussement  (ce 
qui  donne  ainsi  qS -h  3x  points  d'intersection)  et  en 
ouJre  en  m^  —  28  —  3x  points;  réciproquement,  la  courbe 
considérée  et  la  courbe  consécutive  ont  en  commun  deux 
tangentes  contiguës  à  chaque  tangente  double,  trois  tan- 
gentes contiguës  à  chaque  tangente  stationnaire  (soit  ainsi 
2 T -h  3 1  tangentes  communes)  et  de  plus  elles  ont  encore 
^2 — 2T — 3i  tangentes  communes;  mais  nous  avons 
(voir  n^'SS) 

m* —  28  —  3x3=  n'  —  2T  —  3i  =  /7H-/i. 

Chacun  des  m^  —  a  S  —  3x  points  est  (non  pas  un  point 
de  contact  mais  )  un  point  d'intersection  ordinaire  des  deux 
courbes,  mais  il  a  dans  son  voisinage  immédiat  une  des 
n^  —  a  T  —  3 1  tangentes  communes  aux  deux  courbes  ;  el 
l'enveloppe  est  simultanément  ainsi  le  lieu  des  m*  —  28  —  3x 
(ou  m-Hn)  points,  et  l'enveloppe  des  n*  —  at  —  3t 
(ou  m  -4-  n  )  tangentes. 

Nous  pouvons  ajouter  que  l'enveloppe  complète  de  la 
courbe  variable  se  compose  de  l'enveloppe  proprement  dite, 
ainsi  qu'on  vient  de  l'expliquer,  et  en  outre  ;  i*  du  lieu  des 
points  doubles  compté  deux  fois;   a^  du  lieu  des  points  de 
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rebroussement  compté  trois  fois;  3®  de  l'enveloppe  des 
langeâtes  doubles  comptée  deux  fois  et  4^  de  Tenveloppc 
des  tangentes  stationnaires  comptée  trois  fois. 

Dans  tout  ce  qui  précède,  les  nombres  m,  /i,  8,  t,  x,  t,  se 
rapportent  à  la  courbe  qui  correspond  à  la  valeur  générale 
du  paramètre  variable;  pour  des  valeurs  particulières  de 
ce  paramètre,  la  courbe  variable  peut  acquérir  ou  perdre 
des  singularités  ponctuelles  ou  tangentieUes;  les  différents 
nombres  subissent  alors  des  changements  en  conséquence. 

COURBES  RÉCIPROQUES. 

90.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  chercher  l'enveloppe  d'une 
droite  a^+p^-hY^  =  o>  sachant  que  a,  p,  y  sont  liés  par 
une  relation  S=o.  En  d'autres  termes,  supposons  qu'on  donne 
Féquation  tangentielle  S  =  o  d'une  courbe  ou  son  équation 
en  coordonnées  de  droites,  et  qu'on  demande  de  passer  à 
l'équation  en  coordonnées  de  points.  Nous  avons  ici  les  deux 
équations  S  =  o,  aa:  -i-  ^y  -\-  y  z  =s  Oy  et  la  méthode  du 
n*  88  nous  montre  que  le  résultat  s'obtiendra  en  éliminant 
^i  ^7  Y»  ^  entre  les  équations  données  combinées  avec  les 
équations 

aoL  '     dp         "  «Y 

La  solution  du  problème  réciproque^  étant  donnée  l'équa- 
tion ponctuelle  S  =  o,  passer  à  l'équation  tangentielle,  dépend 
d'une  élimination  exactement  semblable  ;  il  faut  en  effet  éli- 
miner x,^,  5,  Centre 

et 

Ce  système  d'équations  découlerait  lui-même  tout  nalurcllr- 
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ment  de  celle  considération  que  si  a  a:  -h  ^y  +  y  <s  =  o  est 

identique  avec  la  tangente  au  point  xjyz^  la  forme  bien  connue 

de  Féquation  de  la  tangente  (n*  64)  fait  voir  que  a,  ^,  ^ 

,  .  ^  .         ,    ,  rfS   rfS   rfS 

doivent  être  respectivement  proportionnels  a  -t->  -t~*    ,-  • 

Nous  avons  indiqué  (n^  84  et  Sections  coniques,  n®  321) 
que  le  problème  qui  consiste  à  passer  de  l'équation  ponc- 
tuelle d'une  courbe  à  son  équation  tangentielle  est  le  même 
([ue  celui  auquel  conduit  la  recherche  de  sa  polaire  réci- 
proque par  rapport  à  x^  -hV'  -f-  5^  =  o. 

Exemple.  —  Former  l'équation  tangentieUe  de 

{ax)'"  ^{by)"'  -\-{cz)»^  =  o. 
Nous  avons  ici 

(aa?)'«-»-h—  -*  =  o,      (6;')"-ï-i-—  y  =  o,     (c^)«t-I^-—  ï  =  o. 
^  ma  m  o  me 

Nous  en  déduisons  immédiatement 

(à)  "-(!)■ -a)"- 

91.  La  méthode  que  nous  venons  d'indiquer  n'est  cepen- 
dant pas  toujours  la  plus  commode  pour  former  l'équation  de 
la  réciproque.  Supposons  que  l'équation  de  la  courbe  son 

Éliminons  z  au  moyen  de  l'équation 

OLX  -h  5/  "^  ï^  =  0 

et  nous  obtenons 

Y"  «n  —  Y"-*  («^  -+-  Pj)  «n-l  -^  Y"""(«  J^  H-  P  j)*  «/.-l  4-  .  .  .  =  O, 

qui  est  maintenant  homogène  en  x  et  y]  son  discriminant 
lormé  en  la  considérant  comme  une  forme  binaire  donne, 
quand  on  l'égale  à  zéro,  Téqualion  de  la  courbe  réciproque 
multipliée  par  le  facteur  y  <"~*^ 
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Soit  proposé,  par  exemple,  de  trouver  la  réciproque  de 

a?'  +  ^  -i-  5*  H-  Smxyz  =2  o. 
Éliminons  z^  il  vient 

(ix-h  pv)'4-6/na?7Y*(«'^^-  P/)  —  y*(^*-+-7*)  =  o 
ou  bien 
(a»  -  y',  a» p  4-  2  m %f,  «p»  H-  2  m ^f,  P'  —  y*^,  J)'  =  o     (  »  ). 

Quand  on  a  divisé  le  discriminant  par  y*,  le  quotient 
donne 

On  peut  trouver  exactement  de  la  même  manière  les  réci- 
proques des  courbes  du  troisième  ou  du  quatrième  degré 
représentées  par  leurs  équations  générales  ;  les  résultats  en 
seront  donnés  tout  au  long  dans  les  Chapitres  suivants. 

92.  Un  des  avantages  principaux  que  présente  la  méthode 
précédente  pour  former  Téquation  de  la  réciproque,  c'est 
<[u'elle  nous  permet  d'écrire  immédiatement  Féquation  de 
celte  réciproque  sous  la  forme  symbolique  indiquée (-<4/^è6re 
supérieure,  Chap.  XIV).  Si  nous  ramenons  une  forme  ter- 
naire à  une  forme  binaire  en  éliminant  z  au  moyen  de 
l'équation  a^r-h  p^'-t- Y^  =  Oi  nous  avons  immédiatement 
les  règles  suivantes  pour  exprimer  les  différentielles  de  la 
forme  binaire  prises  par  rapport  à  ^  et  r, 


d 

d 

a. 

d 

d 

d 

P 

d 

(Le- 

'  du- 

t 

TTz' 

dy' 

"  'h- 

Y 

dz 

0  Nous  employons  la  Qolalion(a,  ô,  c, ...  \Xy  yY  pour  la  forme  binaire 
ccrite  avec  les  coefficients  du  binôme,  soit  a  jt*  -f-  nbx^^y  -+-...;  nous  ré- 
><?n'0Ds  la  notation  {a,  bj  c,  ...  \x^  y)  pour  le  cas  où  la  forme  est  écrite 
^Qs  les  coefGcienls  du  binôme  {Alg.  sup,,  n»  104). 
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Appliquons  ces  règles  au  symbole  (12)  qui  représente 

d_    d^ d     cl 

dx^  dyi       dxt  dj\  ' 
il  devient 

^Jd^ji ±  JL\^  (jLA ^-^^l. 

'^V^^^i  dx2       dzi  dxij      ^\dxi  dyi       dx^  dvx) \ 

En  d'autres  termes,  ce  symbole  appliqué  à  la  forme  binaire 
ne  diffère  que  par  le  facteur  y  ^^  symbole  de  contrava- 
riance  (a  12)  appliqué  à  la  forme  ternaire.  Donc,  si  une 
droite  aj?  -|-  p^  -h  y^  coupe  une  courbe  de  telle  manière  que 
les  points  d'intersection  satisfassent  à  une  relation  d'inva- 
riance dont  la  forme  symbolique  soit  connue,  nous  pouvons 
immédiatement  écrire  sous  la  même  forme  l'équation  tan- 
gentielle  de  son  enveloppe.  Par  exemple,  on  sait  que  la 
forme  symbolique  du  discriminant  d'une  cubique  binaire 
est  (i2)^(34)^(i3)(a4).  Donc,  si  une  droite  aLX-{-^y  -{-^z 
coupe  une  courbe  du  troisième  degré  en  trois  points  dont  le 
discriminantsoitnul,  c'est-à-dire  si  elle  est  tangente  à  lacourbe, 
nous  devons  avoir  (ai2)*(a34)^(ai3)(a24)=  o.  On  sait  de 
même  que  le  discriminant  d'une  forme  binaire  du  quatrième 
degré  est  de  la  forme  S'  =  27 T*,  S  et  T  étant  deux  invariants 
dont  les  formes  symboliques  sont  respectivement. 

(12)*    et    {i2)»(23)»(3i)*. 

Il  en  résulte  que  l'équation  de  la  réciproque  d'une  courbe 
du  quatrième  degré  est  de  la  forme  S'=27T^;  ici  S  est 
égala  (ai2)*  et  T  à  (ai2)2(a23)a(a3i)2;  S  =  o  représente 
la  courbe  de  la  quatrième  classe,  enveloppe  des  droites  qui 
coupent  la  courbe  du  quatrième  degré  en  quatre  points  pour 
lesquels  l'invariant  S  s'annule;  et  T  =  o  est  l'équation  de  la 
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courbe  de  la  sixième  classe,  enveloppe  des  droites  divisées  har- 
moniquementpar  la  courbe  et  pour  lesquelles,  par  conséquent, 
l'invariant  T  s'annule. 


93.  Nous  avons  déjà  donné  (n^  78)  une  méthode  qui  permet 
de  former  Téquatlon  des  tangentes  menées  à  la  courbe  par 
un  point  (^,  ^,  V);  mais  le  problème  se  trouve  résolu 
effectivement  quand  nous  possédons  l'équation  de  la  réciproque 
ou,  en  d'autres  termes,  quand  nous  avons  la  condition  pour 
que  la  droite  a  a:  -h  P^  +  y  «  =  o  soit  tangente  à  la  courbe.  En 
effet,  nous  nWons  qu'à  remplacer  dans  cette  condition  a,  p,  y 
respectivement  par  j^-g'  —  zy,  zod — xz\  xy  —  yx',  et  nous 
aurons  la  condition  pour  que  la  droite  qui  unit  les  points 
(a/, y,  ^),(a:,^,  2) soit  tangente  à  la  courbe;  cette  condition 
doit  évidemment  être  satisfaite  quand  {x^y^  z)  est  un  point 
d'une  tangente  quelconque  issue  de  (x',j^,  V)(voir  Sections 
coniques^  n®  294). 

Réciproquement,  l'équation  du  système  de  tangentes, 
trouvée  par  le  procédé  indiqué  au  n^  63,  s'obtient  aisément 
sousfonne  d'une  fonctionhomogène  de  {yz'  — y'z  ),  (  zx!  —  x^  z) 
et  de  (xy — yzl)  égalée  à  zéro;  en  remplaçant  ces  quantités 
par  a,  p,  y,  nous  aurons  l'équation  de  la  courbe  réci- 
proque. 

94.  Nous  avons  immédiatement  ainsi  un  théorème  qui  cor- 
respond à  celui  du  n®  92,  à  savoir  que,  lorsque  nous  avons 
l'équation  tangentielle  d'une  courbe,  nous  pouvons  écrire  de 
suite  l'équation  symbolique  du  lieu  d'un  point  tel  que  le 
système  de  tangentes  menées  de  ce  point  à  la  courbe  satisfasse? 
à  une  relation  donnée  d'invariance.  £n  posant  2=0  dans 
l'équation  du  système  de  tangentes,  nous  obtenons  l'équation 
du  système  des  droites  parallèles  issues  du  point  xy  qui 
vérifient  la  même   relation   d'invariance.   Mais,   d'après    la 

S.  —  Courbe*  planes,  8 
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méthode  même  que  nous  avons  donnée  pour  former  Téquation 
du  système  de  tangentes,  nous  avons 

dx     ^  d^      ^  c/p*    ^y~~         ^ï      ^  ^«* 
donCy  comme  ci-dessus, 

d_d^ d      d 

dx^  dy^       dxt  dy^ 

,(J_   d^ d_  _d\        Jd_    d^ d_    d  \] 

et  nous  en  déduisons  immédiatement  cette  règle  :  chaque 
facteur  tel  que(ia)  qui  entre  dans  la  relation  symbolique 
d'invariance  à  laquelle  doit  satisfaire  le  système  de  tan- 
gentes devra  être  remplacé  par  (2;'  la)  et  nous  n'aurons  plus 
qu'à  opérer  sur  l'équation  de  la  courbe  réciproque. 

95.  Quand  l'équation  d'une  courbe  est  exprimée  en  coor- 
données polaires,  on  peut  trouver  directement  celle  de  sa 
réciproque  par  rapport  au  cercle  doht  le  centre  est  le  pôle. 
Sur  un  rayon  vecteur  quelconque  OP,  prenons  un  segment 
OF  égal  au  rayon  vecteur  consécutif  OQ;  nous  avons  évidem- 
ment 

PF  =  é/p,     P'Q  =  prfo),     tangOPQ  =  ^ 

dp 

et  la  quantité  p  sinOPQ  est  la  longueur  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  pôle  sur  la  tangente.  Soit  p'»=  a^cosmco  la 
courbe  donnée;  prenons-en  la  différentielle  logarithmique, 
nous  obtenons 

— ^  "=  —  taag/nwaco,     p  -7- =z:  —  cotmco; 

p  a^ 

si  0  est  l'angle  aigu  que  forme  le  rayon  vecteur  avec  la  tangente. 
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(=90^  —  m  (t)  et  la  perpendiculaire  abaissée  sur  la  tangente 
est  égale  à  p  sinO  ou  à  p  cos/nct).  L'angle  compris  entre  la  per- 
pendiculaire et  le  rayon  vecteur  est  égal  à  mo);  celui  que 
forment  la  perpendiculaire  et  la  droite  à  partir  de  laquelle  u> 
est  mesuré  est  (m  +  i  )(t).  Mais  le  rayon  vecteur  de  la  courbe 
réciproque  est  l'inverse  de  la  perpendiculaire  abaissée  sur  la 
laagenle;  d'après  cela  il  est  facile  de  voir  que  l'équation  de 
la  courbe  réciproque  sera  auàsi  de  la  forme  p*"  =  n'^cosm  w, 

le  nouvel  m  étant  é6:al  à Cette  famille  de  courbes 

renferme  plusieurs  espèces  importantes;  par  exemple ^  le 
cercle  (m  =  i  ),  la  ligne  droite  (m  =  —  i  ),  la  lemniscate  or- 
dinaire (m  =  2),  l'hyperbole  équilatère  (m  =  —  2),  la  car- 
dioïde  (m  =^),  la  parabole  (m  =  — ^).. . . 


CONDITION  DE  CONTACT  ENTRE  DEUX  COURBES. 

98.  On  a  fait  remarquer  (n**  90)  que  le  problème  auquel 
conduit  la  recherche  de  l'équatîon  de  la  courbe  réciproque 
est  le  même  que  celui  qui  consiste  à  trouver  la  condition  pour 
(|u'une  droite  soit  tangente  à  la  courbe  donnée;  la  solution 
de  ces  deux  problèmes  revient  à  trouver  Tenveioppe 
de  ajT-f- p^-hY«  =  o,  où  a,  p,  y  sont  des  paramètres  qui 
satisfont  à  l'équation  de  la  courbe.  Plus  généralement,  le  pro- 
blème qui  consiste  à  trouver  la  condition  pour  que  deux 
courbes  U,  V  soient  tangentes  est  le  même  que  celui  où  .1 
s  agit  de  trouver  l'enveloppe  de  l'une  d'elles,  les  coordonnées 
étant  regardées  comme  des  paramètres  variables  qui  vérifient 
aussi  Féquation  de  l'autre.  En  effet,  si  les  deux  courbes  sont 
tangentes,  les  coordonnées  du  point  de  contact  a,  p,  y  vérifient 
Téqualion  de  chacune  d'elles,  et  comme  les  tangentes  sont 
aussi  les  mêmes,  il  faut  qu'en  ce  point  les  quotients  diffé- 
rentiels  de  U  soient  respectivement  proportionnels  à  ceux 
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de  V.  La  condilion  de  contact  s'obtient  donc  en  éliminant 
a,  [3,  y,  \  entre 

dV      .  d\       d\]      ^d\      dV       ,  d\ 
U=o,     V  =  o,     ^5^  =  ^^»     d?=^W     ■^=^"^' 

or  ces  équations  sont  précisément  celles  qu'on  a  données 
(n**  88)  pour  résoudre  le  problème  de  l'enveloppe. 


97.  Soient  m,  m' les  degrés  respectifs  de  U  et  V  et  propo- 
sons-nous de  déterminer  l'ordre  auquel  les  coediicients  de 
l'une  des  deux  courbes,  de  V  par  exemple,  figurent  dans  la 
condition  de  contact.  Soient  a'.  b\  c',- . .  les  coefïîcients  de  V 
et  prenons  une  autre  courbe  W  du  même  ordre,  dont  le> 
coefïîcients  soient  a*',  b",c", ....  Si,  dans  la  condilion  de  con- 
tact, nous  remplaçons  chaque  coefficient  a!  par  o'-f-  Aa*^, . .  . 
nous  obtiendrons  la  condition  pour  que  V-f-A'W  soit  tan- 
gente à  U;  cette  relation  contiendra  évidemment  k  à  un 
degré  égal  à  l'ordre  auquel  les  coefBcîents  de  V  entrent  dans 
la  condition  de  contact.  Ce  dernier  ordre  est  donc  le  même 
que  le  nombre  de  courbes  de  la  forme  V  -h  A:  W  qu'on  peut 
mener  de  manière  qu'elles  soient  tangentes  à  U.  Mais,  comme 
dans  ce  qui  précède,  le  point  de  contact  doit  satisfaire  aux 
équations 

V,-hAWi3=XU„     V,4-AW,^Xr„     V,-hAW,  =  X['3. 

Eliminons  k  et  X,  nous  en  déduisons 


V  = 


=  o. 


Les  intersections  de  ^  avec  U  déterminent  les  points  de  U 
qui  peuvent  être  des  points  de  contact  avec  les  courbes  de  la 
formeV+AW.Commelesordresde  U«,  V|,W«  sont  respec- 
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tivement  m  —  i ,  m'  —  i ,  m'  —  i ,  Tordre  de  7  est  m  -H  a  m'  —  3 
et  le  nombre  des  intersections  est  m(in -h  am'  — 3).  C'est 
donc  l'ordre  auquel  les  coefficients  de  V  figureront  dans  la 
condition  de  contact;  de  la  même  manière  ceux  de  U  y  entre- 
ront à  Tordre  m\m'  +  am  —  3).  En  faisant  m'  =  i  nous  re- 
irouvons  un  résultat  déjà  obtenu  :  la  condition  pour 
que  OLX  4-  ^y  -+-y«  =  o  soit  tangente  à  une  courbe  contient 
a,  3,  Y  au  degré  m{m  —  i)  et  les  coefficients  de  la  courbe 
au  degré  2 (m  —  i).  Voir  aussi  Sections  coniques,  n**  372. 
Si  U  a  un  point  double ,  nous  avons  déjà  vu  que  les 
courbes  U|,  U^,  Us  passent  par  ce  point,  et  si  ce  point 
est  un  point  de  rebroussement,  elles  y  ont  même  tangente  ; 
les  mêmes  déductions  sont  vraies  pour^,  et  nous  voyons  que 
Tordre  de  la  condition  de  contact,  en  fonction  des  coefficients 
(le  V,  doit  être  diminué  de  deux  unités  pour  chaque  point 
double,  et  de  trois  pour  chaque  rebroussement  de  U.  L'ordre 
en  question  est  donc 

m{m-\-im* — 3)  — 2  8  —  Sx    ou     /n-2m(m'  —  1). 

98.  On  aurait  pu  obtenir  ces  résultats  d'une  autre  manière 
ainsi  qu'il  suit.  Prenons  une  droite  arbitraire  ûw? -h  6^+ C-8=  o 
et  égalons  à  zéro  le  déterminant 


a 

b 

c 

U, 

U. 

U. 

V. 

V. 

V. 

Cette  équation  représente  le  lieu  d'un  point  tel  que  ses 
polaires  par  rapport  à  U  et  Y  se  coupent  sur  la  droite  en 
question.  Mais,  en  un  point  commun  à  U  et  V,  les  polaires 
sont  les  deux  tangentes  qui  se  coupent  au  point  commun;  il 
n'y  a  donc  évidemment  que  les  deux  cas  suivants  où  un  point 
commun  à  U  et  V  puisse  aussi  se  trouver  sur  ^  :  ou  bien  la 
droite  choisie  passe  par  une  intersection  de  U,  V,  ou  bien  en 
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ce  point  les  deux  courbes  ont  une  tangente  commune.  Si  donc 
nous  effectuons  réiiminatîon  entre  ^,  U,  V,  le  résultant  con- 
tiendra comme  facteurs  la  conditionpourque  ax-{-by-hcz=o 
passe  par  un  point  d'intersection  de  U,  V,  et  la  condition  pour 
tjue  U  et  V  soient  tangentes.  Or,  comme  la  résultante  de  trois 
équations  renferme  les  coefficients  de  chacune  d'elles  à  un 
ordre  égal  au  produit  des  ordres  des  deux  autres  équations,  et 
comme  les  ordres  y,  U,  V  sont  respectivement  m  -h  m'  —  2, 
m,  m',  Tordre  auquel  a,  6,  c  figurent  dans  la  résultante 
est  m  m',  celui  des  coefficients  de  U  est 

m  m'  -\- m' {m -^  m'  —  2)=m'(2  m  H- m'—  2) 

et  celui  des  coefficients  de  V,  m{inJ -{-m  —  2).  D'une  ma- 
nière analogue,  les  ordres  de  la  résultante  àe  ax  -\-  by  +  cZy 
U,  V  en  fonction  des  différents  coefficients  sont  respective- 
ment m  m!,  niy  m'.  En  retranchant  ces  nombres  des  précédents, 
nous  trouvons  comme  ci-dessus  que  la  condition  de  contact 
est  de  Tordre  Tn!{im-{-  m!  —  3)  par  rapport  aux  coefficients 
de  U  et  de  Tordre  m{im! -\'  m — 3)  relativement  à  ceux 
deV. 

DÉVELOPPÉES. 

99.  Jusqu'ici  nous  ne  nous  sommes  occupés  que  de  théo- 
rèmes descriptifs,  et  nous  avons  laissé  de  côté  la  considération 
des  questions  appartenant  à  la  classe  de  celles  qu'on  nomme 
métriques  (n®  1).  La  relation  de  perpendicularité  rentre 
dans  cette  dernière  catégorie,  car  nous  avons  expliqué  (Sec- 
tions coniques,  n**  3S6)  que  deux  droites  perpendiculaires 
peuvent  être  considérées  comme  des  droites  divisant  harmoni- 
quement  la  droite  qui  joint  les  deux  points  circulaires  à  Tinfîni. 
Il  convient  de  ne  pas  exclure  de  ce  Chapitre  la  discussion  de 
quelques  cas  importants  d'enveloppes  dans  lesquels  intervient 
la  relation  de  perpendicularité;  les  théorèmes  qui  en  décou- 
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lent  peuvent  être  rendus  descriptifs  en  substituant  aux  deux 
points  circulaires  à  Tinfini  deux  points  I,  J  pris  arbitraire- 
mentet  en  remplaçant  les  droites  perpendiculaires  entre  elles, 
qui  peuvent  intervenir  dans  nos  théorèmes,  par  des  droites 
qui  divisent  I,  J  harmoniquement. 

Un  des  cas  d'enveloppe  qui  compte  parmi  les  plus  impor- 
tants et  parmi  ceux  qui  aient  été  étudiés  les  premiers,  c'est 
celui  des  développées  des  courbes.  Nous  avons  défini  la  déve- 
loppée d'une  courbe  {Sections  coniques,  n®  248)  comme  le 
lieu  des  centres  de  courbure  de  la  courbe;  mais  on  peut  aussi 
regarder  la  développée  comme  F  enveloppe  de  toutes  les  nor- 
males de  la  courbe.  En  effet,  le  cercle  de  courbure  est  le 
cerclequi  passe  par  trois  points  consécutifs  de  la  courbe,  et  son 
centre  est  Tinterseclion  des  perpendiculaires  élevées  par  les 
milieux  des  côtés  du  triangle  formé  par  ces  points.  Or  les 
droites  qui  joignent  le  premier  et  le  second  point,  le  second 
et  le  troisième  sont  deux  tangentes  consécutives  de  la  courbe, 
et  les  perpendiculaires  dont  on  vient  de  parler  sont  deux 
normales  consécutives;  le  centre  de  courbure  est  donc  le  point 
d'intersection  de  deux  normales  consécutives,  et  le  lieu  de 
tous  les  centres  de  courbure  doit  être  le  même  que  l'enve- 
loppe de  toutes  les  normales. 

ËXEMPLB  J,  —  Trouver  la  développée  de  —  -h^^  =  i. 

La  normale  est  (Sections  coniques,  n*  180) 

a*  a?       b^y  ^    ^ 
-y-—   y-  -«  • 

Si  nous  posons  â/  =  a  coscp,  y  =  bsin^^  elle  devient 

ax         by 
coscp       sincp  ' 

c'est  une  équation  de  la  classe  étudiée  (n*  85,  Ex,  2)  et  dont  l'enve- 
loppe est,  par  conséquent, 

Îs  I     s  i 
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ExBMPLB  2.  — La  normale  à  la  parabole  est  (Sections  coniques, 
Q'*  213) 

i>(r —/)-+-  2/(ar  — a/)=  o, 
ou 

V'^-^iP^  —  V^r  )/  — i>V  =  o. 

C'est  une  équation  de  la  classe  étudiée  (n**  85,  Ex.  i);  y  étant  le 
|)aramètre,  son  enveloppe  est 

2(/?  —  iixy-i-'iypj^*  —  o. 

ExKMPLE  3.  —   Trouver  la  développée  de  la  parabole  semicu- 
bique  py^  =ar*. 
L'équation  de  la  normale  est 

Zx'^(y — y) -h  ipy{x  —  x')  =  o. 

Remplaçons  y  par  sa  valeur  en  x'  déduite   de  l'équation  de  la 

courbe,  et  divisons  par  a/*  ;  si  nous  posons  a?'*  =  «,  Téquation  devient 

.1. 
3  ^*  H-  2/>f«  —  3/?*  7^  —  ikpx  =  o, 

dont  Tenveloppe  est 

/>(/?-.  i8ar)»  =  (54/>x  ^- ^AV  H- />«)«. 

Exemple   4.  —    Trouver  la  développée  de  la  parabole  cubique 

L'équation  de  la  normale  est 
3ar'*(7— /)-+-7)«(a7— a/)  =  o    ou    3a?'»--3/>*7a7'«-h/>*iF'— 7)*a7  =  o. 
Or  l'enveloppe  de 

a/»-hioflf^«-h5c/-+-/=  o 
est 

(a/«  —  i2rf»e)«  -f-  ii8(ae«  —  ^df){ae^  —  adef—  grf*)  =  o. 

Dans  le  cas  actuel  l'enveloppe  cherchée  est  donc 

Exemple  5.  —  Trouver  la  développée  de  la  cissoïde 

(x*-^y^)x  =  oy*. 
Cette  courbe  est  unicursale;  si  nous  écrivons  l'équation  sous  la 
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forme  (a — ^)^«=a^,nous  voyons  de  suite  qu'elle  est  vérifiée  par  les 

Nous  trouvons  facilement  que  Téquation  de  la  tangente  au  point 
en  question  est 

a6'^  —  3ô«ar-f-a  —  x  =  o. 

L'équation  de  la  normale  est  donc 

oa  bien 

aO^a:  -f-  36»7  —  a6«a  -h  6^  —  a  =  o. 

En  formant  le  discriminant,  nous  voyons  aisément  qu'il  contient  en 
facteur  {3P-\-\a)*-\-y*;  le  facteur  qui  reste  donne  l'équation  de  la 
développée  proprement  dite,  qui  est 

I         i         - 

ExRHPLB  6.  —  Trouver  la  développée  de  x^  -h  jr*  =z  a* . 

Pour  un  point  quelconque  de  cette  courbe,  nous  pouvons  poser 
(voir  o«  85,  Ex.  2) 

rr'  =  a cos» ^,    y^a sin' «p. 

la  tangente  en  ce  point  sera 

coscp       sin<p 
et  la  normale 

â^coscp  — ^sin«p  =  acosa^, 
ou  bien 

(^-+-^)(cosïp — sin^  )4-(â? — /)(cosçp-!-8inçp)=  aa(cos*(p — sin*o), 


ou  encore 


rr-f-y  x — y  l 


«n(^+|)       cos(<p+^) 
<iont  l'enveloppe  est,  comme  on  l'a  vu  (n*  85,  £x.  2), 
{x-^yy-h(x — yy  =  aa*. 
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100.  Les  recherches  qui  suivent  conduisent  a^ux  expres- 
sions des  coordonnées  du  centre  de  courbure  et  du  rayon  de 
courbure  qu'on  donne  ordinairement  dans  les  Traités  de  Calcul 
dififérentiel.  Dans  ce  numéro  et  le  suivant,  nous  employons 
les  coordonnées  cartésiennes  rectangulaires.  Si  a  et  ^  sont  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  tangente,  x  et/ 
celles  de  son  point  de  contact,  Péquation  de  cette  droite  est 

dy 
la  quantité  ^>  que  nous  appellerons/?  pour  abréger,  se  dé- 
duit de  l'équation  de  la  courbe.  En  effet,  la  tangente  passe  par 
le  point  (^y/)  et  fait  avec  l'axe  des  x  un  angle  dont  la  tan- 
gente trigonomé trique  est  égale  à  /?  (n^  38).  La  normale 
étant  perpendiculaire  à  cette  droite  au  point  (jt,  ^),  son 
équation  est 

(1)  (a-^)-H^(P-/)=:0. 

Nous  avons  maintenant  à  trouver  l'enveloppe  de  celte  droite 
dont  l'équativiu  renferme  les  paramètres  x  e\,y\  le  dernier/ 
est  donné  en  fonction  de  x  par  le  moyen  de  l'équation  de  la 
courbe.  Différentions  maintenant  par  rapport  à  j?  et  posons 

T-=^  =  ^r,  nous  voyons  que  le  point  de  contact  de  la  droite 

avec  son  enveloppe  se  trouvera  en  combinant  l'équation  (i) 
avec  sa  dérivée 

(2)  _,_^^_^-(p— ^)^— o. 

Résolvons  ces  équations  par  rapport  à  a  — ^  et  p  — y^  nous 
avons 

q  ^    ■^         q 

et  le  rayon  de  courbure  est  donné  par  l'équation 

> 

R=v/(.-^)'  +  (P-y)'  =  ^    t.       • 
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Les  valeurs  que  l'on  vient  d'obtenir  pour  les  coordonnées 
du  point  d'intersection  de  deux  normales  consécutives  auraient 
pu  se  trouver  en  considérant  ce  même  point  comme  le  centre 
Je  courbure. 

Prenons  l'équation  d'un  cercle  quelconque 

En  la  différentlant  deux  fois,  nous  avons 

(—)*(.- ?)!==.,  -(Ê)'-(^-»g=«- 

Mais  si  le  cercle  est  osculateur  à  la  courbe  en  un  point,  les 

quantités -T^y  -t^  ont  en  ce  point  la  même  valeur  pour  les 

deux  courbes.  Nous  pouvons  donc,  dans  ces  équations,  rem- 
placer les  coefficients  différentiels  par  les  valeurs  de  p  et  q 
déduites  de  l'équation  de  la  courbe  ;  nous  arriverons  ainsi  à  des 
équations  identiques  aux  équations  (i)  et  (2),  qu'on  a  déjà 
déduites  d'autres  considérations. 

101.  Dans  la  pratique,^  n'est  pas  donné  explicitement  en 
fonction  de  Xj  mais  ces  deux  quantités  sont  liées  par  une 
équation  U  =  o;  il  sera  donc  commode  de  remplacer  les 
expressions  contenant/?  et  q  par  d'autres  qui  renferment  les 
coellGcients  différentiels  de  U.  Posons,  comme  plus  haut, 

d^-^'    "^■"^'    Z?^""'    ^"'  '    3^-''- 

Les  coeflScients  de  x  et  y  dans  Téquation  de  la  tangente 
étant  respectivement  égaux  à  L  et  M,  l'équation  de  la  nor- 
male est 

M(a-:r)-L(p-7)  =  o. 

Nous  en  déduisons,  en  différentiant, 
(.)(*H-ft£)(-x)-(a.-Ag)(P-^)_M>Lg  =  o. 
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dv 
f.Iais  l'équation  de  la  courbe  nous  donne  L  +  M  ^  =  o  el, 

en  remplaçante^  par  sa  valeur,  nous  avons 

(3)     (L6  — MA)(a  — ar)— (LA  — Ma)(P— 7)H-L«  +  M«  =  o. 
Résolvons  maintenant  les  équations  (  i  )  et  (  2  )  ;  il  vient 

__     _        -L(L«  +  M«)  _     _M(L«4-M«) 

"     /^""aM*  — 2/iLM-h6L«'     ^      -^""aM*  — aALM-hfcL*' 

4)ar  suite, 


aM*  — 2ALM-+-6L» 


102.  Si  Ton  introduit  ici  Tunité  linéaire  z^  on  peut  faire 
prendre  à  cette  expression  une  forme  plus  symétrique,  de 
manière  à  donner  à  Péquation  la  forme  trilinéaire.  En  effet, 
en  vertu  du  théorème  des  fonctions  homogènes, 

(/i— -  i)M  =  Aa7-h  6/ -+-/«, 
(/i  —  i)N  =  ^o? -h/y  4- c«; 
on  en  déduit 

(/i  —  i)(6L  —  AM)  =  (a6  —  A«)a7 -h (6^  — /A)«, 
(/i— i)(aM— AL)=:   afc  —  A«)j^H-(a/— ^A)-5. 

Multiplions  la  première  équation  par  L,  la  seconde  par  M  et 
additionnons-les  membre  à  membre;  il  vient 

(/ï  — i)(6L«— aALM-+-aM*) 

^(afc_A»)(a:L^^M)-h;;[(fc^-/A)L-h(a/-^A.)M]; 

mais,  comme  l'équation  de  la  courbe  donne 

orL-h/M  H- 3N  =  o, 
le  second  membre  de  Tégalité  précédente  devient  égal  à 
-5[(/A-6^)L4-(^A-a/)M-h(a6-A«)N]. 
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Remplaçons   h,  M,  N  par  leurs  valeurs  dgnnées  ci*dessus, 


Doas  aurons 


(n~i)«(fcL«  — 2ALM-haM«) 


(«— 0«(L»H-MM*" 


et  Texpression  qui  fournit  le  rayon  de  courbure  devient 

«  =  ± ^H 

Pour  tout  point  dont  les  coordonnées  satisfont  à  Téquation 
H  =  0,  le  rayon  de  courbure  devient  infini  et  le  centre  de 
courbure  est  à  une  distance  infinie.  Cette  particularité  se 
produira  quand  trois  points  consécutifs  de  la  courbe  seront 
situés  sur  une  ligne  droite;  en  effet,  le  cercle  qu'ils  détermi- 
nent devient  alors  une  droite  et  son  centre  se  trouve  à  une 
distance  infinie.  Au  moyen  de  cette  valeur  du  rayon  de  cour- 
bure, nous  pourrions  donc,  indépendamment  du  n^  74,  ar- 
river à  cette  conclusion  que  les  intersections  de  U  et  de  H  sont 
des  points  d'inflexion.  D'après  l'équation  précédente,  pour 
que  deux  courbes  soient  osculatrices,  iJ  faut  que,  en  outre  d<; 
ia  condition  de  contact  ordinaire,  elles  vérifient  les  deux  re  - 
lalions  L  =6L',  M  =  6M'  et  par  conséquent  que  l'on  ait 

H  e»H' 


Le  double  signe  qui  figure  dans  la  valeur  du  rayon  de  cour- 
bure est  analogue  à  celui  qu'on  trouve  dans  la  valeur  de  la 
perpendiculaire  à  une  droite  (Sections  coniques,  u?  34),  et 
si  nous  convenons  de  prendre  le  signe  +  quand  le  rayon  de 
courbure  (et  par  suite  la  concavité  de  la  courbe)  est  dans  une 
direcbon,  nous  devrons  prendre  le  signe  —  pour  la  direction 
opposée.  Comme  toute  fonction  algébrique  change  de  signe 
en  passant  par  zéro,  nous  voyons  qu'en  un  point  d'inflexion 
le  rayon  de  courbure  change  de  signe  et  qu'en  passant  par 
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un  pareil  point  la  concavité  de  la  courbe  se  transfonîie  en 
convexité,  et  réciproquement  [voir  fig.  du  n^45).  En  un  poinl 

double^  le  rayon  de  courbure  prend  la  forme  ->  et  sa  valeur 

doit  se  déterminer  par  les  règles  ordinaires  usitées  en  pareil 
cas.  Par  le  fait,  chaque  branche  de  la  couil>e  a  sa  propre 
courbure  en  ce  point.  On  trouvera  que  le  rayon  de  courbure 
s'annule  en  un  point  cuspidal. 

103.  La  longueur  d'un  arc  quelconque  de  développée  est 
égale  à  la  différence  des  rayons  de  courbure  à  ses  extré- 
mités. 

Menons  trois  normales  consécutives  à  la  courbe  :  soient  G 
le  point  d'intersection  de  la  première  avec  la  seconde,  C  le 
point  d'intersection  de  la  seconde  avec  la  troisième;  à  la 
lîmi  te  nous  aurons  CR  =  CS ,  C  S  ===  C  T  ;  CC ,  qui  est  la  varia- 
tion infinitésimale  de  l'arc  de  développée,  est  donc  aussi  celle 
du  rayon  de  courbure. 

Si  donc  on  imagine  un  fil  flexible  enroulé  sur  la  dévelop- 


pée et  qu'on  le  déroule,  chacun  de  ses  points  décrira  une 
déi^eloppante  de  la  courbe  CC,  c'est-à-dire  une  courbe  dont 
ce  est  la  développée.  C'est  à  ce  point  de  vue  que  Huygens, 
l'inventeur  des  développées,  les  a  tout  d'abord  considérées  et 
c'est  ce  qui  leur  a  fait  donner  ce  nom  de  développées. 
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104.  Nous  ajouterons  ici  une  formule  qui  est  quelquefois 
ulile  pour  trouver  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  repré- 
sentée par  une  équation  en  coordonnées  polaires.  L'équa- 
lion  polaire  p  =/((i>)  peut  se  transformer  en  une  autre  de  la 
forme  p  =  /(/?);  ici/?  est  la  perpendiculaire  abaissée  du 
pôle  sur  la  tangente  et  sa  longueur  est  donnée  par  les  équa- 
tions (n*»  9o) 

p=:psin6,     tango  =:p  -r-* 
P 

Soient  p4  la  distance  du  pôle  au  centre  de  courbure  et  R  le 

rayon  de  courbure  ;  nous  avons  alors 

PÎ=p«^R«  — 2R/>. 

Si  nous  passons  au  point  consécutif  de  la  courbe  donnée, 
Pi  et  R  demeurent  constants  et,  en  différentiant,  nous  obtenons 

dû 
Il  =  p  -T^  :  c'est  l'expression  demandée  du  rayon  de  cour- 
bure. 

C^uand  on  a  ainsi  exprimé  R  en  fonction  de  p  et  de/>,  si 
Ton  élimine  p  et/>  entre  les  équations 

P=/(/>),     PÎ  =  P*4-R«-2R;>,    />î=p«-/?«, 

dont  la  dernière  est  toujours  vraie,  on  obtient  la  relation  qui 
subsiste  entre  les  quantités pi  et pi  relatives  à  la  développée; 
mais  il  n'est  pas  toujours  facile  de  passer  de  là  à  la  rela- 
tion entre  les  coordonnées  polaires  p,  et  w,  de  cette  déve- 
loppée. 

Comme  exemple  prenons  la  courbe  p™  =  a*"  cosmco  ;  nous 
trouvons  ici  que  la  relation  qui  lie  p  et/>  est  /?  =  p  cosmo) 
et  par  suite  p*""^'  =  oP^p»  Le  rayon  de   courbure  est  alors 

I^  ^  P^ ^^  . 

(m  -+-  ï)p       (w-f-  i)p"*-** 
Les  équations 

pî  =  p«4-R*-2R/>,    p\  =  p^^p^ 
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donnent  bien  les  quantités  p,  j/?^  exprimées  chacune  en  fonc- 
tion de  p,  et  par  suite  on  a  théoriquement  l'équation  de  la 
développée  sous  la  forme  pi  =  ?  (/'Oi  ins^îs  l'élimination  ne 
peut  réellement  s'effectuer. 

Il  est  cependant  facile  de  trouver  l'équation  de  la  réci- 
proque de  la  développée  par  rapport  à  un  cercle  décrit 
autour  du  pôle  comme  centre.  Prenons,  pour  plus  de  commo- 
dité, le  rayon  du  cercle  =  a  ;  soit  pa  le  rayon  vecteur  de 
la  courbe  réciproque,  et  o>2  son  inclinaison  sur  une  droite 
perpendiculaire  à  celle  à  partir  de  laquelle  a>  est  mesuré  : 
nous  avons  alors  />i  =  p  sinmo),  et  par  suite 

a'  a 

p«=^=  — 1 — : — 

cos'^mcusm  mco 

De  plus  (d'après  le  n®  95),  o>2  =  (m  -f-  i)  a>;  par  consé- 
quent la  relation  entre  pa  et  (Os,  ou  l'équation  de  la  réciproque 
de  la  développée,  est 


Pi 


CCS sm" 


I  W4- 1 


On  verra  facilement  que  le  lieu  de  l'extrémité  de  la  soiir^ 
tangente  polaire  (Sections  coniques,  n®  192)  d'une  courbe 
quelconque  est  la  réciproque  de  la  développée  de  la  courbe 
réciproque.  Ainsi  ce  lieu  est  une  ligne  droite  pour  les 
coniques  focales,  puisque  la  développée  de  la  réciproque 
se  réduit  à  un  point. 

105.  Si  l'on  nous  donne  l'équation  tangentielle  d'une 
courbe  u  =  o,  nous  pourrons  obtenir  directement  les  coor- 
données tangentielles  de  la  normale  et  l'équation  tangentielle 
de  la  développée.  En  effet,  si  (a',  p'jy')  sont  les  coordonnées 
tangentielles  d'une  tangente, 


du'       ^  du'         du' 


o 
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est  Téquation  du  point  de  contact;  et  si  i'  s=  o  est  l'équa- 
tion tangentielle  d'un  couple  de  points  IJ,  alors 

est  l'équation  du  pôle  de  la  tangente  donnée  par  rapport 
àlJ;  en  d'autres  termes,  c'est  l'équation  du  conjugué  harmo- 
nique par  rapport  à  ces  points  du  point  où  la  droite  IJ  est 
rencontrée  par  la  tangente  donnée.  Si  I,  J  sont  les  points  cir- 
calaires  à  l'infini,  la  seconde  équation  représente  le  point  à 
l'infini  sur  la  normale,  et  les  deux  équations,  considérées 
ensemble,  déterminent  les  coordonnées  tangentielles  de  la 
normale.  Si  entre  ces  relations  et  l'équation  de  la  courbe  nous 
éliminons  a',  P',  y,  nous  aurons  l'équation  de  la  développée. 
Dans  le  système  de  coordonnées  tangentielles  qui  corres- 
()ODd  aux  coordonnées  rectangulaires  ordinaires,  l'équation 
qui  représente  les  points  circulaires  I,  J  est  a^  H-  ^^  =  o(voir 
Sections  coniques,  n®  385),  et  la  seconde  équation 

dv'       ^  dv'  dv' 

est  la  condition  bien  connue  de  perpendicularité 

aa'  -H  ??'  =  o. 

Exemple. —  Former  V équation  de  la  développée  d*une  conique 
à  centre  donnée  par  son  équation  tangentielle  (voir  Sections 
coniques,  n*  169)  a*a«-h  6«?*  =  i. 

Ici  les  deux  équations  qui  déterminent  les  coordonnées  de  la 
normale  sont  a'aa'-h  6*P3'  =  i  et  ««'-h  ^3'  =  o;  nous  en  déduisons 

««'  =  -??'  =  ^- 

Remplaçons  «'  et  P'  par  leurs  valeurs  dans  a*a'*-+-  6*  3'*  =  i;  nous 
obtenons  l'équation  tangentielle  de  la  développée  qui  est 


s.  —  Courbes  planes. 
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106.  Nous  donnons  ci-après  quelques  exemples  du  pro- 
blème plus  général  qui  renferme  celui  des  développées. 
11  consiste  (n^  06)  à  trouver  Tenveloppe  de  la  conjuguée  har- 
monique de  la  tangente  à  une  courbe  par  rapport  aux  droites 
qui  joignent  son  point  de  contact  à  deux  points  fixes  I,J. 
Cette  droite  peut  être  appelée  la  quasi-normale  et  son  enve- 
loppe la  quasi'déç'eloppée. 

Exemple  1.  —  Supposons  que  la  courbe  soit  une  conique. 

Prenons  la  droite  IJ  pour  base  du  triangle  de  référence  et  supposons 
que  le  sommet  soit  le  pôle  de  cette  ligne  par  rapport  à  la  conique; 
Féquation  de  cette  courbe  sera  alors  de  la  forme 

{ax  -\-y)(x  -^  bjr)=  z^f 

et  celle  d'une  tangente  quelconque  sera 

6«(ax -+-7)-  a6z -+-(3:4-67)=  o. 

L'équation  d'une  droite  qui,  jointe  à  cette  dernière  et  aux  droites  jr 
et  y,  détermine  sur  z  une  division  harmonique,  sera  de  la  forme 

^*(ax—y)-h{x  —  by)=  Mjs. 

Nous  déterminerons  M  en  considérant  que  la  droite  en  question  doit 
passer  par  le  point  de  contact  pour  lequel  nous  avons 

b(ax-^j')  =  Zf     fiz  ==  x-^  bjr; 
par  suite, 

z(b  —  ^^)  z(afii^i) 

^{aù  —  i)      '^        0(«6  — I) 
et  nous  trouvons 

Si  nous  posons  alors 

ar— 7  =  Y,    ar— 67  =  X,     8^=(a6  — i)Z, 

l'équation  de  la  quasi-normale  devient 

ae^Z-f-4ô*Y-+-4ÔX  — 6Z  =  o, 

et  l'erveloppe  est  une  courbe  de  la  quatrième  classe  dont  l'équation 
est 

(a^»Z«-H  iXY)i-+  i-ZïCaX»  — 6YM«  =  o: 
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elle  représente  une  courbe  du  sixième  degré  a^ant  les  points  XZ,  YZ 
pourpoints  de  rebroussement,  Z  étant  leur  tangente  commune;  elle 
a  en  outre  quatre  autres  points  de  rebroussement  aux  intersections 
dea6Z«-+-4XY  et  de  aX«—  6Y«. 

Exemple  2.  —  Supposons  que  la  conique  pcuse  par  un  des 
points  f,  J,  ce  que  nous  pouvons  exprimer  en  disant  qu'elle  est 
umicirculaire. 

Nous  aurons  alors b  ^  o\xz  e&X  sur  la  courbe  et  x  est  la  tangente. 
L'équation  de  la  quasi-normale  devient  alors 

ae»Z-+-4e«Y-4-4X  =  o; 

l'enveloppe  est  de  la  troisième  classe  seulement;  son  équation  est 

64Y»4.a7a«XZ«  =  o; 

c'est  une  cubique  qui  a  YZ  pour  point  de  rebroussement  et  XY  pour 
point  d'inflexion. 

Si  la  courbe  passe  à  la  fois  par  I  et  J,  en  faisant  a  et  6  égaux 
chacan  à  zéro,  nous  voyons  que  l'équation  de  la  quasi-normale  s.* 
réduit  à  6*X  + Y  =  o;  la  droite  passe  donc  par  un  point  fixe,  qui 
est  Tintersection  de  X,  Y,  les  deux  tangentes  en  I,  J. 

ExBMPLB  3.  —  Admettons  que  la  conique  soit  tangente  à  la 
droite  IJ. 

Les  droites  de  référence  les  plus  commodes  sont  cette  droite  et 
les  deux  autres  tangentes  qui  passent  pari  et  J,  et  l'équation  de  cette 
conique  est 

X^  _4- jrl  ^_  5»  _  ^y;^  —  'XZX  —  HXy  =  O 

ou 

z^ix  -^-ly  —  -5)  =  (a?  — /)•. 

L'éqnation  de  la  tangente  est  alors 

ix-'r'xy  ^  z  —  a6(a?  — ^)H-  B*^  .=  o, 

et  nous  avons  pour  le  point  de  contact 

0?— /  =  6^,    ix-^riy  —  ^  =  0*^. 

L'équation  de  la  quasi-normale  est  alors 

a?— 7  — 6(a?-+-/)=-«[e— ^e(n-e«)] 

ou 

6»^  —  ^{%x  -^  %y  -if  z^-\- 'k(x  —  y)  =  o. 
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L'enveloppe  est  aussi  de  la  troisième  classe;  c'est  la  cubique  cùspi- 
dale  dont  Téquation  est 

Exemple  4.  —  Les  exemples  qui  précèdent  auraient  aussi  pu  se 
traiter  en  supposant  la  conique  donnée  par  son  équation  gêné- 
raie.  La  tangente  en  un  point  quelconque  ot^Y  ^^^^^ 

(aa  -i-  A p  -h  g^)x  -i-( Aa  -h  6 p  -^•/y)^  -^-(^«  ^-/P  -^  <?Y)-«  =  o» 

l'équation  de  la  quasi- normale  est 

Nous  sommes  ainsi  conduits  à  former  Fenveloppe  de  la  droite 
a-sot»  —  bz^*-h(fy  —  gx)^* 

-*-(^r  — /^  —  ^^)  Pï + (  ^r  -^  ir-»  —  «^)t«  =  »> 

dans  laquelle  a,  p,  ^  ^^'^^  ^^^  paramètres  qui  vériOent  aussi  la  con- 
dition 

Nous  obtiendrons  Téquation  de  Tenveloppe  (n*  96)  en  suivant  la 
marcbe  indiquée  {Sections  coniques,  n""  372)  pour  former  la  condition 
de  contact  de  deux  coniques.  Nous  aurons  donc  à  déterminer  les 
invariants  de  ce  système  de  fonctions  quadratiques^  et  le  discriminant 
de  la  première  est  ikzS,  où  S  est  égal  à 

(a6  —  A«)(aar«  —  6/«)-+-(6^«— a/«).»« 
-h  •àb{gh  —  a/)jrz  —  2a( A/—  bg)xz. 
Nous  aurons 

e  =—{ab—h'^){ax^^xhocy  +  by^) 
-i-i^ap -^-'ibg*—  iabc  --  ^/gh)z^ 
-j-(  4  bgh  —  ^ab/—  a/A*  )/^  -+-  (4  a6/— .a«6^  —  2^A«  )xz, 

6'  s'annule  et  l'enveloppe  est,  par  suite^  27  A^*  S'  =  6';  elle  est 
du  sixième  degré,  comme  ci-dessus,  avec  six  points  de  rebroussement, 
dont  deux  sont  situés  sur  ^.  Supposons  d'abord  que  z  soit  une  tangente 
à  la  conique;  alors  ab  —  A'  =  o,  S  et  6  prennent  la  forme  Lz,  Mz^ 
L  et  M  étant  des  fonctions  linéaires;  l'enveloppe  devient  ^L*  =  M'  : 
c'est  une  cubique  cuspidale  ayant  z  comme  tangente  stationnaire.  En 
second  lieu,  admettons  que  la  conique  passe  pari  ou  j^^  :  alors  a  =  o, 
S  devient  b{hy  -^  gz^eiS  prend  la  forme  {hy  -h  gz)M, 
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L'équation  devient  divisible  par  (  Aj^ -+-^^)»  et  Fenveloppc  a  une 
équation  de  la  forme  -«*(  A^  -+-  ^^)  =  M'.  On  remarquera  que  hy  -h  gs 
est  la  tangente  à  la  conique  au  point  I  et  que  c'est  une  tangente 
d'infleiion  de  Tenveloppe. 

107.  En  général,  comme  l'a  fait  remarquer  M.  Cayley, 
si  hx  -t-  M^  4-  N.S  est  la  tangente  en  un  point  xfyz'^  et  si 
a^y,  a'PY  sont  les  coordonnées  de  I,  J,  Téquation  de  la  quasi- 
normale  est 


(L«'4-MP'-i-Ny') 


X 

y 

x' 

y 

a 

p 

X 

y 

x^ 

f 

«' 

P' 

(La-hMp-hNY) 


En  eflet,  les  deux  déterminants,  que  nous  appellerons  pour 
le  moment  A,  A',  représentent  individuellement  les  droites 
qui  joignent  x^yz'  à  I  et  J,  et,  comme  la  tangente  passe  par 
leur  intersection,  nous  devons  avoir  une  identité  de  la  forme 
Lx  -\-  M/  4-  N-8  =  AA  —  BA'.  En  remplaçant  dans  celte 
identité  xyz  successivement  par  a'PY>  *Py»  ^^"^  trouverons 
pour  A  et  B  des  quantités  proportionnelles  à  La'  -|-  M  P'  -t-  N^ 
et  La-H  M^  +  Ny;  par  conséquent,  l'équation  de  la  con- 
juguée harmonique  de  la  tangente  par  rapport  à  A,  A'  est  de 
la  forme  écrite  ci-dessus. 


108.  Examinons  plus  particulièrement  le  cas  où  l'un  des 
points  a,  p,  y  est  sur  la  courbe  et,  pour  simplifier,  sup- 
posons que  ses  coordonnées  soient  (i,  o,  o).  Cela  revient  à 
dire  que  nous  supposons  que  ce  point  est  yz  et  que  nous 
prenons  la  droite  z  pour  tangente  en  ce  point;  nous  allons 
démontrer  que  l'équation  de  l'enveloppe  contient  z  comme 
facteur.  Nous  pouvons  également,  sans  porter  atteinte  à  la 
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généralité  de  nos  raisonnements,  supposer  que  le  second 
point  soit  xy  ou  que  ses  coordonnées  soient  0,0,1.  Fai- 
sons p  =  o,  Y  =  o,  a'  =  o,  p'=  o  dans  Téquation  précédente  ; 
elle  devient 

N(^y-5/)-hL(a:/-/j:)=o. 

Supposons  maintenant  que  a^^  y ^  z!  soient  exprimés  en 
fonction  d*un  paramètre  t  etque  le  point  (a,  ^^y)  corresponde  à 
la  valeur  t  =  o  ;  nous  devrons  avoir  t  comme  facteur  dans 
l'expression  de  y  et  t^  dans  celle  de  x!  pour  que  réquation 
de  la  tangente  puisse  se  réduire  à  2  =  o.  En  général,  comme 
la  tangente  est  la  droite  qui  joint  le  point  (ai ^y\  zT)  au  point 
consécutif  (j?'  -h  dx\  y  -+-  rf/,  z'  +  dz')^  son  équation  est 

x{ydz'  —  z'dy)^y{z'dx'^x'dz')-^-z{x'dy  —  ydx')—o. 

L,  M,  N  sont  les  coefiicients  de  Xy  y^  z  dans  cette  équation 
cl  t  est  facteur  dans  M  et  t^  dans  L.  Si  donc  on  ordonne 
réquation  de  la  quasi-normale  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  t^  on  trouvera  qu'il  n'y  a  pas  de  terme  indépendant 
de  t  et  que  z  est  facteur  à  la  fois  dans  les  coefficients  de  / 
et  t^.  Mais  le  discriminant  d'une  fonction  A-l-B^4-C^*+... 
est  de  la  forme  A-|-B'<j;  [Algèbre  supérieure,  n®  107)  et, 
par  conséquent,  un  facteur  qui  figure  en  même  temps  dans  A 
et  B  sera  aussi  facteur  dans  le  discriminant.  Si  donc  nous 
iaisons  B  =  o  dans  ce  dernier,  l'expression  restante  sera  de  la 
forme  A(  A  -h  C'(j/)  ;  nous  voyons  ainsi  que  l'enveloppe  aura  z 
pour  tangente  d'inflexion  (voir  n^  99,  Ex.  4). 

109.  On  a  fait  remarquer  [Sections  coniques,  n°  385)  que 
la  relation  de  perpendicularité  peut  être  généralisée  en  rem- 
plaçant les  points  I,  J  par  une  conique  fixe  et  en  regardant 
deux  droites  comme  perpendiculaires  quand  chacune  passe 
par  le  pôle  de  l'autre  relativement  à  la  conique.  Dans  cette 
nouvelle  acception,  l'élément  qui  correspond  à  la  normale 
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est  la  droite  qui  joint  un  point  quelconque  de  la  courbe  au 
pôle  de  sa  tangente  par  rapport  à  la  conique  fixe;  ou,  eu 
d'autres  termes,  la  droite  qui  unit  le  point  en  question  au  point 
correspondant  de  la  polaire  réciproque  par  rapport  à  la 
conique  fixe. 

Ainsi  la  courbe  et  sa  réciproque  ont  les  mêmes  normales. 
Par  exemple,  si  nous  prenons  pour  la  conique  fixe  :r^  -f-^*  -h^*, 
les  coordonnées  du  pôle  d^une  tangente  quelconque  à  la  courbe 
sont  L,  M,  N  et  l'équation  de  la  droite  qui  correspond  à  la 
normale  est 

a7(M5'  — N/)-+-j-(Njr'  — L5')-f-5(L/-M^')=o; 

si  la  courbe  était  une  conique,  cette  équation  serait  du 
second  degré  en  j/,  y,  zf  et  l'enveloppe  se  déterminerait 
comme  dans  V Exemple  4  (n®  106). 

110.  Les  remarques  qui  suivent  constituent  un  prélimi- 
naire utile  à  la  recherche  des  caractéristiques  de  la  déve- 
loppée d'une  courbe.  La  normaleen  un  point  situé  à  Vinfini 
sur  une  courbe  coïncide  avec  la  droite  de  Vinfini  elle-même. 
Nous  avons  déjà  fait  remarquer  (n^  lOo)  que  nous  pouvons 
généraliser  la  conception  d'une  normale  en  substituant  aux 
deux  points  circulaires  de  l'infini  deux  points  I,  J  à  distance 
finie,  que  si  la  tangente  en  un  point  quelconque  P  ren- 
contre IJ  en  M,  et  si  M'  est  le  conjugué  harmonique  de  M 
par  rapport  à  I,  J,  la  droite  PM'  peut  être  regardée  comme  la 
normale.  De  cette  construction  il  résulte  immédiatement  que, 
si  le  point  P  est  situé  sur  la  droite  IJ,  PM'  coïncidera  avec 
cette  droite.  Le  cas  où  le  point  P  coïncide  avec  I  ou  J  fait 
l'^iirpfnîs  exception;  les  points  M  er  M' se  correspondent  alors 
et  la  normale  coïncide  avec  la  tangente  (voir  Sections  co- 
niques, n*  382,  note).  Donc,  si  la  courbe  passe  par  l'un 
des  points  circulaires  à  l'infini,  la  normale  en  ce  point 
coïncidera  avec  la  tangente. 
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111.  Nous  allons  maintenant  déterminer  la  classe  de  la 
développée  d^une  courbe  donnée,  ou,  en  d'autres  termes,  le 
nombre  de  normales  (tangentes  à  la  développée)  qu'on  peut 
mener  d'un  point  quelconque  à  cette  courbe.  D'après  la  loi 
de  continuité,  le  nombre  de  normales  sera  le  même  quel  que 
soit  le  point  par  lequel  elles  passent.  Il  suiïit  donc  d'étudier 
le  cas  où  le  point  est  à  l'infini.  Mais  le  nombre  de  normales, 
distinctes  de  la  droite  de  l'infini  elle-même,  qu'on  peut  mener 
parallèlement  à  une  droite  donnée,  est  égal  au  nombre  des 
tangentes  qu'on  peut  mener  parallèlement  à  la  droite  donnée, 
c'est-à-dire  à  la  classe  de  la  courbe.  Et  nous  avons  vu  dans  le 
numéro  précédent  que  les  m  normales  qui  correspondent  aux 
m  points  de  la  courbe  situés  à  l'infini  coïncident  avec  la  droite 
de  l'infini  et,  par  suite,  passent  aussi  parle  point  en  question. 
Donc  le  nombre  de  normales  qu^  on  peut  mener  à  la  courbe 
par  un  point  quelconque  est  égal  à  la  somme  de  V ordre 
et  de  la  classe  de  la  courte,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 
à  la  somme  des  ordres  de  la  courbe  et  de  sa  réciproque. 
Si  la  droite  à  l'infini  est  une  tangente  à  la  courbe,  le  nombre 
des  tangentes  à  distance  finie  qu'on  peut  mener  par  un 
point  à  l'infini  est  évidemment  d'une  unité  moindre  que 
dans  le  cas  général,  et  par  suite  le  nombre  des  normales  est 
aussi  moindre  d'une  unité.  Ainsi,  on  peut  en  général  d*un 
point  donné  mener  quatre  normales  à  une  conique;  on  ne 
peut  en  mener  que  trois  à  une  parabole. 

De  même,  si  la  courbe  passe  par  un  des  points  circulaires, 
nous  avons  vu  (n^  110)  que  la  normale  en  ce  point  ne  coïncide 
pas  avec  la  droite  de  l'infini  ;  par  conséquent,  chaque  fois  que 
la  courbe  passe  par  un  point  circulaire,  le  nombre  des  nor- 
males est  d'une  unité  moindre  que  dans  le  cas  général.  Par 
exemple,  dans  le  cas  du  cercle  qui  passe  par  les  deux 
points  I,  J,  le  nombre  des  normales  menées  par  un  point  est 
diminué  de  deux,  et  il  est  eflectivement  de  deux  au  lieu 
d'être  de  quatre.  De  même,  si  m  et  az  sont  le  degré  et  la 
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classe  d'une  courbe  qui  passe/  fois  par  un  poinl  circulaire  et 
est  ^  fois  tangente  à  la  droite  de  Tinfini,  la  classe  de  la  déve- 
loppée sera 

/i'  =  mH-n— /— ^. 

Nous  aurions  pu  obtenir  également  ces  résultats  en  remarquant 
que  si,  dans  Téquation  delà  normale  M  (a  —  x)  =  h(^ — y), 
Dous  supposons  a,  p  donnés  et  x,  y  variables,  nous  aurons 
Téquation  d'une  courbe  du  m**"*  degré,  dont  l'intersection 
avec  la  courbe  donnée  détermine  les  points  dont  les  normales 
passent  par  a,  p.  Si  la  courbe  n'a  pas  de  points  multiples,  le 
Dombre  des  intersections  sera  évidemment  m^  ou  m  -j-  /i,  et 
il  n'est  pas  difficile  de  montrer  que,  dans  le  cas  général  où 
il  y  a  8  points  doubles  et  x  points  de  rebroussement,  l'ordre 
est  /w*  —  a  8  —  3x,  c'est-à-dire  m  -j-  /i. 

112.  Nous  allons  examiner  quel  sera  le  degré  de  la  déve- 
loppée, et  ici  encore  il  suffira  de  chercher  le  nombre  de  points 
suivant  lesquels  la  droite  à  l'infini  coupe  cette  courbe.  Si 
deux  normales  consécutives  de  la  courbe  primitive  sont  pa- 
rallèles, les  tangentes  correspondantes  coïncideront  ;  donc  les 
points  à  l'infini  sur  la  développée  proviendront  en  général 
des  points  d'inflexion  de  la  courbe  donnée.  A  ces  points  il 
faudra  ajouter  ceux  qui  proviennent  de  points  à  l'infini  sur 
la  courbe  donnée,  points  qui  (n^  111)  donneront  aussi  nais- 
sance à  des  points  à  l'infini  sur  la  développée.  Nous  disons  de 
plus  que  ces  derniers  seront  des  points  de  rebroussera  en t  de 
la  développée  et  qu'ils  auront  pour  tangente  la  droite  à  l'in- 
fini. Soient  M  un  point  quelconque  de  la  droite  IJ  et  M'  son 
conjugué  harmonique;  nous  avons  vu  que  la  droite  qui  cor- 
respond à  la  normale  en  M  est  la  droite  U;  mais  si  les 
points  consécutifs  de  la  courbe  qui  précèdent  et  suivent  M 
sont  L  et  N,  leurs  normales  seront  LM',  NM'.  Donc  M'  est  un 
point  par  lequel  passent  trois  tangentes  consécutives  de  la 
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développée  :  c'est  donc  un  point  de  rebroussement  ayant  IJ 
pour  tangente.  Mais,  comme  la  tangente  en  un  point  de  re- 
broussement rencontre  la  courbe  en  trois  points  consécutifs, 
les  m  points  à  Finfini  de  la  courbe  donnée  font  naître  le 
même  nombre  de  rebroussements  sur  la  développée  et 
donnent  3  m  intersections  de  cette  courbe  par  la  droite  de 
rinfini.  Si  à  ces  derniers  nous  ajoutons  ceux  que  nous  avons 
déjà  obtenus,  nous  trouverons  que  le  degré  de  la  développée 
est  égal  à  t -j-  3  m,  c'est-à-dire  au  nombre  que  nous  avons 
appelé  a  (n«  83). 

Si  la  courbe  passe  par  l'un  ou  l'autre  des  points  I,  J,  nous 
avons  vu  que  ces  derniers  ne  donnent  pas  de  points  à  l'inGnl 
sur  la  développée,  et  par  conséquent  le  degré  se  trouvera 
diminué  de  trois  unités.  Si  la  droite  IJ  est  tangente  à  la  courbe, 
les  normales  aux  deux  points  consécutifs  où  elle  rencontre  la 
courbe  coïncideront  avec  U  ;  nous  aurons  ainsi  deux  tangentes 
successives  de  l'enveloppe  qui  coïncident,  c'est-à-dire  un 
point  d'inflexion  sur  l'enveloppe  et  dont  IJ  est  la  tangente. 
Comme  cette  singularité  remplace  deux  des  rebroussements 
que  nous  obtenons  quand  IJ  rencontre  la  courbe  suivant  des 
points  distincts  les  uns  des  autres,  le  degré  de  la  développée 
diminue  de  trois  unités,  et  si  nous  employons  les  lettres/et  g 
en  leur  donnant  le  même  sens  que  dans  le  dernier  numéro, 
nous  avons  pour  le  degré  de  la  développée 

Les  valeurs  qu'on  vient  de  donner  montrent  que  le  degré 
et  la  classe  de  la  développée  d'une  courbe  sont  les  mêmes  que 
ceux  de  sa  réciproque,  comme  le  n®  109  pouvait  nous  le  faire 
prévoir. 


(')  Quelques  exemples  particuliers  montreDl  qu'on  doit  modifier  ces  for- 
mules quand  I  ou  J  est  uo  point  multiple  où  deux  ou  plusieurs  tangentes 
coïncident.  Ainsi,  si  Tun  d'eux  est  un  rebroussement,  la  diminution  du 
degré  est  4  et  non  6. 
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113.  Il  n*y  aura  pas,  en  général,  de  points  d'inflexion  sur  la 
développée,  car,  s'il  exisiait  un  point  de  ce  genre,  les  deux 
tangentes  consécutives  à  la  développée  (normales  à  la  courbe) 
coïncideraient;  or  il  est  évident,  à  l'inspection  de  la  figure, 
qne  deux  normales  consécutives  ne  peuvent  coïncider  que  si 
les  tangentes  correspondantes  coïncident  avec  leurs  nor- 
males et  coïncident  entre  elles;  ceci  ne  pourrait  arriver  que 
dans  le  cas  exceptionnel  où  la  courbe  primitive  aurait  une 
tangente  d'inflexion  passant  par  I  ou  J. 

Si  cependant  la  courbe  est  tangente  à  IJ,  nous  avons  vu 
(n^  112)  qu'il  y  a  un  point  d'inflexion  à  l'infini  et,  si  la  courbe 
passe  par  I  ou  J  (n**  108),  que  la  développée  a  une  tangente 
d'inflexion  qui  passe  parle  même  point.  Nous  avons  de  cette 
manière  un  nombre  suffisant  de  conditions  pour  déterminer 
toutes  les  caractéristiques  de  la  développée,  à  savoir  : 

m'=:a-3(/+^),     n'=r:m  +  /l-(/+^),     t'  =  (/-f-^). 

Nous  en  déduisons,  par  les  formules  de  Plucker^ 

x'=z3«-3(m  +  Ai)-5(/+^),     a'=z3a~8(/4-^), 

et  nous  pouvons  de  la  même  manière  écrire  le  nombre  des 
points  doubles  de  la  développée  et  de  ses  tangentes  doublei^; 
ces  tangentes  doubles  sont,  cela  est  bien  évident,  des  normales 
doubles  de  la  courbe  primitive. 

Le  genre  (n"  44)  de  la  développée  est  le  même  que  celui 
de  la  courbe  primitive,  comme  on  peut  le  vérifier  en  se  servant 
de  l'expression  de  ce  genre  ;  ^[a  —  2(m  -f-  /i)]-f- 1 .  (En  géné- 
ral, le  genre  de  deux  courbes  est  le  même  si  l'on  fait  dériver 
l'une  de  l'autre  de  telle  manière  qu'à  un  point  de  l'une  d'elles 
corresponde  un  seul  point  sur  l'autre.) 

114.  On  peut  aussi  chercher  directement  combien  la  déve- 
loppée possède  de  points  de  rebroussement.  Nous  obtiendrons 
un  point  de  rebroussement  sur  la  développée,  quand  trois  de 
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ses  tangentes  consécutives  (c'est-à-dire,  des  normales  à  la 
courbe)  se  couperont  en  un  même  point;  ou,  en  d'autres 
termes,  quand  quatre  points  consécutifs  de  la  courbe  primitive 
seront  situés  sur  un  même  cercle.  S'il  en  est  ainsi,  le  rayon 
de  courbure  restera  constant  quand  nous  passerons  au  point 
infiniment  voisin.  Si  donc  nous  différentions  l'expression 
donnée  (n®  102)}  nous  aurons 

(U^M^){^dx-^  ^  dy\=m[{aL-hhM)da!-h{hh-\-bM)dy]. 

Éliminons  dxtldy  au  moyen  de  Téquation  L rfj:  -h  M  rfj^ = o, 
nous  obtiendrons 

H  est  de  l'ordre  3 (m  —  a),  L  et  M  sont  chacun  de  l'ordre 
m  —  I  et  a,  6,  A  de  Tordre  m  —  a  ;  celte  équation  représente 
donc  une  courbe  de  Tordre  6m  —  lo,  dont  les  points  d'inter- 
section avec  la  courbe  donnée  sont  les  points  où  le  cercle  os- 
culateur  a  avec  cette  courbe  un  contact  du  troisième 
ordre  (*). 

Si  la  courbe  n'a  pas  de  points  multiples,  ces  m(6/n  —  lo) 
points,  joints  aux  m  points  à  l'infini,  donnent  naissance  à 
(6m  —  9)  points  de  rebroussement  sur  la  développée;  ce 
nombre  est  d'accord  avec  les  formules  précédentes. 

Nous  pourrions  de  la  même  manière  rechercher  les  caracté- 
ristiques de  la  développée,  en  considérant  cette  courbe  dans 
le  sens  plus  général  que  l'on  a  indiqué  dans  le  n®  109,  et  nous 
trouverions  que  les  formules  que  nous  avons  déjà  obtenues 


(*)  Dans  la  suite  de  cet  Ourrage,  nous  étudierons  d'une  manière  plus 
complète  la  question  des  coniques  qui  ont  avec  la  courbe  un  contact  d'ordre 
supérieur  au  second,  et  nous  donnerons  une  formule  pour  calculer  l'aber- 
ration de  courbure  ou  la  quantité  dont  la  courbe  s'écarte  de  la  forme  cir~ 
culaire. 
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sont  encore  applicables;/  sera  alors  le  nombre  des  contacts 
de  la  courbe  avec  la  conique  fixe  ;  il  n'y  aura  pas  de  singularité 
correspondant  à  g. 

CAUSTIQUES. 

113.  Comme  exemple  de  développées,  nous  dirons  quelques 
mots  des  caustiques,  dont  la  recherche  appartient  entièrement 
à  la  théorie  des  courbes,  quoiqu'elle  ait  été  suggérée  aux  ma- 
thématiciens par  la  science  de  l'Optique.  Ce  sujet  a  quelque 
intérêt,  au  point  de  vue  historique,  car  les  caustiques  figurent 
avec  le  problème  des  enveloppes  parmi  les  premières  questions 
qu'on  ait  étudiées  (  *  ). 

Quand  la  lumière  tombe  d'un  point  quelconque  sur  uue 
courbe,  le  rayon  réfléchi  s'obtient  en  menant  une  droite  qui 
fasse  avec  la  normale  un  angle  égal  à  celui  que  Tait  le  rayon 
incident  avec  cette  même  droite  :  l'enveloppe  de  tous  ces 
rayons  réfléchis  est  la  caustique  par  réflexion. 

Il  est  facile  de  former  l'équation  générale  du  rayon  réfléchi. 

Soient  T  =  o,  N  =  o  les  équations  de  la  tangente  et  de  la 

normale  au  point  d'incidence;  l'équation  du  rayon  incident 

est 

T'N-TiYmo, 

T',  N'  étant  les  résultats  de  la  substitution  des  coordonnées 
du  point  lumineux  dans  T  et  N;  le  rayon  réfléchi,  qui  con- 
stitue un  faisceau  harmonique  avec  ces  trois  droites,  aura 
alors  pour  équation 

T'N-hT.V=:o, 

et  l'on  pourra  former  l'équation  de  son  enveloppe  au  moyen 
des  règles  précédentes. 


(')  Les  caustiques  ont  été  menlionnées  pour  la  première  fois  par  Tschiro- 
luDsea  {Acta  erudUorum,  1683). 
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Exemple.  —  Trouver  la  caustique  par  réflexion  dun  cercle. 

Soient  a,  ^  les  coordonnées  du  centre  lumineux,  les  équations  do 
la  tangente  et  de  la  normale  sont  respectivement 

arcosÔ-f-^^sinÔ  — r  =  o    et    a:  sin6  — ^cos6  =  o. 

Le  rayon  réfléchi  est,  d'après  ce  qui  précède, 

(acos6-f-  p  sin6  —  r)(a7sin6 — ^cos6) 
-h(a?cos6-h^8in6  —  r)(asin6—  ^cosô)  =  o 
ou  bien 

(a7^-hpx)cosa6-+-(P^  — aar)sinaO-Hr(a:-»-a)8in6 — r(^-f-p)cos6=o, 
dont  Fenveloppe  est  (^Ex,  3,  n*  85) 

1  4  (a«  H- p«)(ar«  4- J-»)  —  r«  [(ir-f- a  ,«-f- (y  ^  P)«]  !• 
=  a7(px—  %y)Hx'^  -f-^»  —  a«  — p«)«. 

116.  Au  Heu  de  chercher  directement  l'enveloppe  du  rayon 
réfléchi,  M.  Quetelet  a  donné  une  méthode,  plus  commode 
dans  la  pratique,  pour  ramener  le  problème  à  celui  des  dé- 
veloppées, car  la  caustique  serait  suffisamment  déterminée  si 
nous  connaissions  la  courbe  dont  elle  est  la  développée  : 

Si  nous  prenons  successivement  chaque  point  de  la 
courbe  réfléchissante  pour  centre  et  sa  distance  au  point 
lumineux  pour  rayon,  et  si  nous  décrivons  une  série  de 
cercles,  l'enveloppe  de  tous  ces  cercles  sera  une  courbe 
dont  ta  développée  sera  la  caustique  cherchée. 

L'énoncé  suivant  (dû  à  M.  Dandelin)  est  l'expression  du 
même  théorème  sous  une  forme  plus  commode  : 

Si  du  point  lumineux  O  nous  abaissons  une  perpendicu- 
laire OPsur  la  tangente  et  si  nous  la  prolongeons  de  manière 
que  PR=OP,  la  caustique  sera  la  développée  du  lieu  de  R. 

En  effet,  RT  est  évidemment  la  direction  du  rayon  réfléchi, 
et,  si  nous  menons  le  rayon  consécutif,  comme  OT,  TV, 
OT',  T'V  font  des  angles  égaux  avec  TT',  nous  aurons 
OT^TV  =  OT'-+-T'V  {Sections  coniques,  n»  392);  par 
conséquent,  VR  =  VR'  et  par  suite  VR  est  une  normale  au  lieu 
du  point  R. 
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Le  lieu  de  P,  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  sur  la 
tangente,  s'appelle  la  podaire  de  la  courbe  donnée.  Le  lieu 
du  point  R  est  évidemment  une  courbe  semblable  à  la  podaire 
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R 

r 

/\'~^ 

et  son  équation  peut  toujours  s'écrire  immédiatement  quand 
on  connaît  Téquation  de  la  réciproque  de  la  courbe  donnée 

prise  par  rapport  à  O;  il  suffit  de  remplacer  p  par  -  dans  Téqua- 

lion  de  la  réciproque  exprimée  en  coordonnées  polaires.  Ainsi 
la  ëauslique  par  réflexion  d'un  cercle  est  la  développée  du 
limaçon  {Ex.  5,  n<>55);  son  équation  (le  point  lumineux 
étant  le  pôle),  trouvée  par  la  règle  qu'on  vient  de  donner,  est 
de  la  forme 

p=/?(i  4-ecosa)). 

117.  Si  la  lumière  tombe  d'un  point  quelconque  sur  une 
courbe,  le  rayon  réfracté  s'obtient  en  menant  une  droite  qui 
fasse  avec  la  normale  un  angle  dont  le  sinus  soit  dans  un  rap- 
port constant  avec  le  sinus  de  l'angle  que  le  rayon  incident 
fait  avec  cette  même  normale  ;  l'enveloppe  de  tous  ces  rayons 
est  la  caustique  par  réfraction. 

M.  Quetelet  a  ramené  de  la  même  manière  la  recherche  de 
ces  caustiques  à  celle  des  développées,  au  moyen  du  théorème 
suivant,  dont  on  reconnaît  facilement  l'exactitude  : 

Si  de  chaque  point  de  la  courbe  réfractante  pris  comme 
centre, avec  une  longueur  qui  soit  dans  un  rapport  constant 
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ai^ec  la  dislance  de  ce  point  au  point  lumineux  comme 
rayon,  nous  décrivons  une  série  de  cercles,  l'enveloppe  de 
ces  cercles  sera  une  courbe  dont  la  développée  donnera  la 
caustique  par  réfraction. 

En  effet,  la  méthode  infinitésimale  montre  que,  par  suite 
de  la  loi  de  réfraction,  les  accroissements  infiniment  petits 
des  rayons  incident  et  réfracté  sont  liés  par  la  relation 
mrfo  +  rfp'=o.  Il  en  résulte  que  si,  sur  le  rayon  réfracté 
prolongé,  on  prend  TR  =  m.OT,  T'R'  =  /n.OT',  on  aura 
VR  =  VR'  et,  par  conséquent,  le  rayon  réfracté  sera  normal 
au  lieu  du  point  R. 

Nous  donnons  ici  quelques  considérations  géométriques  qui 
se  rapportent  à  deux  cas  intéressants  de  caustiques  par  ré- 
fraction. 

1**  Trouver  la  caustique  par  réfraction  d'une  ligne 
droite. 

Abaissons.une perpendiculaire  surladroite  {/ig.  aS),  prolon- 
geons-la de  manière  que  AP  =  PB  et  décrivons  un  cercle  qui 
passe  par  A,  B  et  le  point  d'incidence  R;  soit  LR  le  rayon  ré- 
fracté ;  cette  droite  est  évidemment  la  bissectrice  de  Tangle  ALB 


et  nous  avons  AL  +  LB  :  AB  :  :  AL  :  AO  :  :  sio  AOL  :  sin  ALO. 
Mais  AOL  est  l'angle  que  le  rayon  réfracté  fait  avec  la  nor- 
male à  la  surface  et  ALO  =  BLO  =  BAR  est  Tangle  de  rayon 
incident  fait  avec  cette  même  droite;  le  rapport  de  AL  -+-  LB 
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à  AB  est  donc  donné;  par  conséquent,  le  lieu  de  L  est  une 
ellipse,  dont  Â  et  B  sont  les  foyers,  à  laquelle  LR  est  normale 
etdoDt,  par  suite,  la  caustique  est  la  développée. 

2°  Trouver  la  caustique  par  réfraction  d'un  cercle, 

Décrivonsun  cercle  passantparA(yî^.  26), le  pointlumîneux, 
parB,  et  le  point  d'incidence,  et  de  manière  qu'il  soit  tangent 


à  OR  ;  le  point  D  est  alors  donné  puisque  OA  x  OB  =  OR  .  Le 
rapport  RA:  RBest,  parles  triangles  semblables,  égal  aurapport 
donnéOArOR.  Le  rapport  RA:RMestégalàsinRBA:sinRBM. 
Mais  RBA  est  égal  à  PRA,  Tangle  que  le  rayon  incident  iait 
avec  la  normale  à  la  courbe,  et  RBM  est  égal  à  PRM,  l'angle 
que  le  rayon  réfracté  fait  avec  la  même  normale  ;  donc  le  rap- 
port RA  :  RM  est  aussi  donné.  Mais 

AM  X  RB  H-  MB  X  AH  =  RM  x  AB; 

si  nous  représentons  par  p  et  p'  les  dislances  de  M  à  A  et  B, 
ces  distances  seront  liées  par  la  relation 

RB  RA    ,       ,^ 

^p^^^p^AB. 

Or  une  cartésienne  est  définie  comme  le  lieu  d'un  point  dont 

les  distances  à  deux  foyers  donnés  sont  liées  par  la  relation 

mp  -h  np'=  c;  et  l'on  démontre,  exactement  de  la  même  mn- 

S.  —  Courbes  planes,  10 
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nîère  que  dans  les  Sections  coniques  (n'*  392),  que  la  normale 
à  une  pareille  courbe*  cfiyise  Fatigte  que  font  les  deux  radions 
focaux  en  deux  parties  dont  les  sinus  sont  daos  le  rapport  de 
min.  Donc  le  lieu  de  M  est  une  cartésienne  dont  A  et  B  sont 
les  foyers  ;  il  est  évident  aussi  que  MR  est  normale  à  ce  lieu 
et  que  par  conséquent  la  caustique  est  la  développée  de  celle 
courbe  (*). 

L^ellipse  dans  (  i  )  e t  la  cartésienne  dans  (  2  )  son  t  des  courbes 
qui  coupent  à  angle  droit  les  rayons  réfractés  :  la  courbe  qui 
coupe  normalement  les  rayons  réfractés  ou  réfléchis  s'appelle 
la  caustique  secondaire. 

COURBES  PARALLÈLES  ET  PODAIRES  NËGAnVES. 

118.  Il  nous  reste  à  dire  quelques  mots  dHme  ou  deux 
autres  classes  d^enveloppes.  Nous  avons  déjà  parlé  du  pro- 
blème qui  consiste  à  trouver  la  courbe  parallèle  à  une  courbe 
donnée.  Cette  question  peut  se  traiter  en  cherchant  Fcnve- 
loppe  d^une  tangente  pavaUèle  à  chacune  des>  tangentes  de  la 
courbe  donnée,  et  située  à  une  distance  donnée  de  chacune 
déciles,  c'est-à-dire  Penveloppe  de  la  droite 


On  peut  encore;  comme  nous  l'avons  déjà  vu,  regarder  ce 
]>roblème  comme  se  ramenant  à  celui-ci  :  Trouver  V enveloppe 
d'un  cercle  de  rayon  donné 

dont  le  centre  (oL,  '^J  satisfait  à  Inéquation  de  la  courbe;  ou 
encore,  ce  qui  revient  au  même  :  Trouver  la  condition  pour 
que  ce  cercle  soit  tangent  à  la  courbe  donnée.  Le  résultat 
sera  évidemment  une  fonction  de  k^.  Dans  quelques  cas  ex- 


(')  Cette  démonstratioD  m'a  élé  communiquée  par  le  D'  Alkins. 
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ceplionnels  que  nous  allons  faire  connaître  ici,  le  résultat  peul 
se  décomposer  en  facteurs  ;  par  exemple,  la  courbe  parallèle 
à  un  cercle  et  à  une  distance  k  de  ce  cercle  se  compose  d'un 
couple  de  cercles  dont  les  rayons  sont  a±k.  Mais  ordinaire- 
ment une  décomposition  de  ce  genre  n'est  pas  possible,  et  les 
deux  tangentes  situées  à  la  distance  ±  k  d'une  tangente  quel- 
conque de  la  courbe  donnée  seront  toujours  tangentes  à  la 
même  coarbe  parallèle.  Par  conséquent,  le  nombre  de  tan- 
gentes qu'on  peut  mener  à  cette  dernière  parallèlement  à  une 
direction  donnée  est  double  du  nombre  des  tangentes  qu'on 
peut  mener  de  la  même  manière  à  la  courbe  donnée,  en 
d'autres  termes  /i'=2/i.  De  même,  à  chaque  tangente  in- 
Hexionnelle  de  la  courbe  donnée  correspondent  deux  tan- 
gentes de  même  espèce  sur  la  courbe  parallèle,  c'est-à-dire  que 
'.'=21.  Pour  trouver  l'ordre  de  la  courbe  parallèle,  il  suffît 
de  faire  A:  =  o  dans  son  équation,  ce  qui  n'affectera  pas  les 
termes  du  degré  le  plus  élevé  dans  l'équation;  mais  on  a  dé- 
montré pour  les  coniques  (-Sec^w/i^co/i/^rwe^,  n**372,  Ex,^)^ 
el  ceci  est  vrai  en  général,  que  le  résultat  obtenu  en  faisant 
^  =  o  dans  l'équation  de  la  courbe  parallèle  se  compose  de  la 
courbe  originale  comptée  deux  fois  et  des  deux  systèmes 
de  n  tangentes  menées  à  la  courbe  par  les  points  I,  J. 

L'ordre  cherché  est  donc  2(m-f-/i).  Il  n'y  aura  aucune 
difficulté  à  trouver  les  modifications  que  subissent  ces  nombres 
quand  la  courbe  originale  est  tangente  à  la  droite  de  Tinfini  ou 
passe  par  les  points  I,  J.  Nous  arrivons  de  cette  manière 
aux  formules  de  M,  Cayley  : 

OT'=r2(/W-|-/l)--2(/-f-^),       n'=:2/l,       l' =  2  l  =  —  6/n-|-2a, 
x'=:2a  — 6(/-h^),     /=:2{n-g),      g' — '^  g 

La  courbe  parallèle  et  la  courbe  originale  ont  les  mêmes 
normales  et  la  même  développée;  mais  toute  normale  à  la 
courbe  parallèle  est  généralement  normale  en  même  temps 
en  deux  endroits  qui  correspondent  aux  valeurs  ±  k. 
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EXEMPLE  1.  —  Trouver  la  courbe  parallèle  àVellipse  ou  à  la 
parghole,  (Voir  Sections  coniques ^  n*  372.) 

Exemple  2.  —  Trouver  la  courbe  parallèle  à  a?'  -h^' =  a'. 
L'équation  d'une  tangente  quelconque  est  {yoirvi^  99) 
X  cos <p  -f-^  sin  <p  =  a  sin  <p  cos cp. 
Donc  la  droite  parallèle  située  à  une  distance  k  est 
^cosç  -h^sinç  =  X:h-  asin<p  cosq 
et  son  enveloppe  est  (voir  n*  85,  ^ar.  3) 

[SCj-»-^/»  — a«)  — 4^:»]» 

H-[!i7ar^  — 9 A:(iF«-f-j'«)—i8 a«*H- 8 /:»]«  =  o. 

C'est  là  un  des  cas  où  les  courbes  parallèles  qui  correspondent  aa\ 
valeurs  +  k  sont  des  courbes  distinctes  et  non  des  branches  diffé- 
rentes d'une  même  courbe. 

La  courbe  dont  on  vient  de  former  l'équation  est  l'enveloppe  d'une 
droite  sur  laquelle  deuiL  droites  Gxes  déterminent  un  segment  de  gran- 
deur constante.  Si  ces  droites  sont  rectangulaires  et  si  on  les  prend 
pour  axes,  on  voit  immédiatement  que  l'équation  d'une  droite  de 
longueur  a  et  qui  fait  un  angle  ç  avec  l'axe  des  x  sera 

ar  sin  tp -h  ^  cos  ç  =  a  sin  <p  cos  9, 

2  2  2 

dont  l'enveloppe  est  x^  -f-^*  =  a*^. 

Considérons  pour  un  instant  un  diamètre  d'un  cercle  et  une  corde 
qui  lui  soit  parallèle  ;  il  est  évident  que,  si  une  droite  de  longueur  a 
sous-tend  un  angle  droit  en  un  point  quelconque,  une  droite  parallèle 
située  à  la  distance  |a  cosçp  sera  coupée  suivant  un  segment  a  sino 
par  un  couple  de  droites  comprenant  un  angle  <p  et  également  incli- 
nées sur  les  droites  rectangulaires.  Il  est  donc  évident  que  l'enve- 
loppe d'une  droite  sur  laquelle  deux  axes  obliques  interceptent  un 

segment  de  longueur  égale  à  asinç  est  une  courbe  parallèle  (qui 

I  \ 

correspond  à  la  valeur  X:=-acosoj  à  l'enveloppe  a? 

étudiée  dans  le  cas  des  droites  rectangulaires. 


2  2- 


118.  Si  a^  -i-  p^  -I-  Y  est  une  tangente  à  une  courbe  (dont 
réquation  est  exprimée  en  coordonnées  rectangulaires  ordi> 
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naires),  il  est  évident  que  a j:  -i-  P^  -h  y  +  A*  \/cl^  -h  P*  est 
iioe  tangente  à  la  courbe  parallèle;  il  résulte  immédiatement 
de  là  que,  si  nous  avons  l'équation  tangentielle  d'une  courbe 
donnée^  nous  obtiendrons  celle  de  la  courbe  parallèle  en  y 
remplaçant  y  par  y  -f-  A:p,  où  p  =  y^a*-f-  ^'^,  L'équation  tan- 
gentielle de  la  courbe  parallèle  à  une  courbe  dont  Téquation 
langentieile  est  V  =  o  sera  donc 

^  d^       1.2      ^    a  Y 

Nous  débarrasserons  Téquation  des  radicaux  en  faisant  passer 
dans  un  même  membre  toutes  les  puissances  impaires  de  p 
et  élevant  au  carré.  Nous  obtiendrons  ainsi  une  équation 
dont  Tordre  sera  double  de  celui  de  Téquation  tangentielle 
primitive  :  ce  résultat  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  démontré 
dans  le  numéro  précédent. 

Exemple  1 .  —  Trouver  V  équation  tangentielle  de  la  courbe  parai- 

a»      6* 
L'équation  tangentielle  de  l'ellipse  est  {Sections  coniques^  n*  160, 

^^.1), 

par  suite,  celle  de  la  courbe  parallèle  sera 
ou  bien 

(EXEMPLE  2.  —  Former   l'équation  tangentielle    de  la    courbe 
parallèle  à  la  parabole  y*  =px. 

L'équation  tangentielle  correspondante  est 
Celle  de  la  courbe  parallèle  sera  donc 
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Exemple  3.  —  Trouver  Véquation  tangentieîle   de   la  courbe 
parallèle  à  un  cercle. 

L'équation  tangentieîle  du  cercle  dont  le  centre  est  au  point  (a,  b) 
et  dont  le  rayon  est  égal  à  c  est  {Sections  coniques^  n^  86) 

celle  de  la  courbe  parallèle  sera  donc 

(aa H- ô P -H  Y -»- ^"p)*  =  <?'?*• 
Elle  se  décompose  en  facteurs  et  donne 

aa-\-b^-^^->f-  k^  =  ±:c^y 
ou,  en  faisant  disparaître  les  radicaux, 

(aa-h  fc?-+- y)' =  (^=t  ^)'(«' -+-?*)• 

Cette  équation  représente  un  couple  de  cercles  concentriques  dont 
les  rayons  sont  respectivement  o  ±  A:,  comme  cela  est  évident  géo- 
métriquement. 

119.  En  procédant  de  la  même  manière  que  dans  le  derniei 
exemple,  nous  démontrerons  que,  si  Téquation  tangentieîle 
d'une  courbe  est  de  la  forme  w-(a^  -\-^^)z=v^^  Féquation  de 
la  courbe  parallèle  se  décomposera  en  deux  facteurs  de  même 
forme  que  la  courbe  primitive  ;  les  courbes  parallèles  corres- 
pondant aux  valeurs  ±:  k  seront  des  courbes  distinctes  et  non 
des  branches  différentes  d'une  même  courbe.  En  effet,  sup- 
posons que,  en  remplaçant  y  par  y  +  Arp,  ii  devienne 

M  4-  u'kp-h  a'A'p*-!-. .. 

et  qu'il  en  soit  de  même  pour  v;  u^p^=ç^  deviendra  alors 

(M4-a'A-p-+-a''Â:'p*-f.  . .  .)»p«=:((' -h  *''A:p  H- (^A:*p*M-. .  .)'. 

Celte  équation  se  décompose  en  facteurs  qu'on  peut  rendre 
séparément  rationnels  et  qui  donneront  le  résultat 

[tt  -h  M''A-3p»4-. .  .±(<;')t  -H  v'k^p^^, .  .)Pp« 

z=:[v  -^  v' k^p^  ^. ,  ,±{u' kp^  -h  u'k^p'^  '^-,  .  .)]^. 
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Aiuisi  réqualiofi  donnée  pour  la  courbe  rparallèle  à  une 

conique  présente  la  rforine  considérée  dans  ce  numéro,  et  il 

csi  facile  de  vérifier  que  la  courbe  parallèle  à  cette  parallèle 

menée  à  la  distance  k  se  compose  des  deux  parallèles  à  la 

conique  aux  di&tances  kit,k .  comme  cela  doit  évidemment 

2        a  a 

êlre.  Reprenons  la  courbe  déjà  considérée,  o:^ 4-^=  <**> 
doat  Téquation  tangentielle  «at  (a*  4-  ^*)y-  =  «^«^  P"  ;  celle 
dernière  ayant  justement  la  fofcme  que  nous  considérons, 
nous  trouvons  que  la  courbe  parallèle  se  décompose  en  fac- 
teurs. L'équation  tangenûelle  de  ceUe  courbe  parallèle  est 
en  effet 

(a«H-p«)Y»  =  [aa?±:A:(««4-P')?. 

Si  nous  prenons  pour  a  et  i^  respectivement  les  fonctions 
les  plus  générales  du  premier  et  du  second  degré  en  a,  p,  y, 
w*p2  ==  i^  représentera  une  courbe  de  la  quatrième  classe  qui 
a  deux  tangentes  doubles,  et  qui  par  suite  est  du  huitième 
ordre.  Mais  nous  pouvons  choisir  ces  fonctions  de  telle  sorte 
que  les  tangentes  doubles  deviennent  des  tangentes  statîon- 
naires,  et  que  la  courbe  puisse  avoir  une  autre  tangente 
double  ou  stationnaire  ;  nous  pouvons  de  cette  manière  formel 
Téquation  d'une  courbe  du  troisième  ou  du  quatrième  ordre 
dont  les  parallèles  se  résolvent  en  facteurs.  C'est  à  ce  genre 
qu'appartient  la  réciproque  d'une  cartésienne,  comme  on  le 
montrera  plus  tard. 

♦20.  Si  nous  avions  employé  des  équations  en  coordonnées 
irilinéaires  au  lieu  de  nous  servir  de  coordonnées  rectangu- 
laires, nous  aurions  trouvé  (âSec/fo/is  coniques j  n*^  61)  que 
réqaation  d'une  parallèle  à  7.x -{-  ^y -^^z,  et  à  distance 
constante  de  cette  droite,  est  de  la  forme 

aa?  4-  P/ -h  Y ^  H-  ''i (^  sin  A  4- /  sin  B  4- 5  sin G ) y/S -=  o, 

S  étant  la  quantité 

«'  4-  P*  4-  Y*  —  ^  ?Y  ^^^  '^  —  *  Y'  ^^^  ^  —  ^^?  ^^^  ^' 


l52  CnAPITRE   III. 

et  nous  en  concluons  que  si  dans  Téquation  tangentielle  d'une 
courbe  nous  remplaçons  a,  p,  y  respectivement  par 

a  -h  m  sin  A  y/S,     p  -+-  /n  sin  B  \^Sj     y  "*~  ''^  sin G  y^S, 

nous  aurons  Féquation  tangentielle  d'une  courbe  parallèle. 
Nous  avons  vu  que  {Sections  coniques,  n^  382)  S  =  o  est 
Téquation  tangentielle  des  points  I,  J;  et  il  vient  immédiatement 
à  la  pensée  que,  si  S  =  o  est  Téquation  tangentielle  de  deux 
points  quelconques,  et  ax  -i-  by  -i-  c z  =  o  celle  de  la  ligne  qui 
les  joint,  en  considérant  les  points  circulaires  à  Tinfini  comme 
remplacés  par  les  deux  points  en  question,  l'enveloppe  de 
7.x-i-^y-h'{zet  celledeajr-l-P^-l-Y-5-|-(aar-l-  by  -hcz)^/S 
sont  des  courbes  quasi-parallèles. 

121.  Nous  avons  appelé  (n®  IKà)  podaire  d'une  courbe 
donnée  le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  d'un 
pôle  ou  centre  donné  sur  la  tangente  à  la  courbe.  Après  avoir 
trouvé  la  podaire,  nous  pouvons  former  la  podaire  de  celle 
dernière  . . . ,  et  nous  avons  ainsi  une  série  de  seconde,  troi- 
sième, . . .  podaires  de  la  courbe  donnée.  Nous  pouvons  au 
contraire  continuer  la  série  dans  le  sens  inverse,  et  considé- 
rer la  courbe  dont  la  courbe  donnée  est  la  podaire  comme  la 
première  podaire  négative,  et  ainsi  de  suite.  Le  problème  qui 
consiste  à  trouver  la  podaire  négative  revient  à  la  recherche 
de  l'enveloppe  d'une  droite  menée  perpendiculairement  à 
l'extrémité  du  rayon  vecteur;  ou,  en  d'autres  termes,  à  trou- 
ver l'enveloppe  de 

OÙ  a,  P  satisfont  à  l'équation  de  la  courbe.  Nous  venons  de 
voir  que  la  recherche  des  courbes  parallèles  se  ramèae  à 
celle  de  l'enveloppe  de 

2  a jc  4-  2  3/  H-  A:*  —  ^'  —  j»  nr  ac*  -h  P', 

cette  droite  étant  soumise  aux  mêmes  conditions;  c'est  en  se 
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fondant  sur  celle  analogie  que  M.  Roberls  a  fait  remar(|uer 
(|oe  les  deux  problèmes  géomélriques  conduisenl  lous  deux 
au  même  problème  d'Analyse,  celui  oit  il  s'agit  de  trouver 
une  enveloppe  de  la  forme 

Cl  que,  si  nous  avions  Téquation  de  la  courbe  parallèle,  nous 
en  déduirions  celle  de  la  podaire  négative,  en  y  posant 
k^=zx^  -h^'  et  en  remplaçant  j?  et^  par  -J-  ^  et  ^jk.  Générale- 
ment, il  faut  le  dire,  la  recherche  de  la  courbe  parallèle  est 
la  plus  diilGcile  des  deux;  mais  cette  méthode  donne  immé- 
diatement la  podaire  négative  de  la  ligne  droite  ou  du  cercle. 
En  effet,  la  courbe  parallèle  à  une  droite  est  le  couple  de 
deux  droites  parallèles  équidistantes,  et  la  parallèle  au  cercle 
de  rayon  a  se  compose  de  deux  cercles  concentriques  de 
rayons  a±k.  Ainsi,  dans  Tun  et  l'autre  de  ces  cas,  l'équa- 
lion  de  la  courbe  parallèle  peut  s'écrire  sans  calcul,  et  la 
podaire  négative  s'en  déduit  en  suivant  la  marche  qu'on 
vient  d'indiquer. 

122.  Étant  donnée  une  courbe  quelconque,  si  l'on  prend 
sur  chaque  rayon  vecteur  OP,  et  à  partir  d'une  origine  arbi- 
traire ou  centre  d'inversion  O,  une  longueur  OF  égale  à 
rinverse  de  OP,  le  lieu  du  point  P'  est  dit  la  courbe  inverse 
de  la  courbe  donnée.  De  cette  définition  on  conclut  aisé- 
ment que  la  podaire  d'une  courbe  est  l'inverse  de  sa  polaire 
réciproque,  et  que  la  première  podaire  négative  est  la  polaire 
réciproque  de  son  inverse,  la  construction  des  courbes  réci- 
proques s'efiecluant  par  rapport  à  un  cercle  décrit  autour 
Je  l'origine  ou  centre  d'inversion  pris  comme  centre. 

On  peut  sans  difficulté,  au  moyen  de  raisonnements  ana- 
logues à  ceux  qu'on  a  employés  dans  d'autres  cas  similaires, 
déduire  les  caractéristiques  de  la  courbe  inverse  d'une  courbe 
dmnée,  puis  celles  de  la  podaire  négative;  il  nous  suffira  de 
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donner  les  résultats.  Nous  employons/  et  g  dans  le  même  sens 
que  plus  haut,  pour  indiquer  combien  de  fois  la  courbe  passe 
parunpointlou  J  ou  est  tangente  à  la  droite  U;/^  et  ^indiquent 
les  singularités  réciproques,  c'est-à-dire  combien  de  ibis  la 
courbe  est  tangente  à  une  droite  01  ou  OJ,  ou  bien  passe  par 
l'origine  ;/}  et  q  représentent  le  nombre  de  coïncidences  de  tan- 
gentes, quand  l'origine  ou  quand  un  point  I  ou  J  est  un  point 
multiple  (par  exemple,  nous  aurions  ;i  =  i  si  l'origine  était 
un  rebroussemént)  et/?'  et  q[  s'.appliquent  aux  singularités 
réciproques.  Nous  avons  alors  les  relations  suivantes  pour  la 
courbe  inverse  : 

Nous  déduisons  de  là  pour  la  podaire 

M  =  2/1-/'—^,  N  =  /n-h2/i-2(^H-/)-(^'H-./*)-f-/4-7' 
F^2,i-2^-/,G=/;',  F.=z./,G'  =  n-/,  P=^-',  Q=/, 

et  pour  la  podaire  négative 

M  r= /i -h  2m  —  2(/-^/)  —  (/-^  ^) 4-/? -h  ^,  N  =  2/n  — /— ^ 
F  =^,  G=zm-/,  F.^2/n-/-2^',  G'=y>,  F=.^,  Q':^/'. 

Exemple  1 .  —  Trouver  la  podaire  négative  de  la  parabole,  en 
supposant  le  pôle  au  foyer  {y), 

%Çï\\, y^  =^  ^[mx-k-nt^)  Téquation  de  la  parabole.  Nous   pouvons 
représenter  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  par 

x  -h  /n  =  X*  m,    ^  =  2  X  m  ; 

l'équation  aar  -h  3/  =  a»  -+-  3'  devient 

(X«  -  O^'-haX/ =  (X»-M)«m. 


(')  Il  est  facile  de  voir  que  ce  problème  est  le  même  que  celui  où  Ton 
cherche  la  caustique  par  réflexion,  dans  l'hypothèse  où  les  rayous  lamincux 
sont  perpendiculaires  à  Taxe. 
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Les  invariants  de  cette  équation  du  quatrième  degré  en  X  sont 

S  =  3(x-h4/n)«,  .T=(a?-h4/n)»  — 54  m(a7« -+-/«). 

Le  discriminant  S»  —  vj  T«  devient  divisible  par  x*  -4-^'  et  nous  donne 

iV-quation 

I         I  I 

C'est  l'équivalent  de  l'équation  polaire  p'cos  0^  =  ^'  qu'on  aurait 

pu  obtenir  autrement;  en  effet,  Il  résulte  du  n*  95  que,  si  l'équation 
'l'une  courbe  quelconque  peut  s'exprimer  sous  la  forme 

pm  =  a'«  cos  m  (i>, 

les  équations  de  sa  i:odaire  et  de  sa  podaire  négative  sont  de   la 

même  forme,  les  nouveaux  m  étant  respectivement et ^ 

On  peut  remarquer  que  l'équation  de  la  tangente  à  une  courbe  paral- 
lèle à  cette  courbe  est 

(X*  — i)ar-4-aXj'  =  (X«  4- i  )»  m -f-(X« -+- 1)  A:. 

Son  enveloppe  est  du  cinquième  ordre,  et  les  courbes  qui  correspon- 
dent aux  valeurs  d=  k  sont  distinctes.  Et  de  môme,  en  général,  pour 
les  courbes  dont  la  tangente  a  pour  équation 

(k^  —  \)  X  -\-  i\y  =  o(X), 

les  courbes  parallèles  seront  unicursales.  Si  nous  prenons 
7(X)=  mX*,  nous  obtenons  une  courbe  de  la  troisième  classe  et  du 
quatrième  ordre,  tangente  à  la  droite  de  l'infini  et  passant  par  les 
points  I,  J. 

E\EHPLE  2.  —  Trouver  la  podaire  négative  de  -^  -+-  ;i  =  '  >  ^'^ 
supposant  que  le  pôle  soit  le  centre. 

Écrivons  comme  d'habitude  les  coordonnées  d'un  point  sous  la 
forme  a  cos^  et  b  sinip;  nous  aurons  à  trouver  l'enveloppe  de  la 
droite 

axcos^-f-  ^j'sin^  =  a*  cos*<p  -+-  6*  sin*«p 
=  i(a»  -+-  6*)  -+-  J  (a*  —  b^)  cos2<p. 

Par  suite,  en  posant  pour  un  instant-i(a*-^  6')  =  /n,  ^(a*  — 6*)=  /i, 
IVnvcloppe  est  {voir  n**  85,  Ex.  3) 

\%{a'^x^  -I-  b^yt)  —  4  (/n»  -+.  3  n«)]» 

"^■[dC'w  — 3/i)a*ar« -h  9(/n-+- 3/1)6» j*  — 8 /n(m»  —  9/1*)]»  =  o. 
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Consulter  aussi  la  Géométrie  à  trois  dimensions  {n*^  A^ï)  ipo\ïT 
voir  la  solution  que  M.  Gayley  a  donnée  de  ce  même  problème. 

Exemple  3.  —  Trouver  la  podaire  négative  de  V ellipse  en  sup- 
posant le  pôle  au  foyer. 

La  coordonnée  07  mesurée  à  partir  du  foyer  est  c+acos^  et  le 
rayon  vecteur  focal  est  a-t-ccosîp.  Nous  aurons  donc  à  chercher 
Tenveloppe  de  la  droite 

a?(c-t-acosîp)  -4-76  sino  =  (a-h  ccos'f  )* 
ou  bien 

c'  cosatp  -4-  a(4  o  —  ix)  cos^p  —  ^by  sincp  -t-(2a*-h  c-  —  aca?)  —  o. 

L'enveloppe  est 

[36î(arî-h/«)  — (2as-f-car)î]» 
+  [gb*  (a^  —  ex  -\-  ac»)(ar*-l-7')  —  (26* -h  cr)»]*  =  o. 

Cette  équation  développée  sera  évidemment  divisible  par  x'  H- 7'  et 
représentera  une  courbe  du  quatrième  degré,  ayant  les  droites  jt*  -4-j* 
comme  tangentes  stationnaires. 
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CHAPITRE  IV. 

PROPRIÉTÉS  MÉTRIQUES   DES  COURBES. 


123.  Dans  ce  Chapitre,  nous  allons  faire  connaître 
quelques-unes  des  propriétés  métriques  les  plus  importantes 
des  courbes.  Pour  étudier  ces  propriétés,  les  coordonnées 
dont  remploi  présente  le  plus  d'avantages  sont  les  coor- 
données cartésiennes  rectangulaires.  Par  exemple,  nous  avons 
déjà  vu,  dans  le  n**  3o,  qu'en  remplaçant  x  et  j^  par  p  cosô 
etpsinO  nous  obtiendrons  les  longueurs  des  segments  in- 
terceptés par  la  courbe  sur  une  droite  quelconque  issue  de 
l'origine;  il  en  est  de  même  pour  une  droite  généralement 
quelconque,  puisque,  par  une  transformation  de  coordon- 
nées, nous  pouvons  amener  un  point  quelconque  à  devenir 
rorigine. 

Le  théorème  énoncé  (Sections  coniques,  n®  148)  peut  se 

fîénéraliser  comme  il  suit  :  Si,  par  un  point  O,   on  mène 

deux  cordes  qui  rencontrent   respectivement  une  courbe 

du n^^"^*^ degré, auxpoints^^y  Ra,  . . .  R^,  Sj,  S2,  . . .  S^,  le 

,            .    .    OR,. OR,  ...  OR;, 
rapport  des  produits  ^^    .^^ Tr^—  seraconstant,  quelle 

fine  soit  la  position  du  point  O,  pourvu  que  les  directions 
fies  droites  OR,  OS  soient  constantes  (*). 

La  démonstration  est  la  même  que  celle  qu'on  a  déjà 
donnée  dans  le  cas  des  coniques.  L'équation  en  coordonnées 
polaires  (n**  26)  nous  montre  que  le  produit  de  tous  les  seg- 


(')  Ce  théorème  a  été  énoncé  pour  la  première  fois  par  Newton  dans  son 
^numeratio  linearum  tertii  ordinis. 
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ments  déterminés  par  la  courbe  sur  un  rayon  vecteur  mené 
par  Porigine  et  faisant  un  angle  0  avec  Taxe  des  x  est  égal  à 


Pcos^O-H  Qcos"-*esineH-  .. 
Le  même  produit  pour  l'autre  droite  sera 


P  CCS"  Ôi  -+-  Q  CCS"-*  6,  sin  0,  4-  . . 
I^ur  rapport  est  par  conséquent  égal  à 

Pcos»6  -+-Qcos''-*ôsineH-  ... 


P  cos"  0,  4-  Q  ces'*-*  6,  sin  6,  -h  . . . 

Mais  nous  avons  vu  {Sections  coniques^  n°  134)  qu'en  rap- 
portant la  courbe  à  de  nouveaux  axes  parallèles  aux  anciens, 
les  coefficients  des  puissances  les  plus  élevées  des  variables 
r.e  changent  pas  ;  il  en  est  donc  de  môme  du  rapport  qui  pré- 
cède. 

Nous  pouvons  dMSsi  {Sections  coniqueSy  n**  148)  énoncer 
ce  même  théorème  de  la  manière  suivante  :  Si  par  deux 
points  fixes  O  et  o  on  mène  deux  droites  parallèles^  le 
rapport  des  produits  0R|  OR2.  . . . ,  ori ,  or^^  . . .  sera  con- 
stant, quelle  que  soit  la  direction  commune  de  ces  droites. 

\J 

En  effet,  la   valeur  du  second  produit  est  ^^ ^— : 

'  ^  Pcos"e-h...' 

dans  cette  expression  A'  est  le  terme  absolu  quand  o  devient 
l'origine;  le  rapport  des  produits  est  donc  A  :  A',  quantité  in- 
dépendante de  8.  Nous  avons  yu  (Sections  coniques,  n®  134) 
que  le  nouveau  terme  absolu  sera  le  résultat  de  la  substitu- 
tion des  coordonnées  du  point  o  dans  l'équation  donni'^e. 
Nous  trouvons  de  la  sorte  que  le  résultat  d'une  substitution 
de  ce  genre  est  toujours  proportionnel  au  produit  des  seg- 
ments interceptt's  entre  le  point  o  et  la  courbe  sur  une 
droite  dont  la  direction  est  donnée. 
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m.  Du  théorème  précédent  nous  déduisons  immédiate- 
ment celui  de  Camot,  dont  nous  avons  donné  un  cas  particu- 
lier (5ecf{on5  coniques,  n^  313).  Supposons  que  chacun  des 
côtés  d'un  poljgone  ABC  »  •  •  rencontre  une  courhe  du  n'*™' 
degré  en  n  points  réels*  Nous  représentons  par  (B)'  le  pro- 
(loit  des  n  segments  successifs  déterminés  sur  le  côté  BC  entre 
Betla  courbe;  par '(B)  le  produit  des  segments  interceptés 
sur  le  côté  BA.  Nous  aurons  alors  la  relation 

(A)'(B)'(C)'(D)' . . .  =  '(\)'(B)'(C)'(D) . . . 

En  effet,  menons  par  un  point  quelconque  des  rajons 
vecteurs  parallèles  aux  côtés  du  polygone,  et  représentons  le 
produit  des  segments  successifs  déterminés  sur  chacune  de 
ces  droites  par  («))(6)i(c),  ...  ;  si  nous  faisons  abstraction 
des  signes, 

'(B):(By::(a):(6) 
\C):(Cy::{b):(c) 
'(D):(Dy::(c):(d)' 


ot,  en  composant  tous  ces  rapports  entre  eux,  Texactitude 
du  théorème  devient  évidente. 

125.  On  peut  éviter  toute  ambiguïté  en  ayant  égard  aux 
signes  db.  Si  nous  considérons  les  segments  interceptés  sur 
la  droite  AB,  la  quantité  (A)'  représente  le  produit  des  n  seg- 
ments mesurés  de  A  ver»  B;  de  même  '(B)  sera  le  produit 
des  n  segments  mesurés  de  B  vers  A  ;  donc,  par  suite  de  la  règle 
des  signes  {Sections  coniques,  n°  7),  chaque  terme  du  dernier 
produit  doit  être  considéré  comme  ayant  un  signe  contraire 
à  chacun  des  termes  du  premier,  en  sorte  que,  si  nous  don- 
nons à  (A)'  le  signe  H-,  nous  devons  donner  à  '(B)  le 
signe  ( —  i)",  c'est-à-dire  -+-  quand  n  sera  pair  et  —  quand 
n  sera  impair.  Supposons  que  k  soit  le  nombre  de  côtés 
du  polygone;  comme  chaque  terme  de  Téquation  contîen- 
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dra  k  facteurs  tels  que  (A)',   celte  équation  devra  s'écrire 

(A)'(B)'(C)'  ...=(-  i)''*'(A)'(B)'(C)  ...  ; 

c'est-à-dire  que  le  second  membre  aura  le  signe  -h  quand  le 
degré  de  la  courbe  ou  le  nombre  des  côtés  du  polygone  sera 
pair;  quand  au  contraire  ils  seront  tous  deux  impairs,  il  fau- 
dra prendre  le  signe  — . 

Exercices. 

Exemple  1.  —  Une  droite  coupe  les  côtés  d'un  triangle  AB,  BC,  C>, 
aux  points  c,  a,  b.  On  a 

Ac.Ba.G6  =  — A6.Bc.Ca    (Sections  coniques,  n*  42), 

et  le  signe  montre  que,  si  la  droite  coupe  deux  côtés  intérieurement, 
elle  coupera  le  troisième  extérieurement.  L'équation 

Aci.Ba.C6  =  -+-A6i.Bc.Ca    (Sections coniques,  n'*43) 

sera  vérifiée  si  les  trois  droites  A  a,  Bb,  Cct  se  coupent  en  un  même 
points  et  la  droite  AB  est  divisée  harmoniquement  aux  points  c  et  Cf. 

Exemple  2.  —  Supposons  que  chacun  des  côtés  du  triangle  soit 
tangent  à  une  même  conique  aux  points  a,  b,  c.  Le  théorème  de 
Garnot  nous  donne 

Âc!b^!g6'  =  -+-  Âô!  B^! Ga* 
et  par  suite 

Ac.Ba.Cb  =  ±  Ab.Bc.Ca. 

On  ne  peut  pas  prendre  le  signe  inférieur,  puisqu'une  droite  ne  peui 
couper  une  conique  en  trois  points;  nous  voyons  donc  que,  si  uii<^ 
conique  est  inscrite  dans  un  triangle,  les  droites  qui  joignent  chaque 
sommet  au  point  de  contact  du  côté  opposé  se  coupent  en  un  même 
point. 

Exemple  3.  —  Soient  a,  b,  c  des  points  d'inflexion  d'une  courbe 
du  troisième  degré,  et  BC,  G  A,  AB  les  tangentes  en  ces  points;  le 
théorème  de  Garnot  donne 

Âc!  B^!  G6'  =  —  Ab]  B  c!  Câ\ 


PROPRIÉTfiS    MÉTRIQUES    DES    GOUREES.  I.61 

dont  la  seule  racine  réelle  est 

Ac.Ba.Cfr  =  — A6.Bc.Ca. 

Donc,  si  une  courbe  du  troisième  degré  a  trois  points  d*in- 
flexion  réels,  ils  doivent  être  situés  sur  une  même  droite,  II  en. 
résulte  aussi  qu'une  courbe  du  troisième  degré  ne  peut  avoir  que 
trois  points  d'inflexion  réels;  car  le  même  raisonnement  montrerait 
qaetous  les  points  d*infle\ion  réels  doivent  se  trouver  sur  une  même 
droite  et  une  droite  ne  peut  rencontrer  la  courbe  qu'en  trois  points. 

Le  même  raisonnement  prouve  que,  si  une  courbe  de  degré  impair 
A  a  trois  points  réels,  et  que  si  les  tangentes  en  ces  points  rencon- 
trent la  courbe  en  n  points,  ces  trois  points  sont  situés  su'  une 
même  ligne  droite. 

Exemple  4.  —  Prenons  une  courbe  du  quatrième  degré  ayant  trois 
tangentes  doubles,  nous  avons 

Âc!Âcl^r B a!  Bâ^!G6.G^    =  aZ!â^Î  BcfÊci^fcâîcâ^*' 

nous  en  déduisons 

Ac.Ac,.Ba.Bai.C6.G6,  =  ^  A6.A6,.Bc.Bc,.Ga.Ca,. 

Ici,  à  cause  du  double  signe,  nous  pouvons  seulement  conclure  de 
cette  relation  que,  si  une  courbe  du  quatrième  degré  a  trois 
tangentes  doubles,  la  conique  menée  par  cinq  des  points  de  con- 
tact passera  bien  par  le  sixième  point,  ou  bien  par  le  point  qui 
forme  açec  le  sixième  une  division  harmonique  sur  le  côté 
où  se  trouve  ce  dernier  point.  Il  existe  d'après  cela  deux  genres 
distincts  de  groupes  de  trois  tangentes  doubles,  suivant  que  l'une 
ou  l'autre  de  ces  relations  géométriques  se  trouve  vérifiée. 

lâB.  Il  existe  quelques  cas  particuliers  pour  lesquels  le 
théorème  de  Camot  demande  à  être  modifiié.  Supposons,  en 
premier  lieu,  que  l'un  des  angles  (A)  du  polygone  soit  à  l'in- 
finî,  c'est-à-dire  que  deux  côtés  adjacents  soient  parallèles; 
nous  aurons  finalement  (Ay  =  '(A)  et  Téquation 

(By(Cy...r=.'(B)'(C)... 

s  ibsistera  toujours. 

S.  —  Courbes  planes.  n 
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Admettons,  en  second  Heu,  quePun  des  angles  (A)  soit  situé 

sur  la  courbe;  l'un  des  n  termes  de  chacun  des  produits  (A)' 

et  '(A)  s'annule  alors;  mais,  comme  le  rapport  des  deux  seg- 

^    AR      .    .     ,  ,  sinRR'A  ,  , 

ments  -j^,  est  égal  a  -; —  >  nous    pouvons    remplacer  le 

rapport  des  côtés  qui  deviennent  nuls  par  le  rapport  des 
sinus  des  angles  que  les  côtés  du  polygone  qui  aboutissent 
en  A  font  avec  la  tangente  en  A,  et  le  théorème  devient  ainsi 

(\Y(BY(CY,..     '(Ay(By(C)... 


sin  a  sm  %' 


(A)'  et '(A)  ne  contiennent  plus  chacun  que  (n  —  i)  facteurs, 
et  a  et  a'  sont  les  angles  que  font  avec  la  tangente  en  A  le  s 
côtés  sur  lesquels  sont  mesurés  les  segments  qui  constituent 
les  produits  (A)'  et  '(A).  Nous  pouvons  ainsi  déduire  Av 
ce  qui  précède  que,  si  un  polygone  quelconque  est 
inscrit  dans  une  conique,  le  produit  continu  des  sinus  des 
anglfs  que  chaque  côté  forme  avec  la  tangente  à  son 
extrémité  droite  est  égal  au  produit  semblable  des  sinus 
des  angles  que  chaque  côté  fait  avec  la  tangente  à  son 
autre  extrémité. 

diam£tres. 

127.  Etant  donnés  n  points  sur  une  droite,  un  point  de 
cette  droite,  tel  que  la  somme  algébrique  de  ses  distances  à 
ces  points  soit  nulle,  s'appelle  le  centre  des  moyennes  dis- 
tances  des  points  donnés.  Soit  y  la  distance  du  centre  à  un 
point  quelconque  pris  sur  la  droite;  soient  ^,,  y^^  y^  . .  . 
celles  des  autres  points  au  point  arbitraire,  les  distances  du 
centre  aux  points  donnés  seront  y  — y^,  y — y^t  ...  et  la 
condition  qui  résulte  de  la  définition  est 

^0'  — 7i)==o     ou  bien     ny—Z(y^)-o. 
Nous  voyons  ainsi  que  la  distance  d'un  point  quelconque 


I 
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au  centre  est  égale  à  la  somme  des  distances  du  même  point 
aux  points  don  nc^s,  divisée  par  le  nombre  de  ces  points;  ou, 
en  d'autres  termes,  qu'elle  est  égale  à  la  moyenne  distance 
du  point  choisi  arbitrairement  aux  points  donnés.  Par 
exemple,  s'il  n'y  a  que  deux  points  donnés,  le  centre  des 
moyennes  distances  est  le  point  milieu  de  la  droite  qui  les 
joint,  et  la  distance  d'un  point  quelconque  de  la  droite  à  ce 
point  est  la  demi-somme  de  ses  distances  aux  deux  points 
donnés. 

Les  propriétés  bien  connues  des  diamètres  des  coniques 
ont  été  généralisées  par  Newton;  il  a  énoncé  cette  générali- 
sation sous  la  forme  du  théorème  suivant,  qui  est  vrai  pour 
toutes  les  courbes  algébriques  :  Étant  donné  un  système 
de  cordes  parallèles  d^une  courbe  du  n'^'"^  degré,  si  Con 
prend  le  centre  des  moyennes  distances  des  n  points  où 
chacune  des  cordes  rencontre  la  courbe,  le  lieu  de  ce  cen- 
tre  est  une  ligne  droite  qui  peut  être  appelée  le  diamètre 
correspondant  au  système  donné  de  cordes  parallèles. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  procéderons  de  la 
même  manière  que  dans  le  cas  des  sections  coniques  {Sections 
coniques,  n®  141). 

Supposons  que  nous  ayons  rapporté  l'i'quation  de  la  courbe 
à  un  système  de  coordonnées  polaires  en  remplaçant  x  el  y 
par  pcosO  et  psinO(ou  par  wpet  /ip,  si  les  coordonnées 
sont  obliques).  L'origine  sera  le  centre  des  moyennes  dis- 
tances relatif  à  une  corde  faisant  l'angle  8  avec  l'axe  des  Xy 
si  cet  angle  est  tel  qu'il  rende  le  coefficient  de  p""*  égal  à 
zéro.  Cherchons  maintenant  la  condition  pour  qu'un  autre 
point  quelconque  (^,  y)  soit  le  centre  des  moyennes  dis- 
lances sur  une  corde  parallèle  à  la  précédente  :  nous  aurons  à 
examiner  quelles  relations  il  doit  exister  entre  x'  el  y  pour 
que,  en  rapporUnt  l'équation  à  de  nouveaux  axes  ayant  ce 
point  pour  origine,  le  nouveau  coefflcient  de  p""*  soil  nul 
pour  la  même  valeur  de  6.  Or,  si  nous  rapportons  l'équation 
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donnée  U  =  o  à  des  axes  parallèles  en  remplaçant  j:  el  / 
par  x  +  xf  e\.  y  4-^,  elle  devient 

,rfU         ,rfU 

Les  trois  premiers  termes  seuls  peuvent  renfermer  les  va- 
riables à  un  degré  aussi  élevé  que  le  (  n  —  iy*"«;  comme  ils 
ne  contiennent  x'^  y  qu'au  premier  degré,  le  lieu  cherché 
doit  être  une  droite. 

Son  équation  est  effectivement 

dun  dit„ 

Il  est  bien  entendu  que  j?  et  ^  ont  été  remplacés  dans  fin  et 
f^n-i  par  cosô  et  sîn8  (ou  par  m  et  n,  si  les  axes  sont 
obliques). 

128.  Newton  a  remarqué  aussi  que,  si  une  corde  quel- 
conque coupe  la  courbe  et  ses  asymptotes,  le  même  point 
sera  le  centre  des  moyennes  distances  pour  les  deux  systèmes 
de  points,  et  que  par  conséquent  la  somme  algébrique  des 
segments  interceptés  entre  la  courbe  et  ses  asymptotes  est 
égale  à  zéro.  C^est  une  générali  atioi  du  théorème  bien  connu 
{Sections  coniques  y  n**  107).  L'exactitude  de  cette  proposi- 
tion résulté  de  l'équation  d'un  diamètre  formée  dans  le  nu- 
méro précédent,  et  de  la  démonstration  donnée  antérieurement 
(n®  52)  que  les  termes  a„,  w„_i  sont  les  mêmes  dans  l'équa- 
tion de  la  courbe  et  dans  celle  de  ses  n  asymptotes. 

129.  Nous  pouvons  de  même  chercher  le  lieu  d'un  point 
tel  que  la  somme  des  produits  deux  à  deux  des  segments 
mesurés  suivant  une  direction  donnée  entre  ce  point  et  la 
coDrbe  soit  nulle.  L'origine  serait  un  de  ces  points  si  le  cocf- 
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ficienl  de  p''"^  s'annulait  pour  la  valeur  donnée  de  0;  le  lieu 
s'obtiendra  comme  dans  le  n^  127 ,  en  cherchant  la  relation 
qui  doit  exister  entre  x'  ety  pour  que  le  coefficient  de  p"'^ 
soit  nul  dans  Téquation  transformée.  Mais,  comme  les  termes 
du  degré  (n  —  a)  en  :r  ct^  ne  renferment  pas  de  puissance 
supérieure  à  la  seconde  en  a/  et  y,  le  lieu  sera  une  section 
conique,  que  nous  appellerons  la  conique  diamétrale. 
On  voit  facilement  que  son  équation  est 

^  — -, h  y 


dx         ^     dy 

où  l'on  a  remplacé  ^  et  ^  par  cosQ  et  sinO  dans  e^/i_o, .  • . . 
La  distance  d'un  point  quelconque  à  l'un  des  deux  points  de 
la  conique  étant ^,  et  à  la  courbe  ^< ,  r2, . . .  7  nous  avons  par 
d  '^finition 

Le  nombre  des  termes  dans  cette  somme  est  égal  au  nombre 
des  combinaisons  de  n  objets  deux  à  deux,  et  par  suite 
à  \n{n  —  I  ).  Ce  sera  donc  le  coefficient  de  y^,  quand  nous 
eOectuerons  chacun  de  ces  produits  et  quand  nous  ajou- 
terons les  résultats.  Dans  le  même  cas,  le  coefficient  de  jk 
se  composera  de  ^n{n  —  1)  termes  qui  seront  chacun  de  la 
forme  — {y^  +^"2);  et,  comme  il  doit  renfermer  les  n  quan- 
tités ^i,  1  •:»  •  •  •  d'une  manière  symétrique,  il  doit  être  égal 
à-^(/i  — i)S(r)-  Donc 

Cette  équation  du  second  degré  détermine  les  distances 
d'un  point  quelconque  à  la  conique  diamétrale  quand  on 
connaît  ses  distances  à  la  courbe  ;  ii^Çn  —  1)  fois  le  produit  de 
ces  deux  distances  est  égal  à  2(/<^2),  ou,  en  d'autres  termes, 
leproduitdes  distances  d'un  point  quelconque  à  la  conique 
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diamétrale  est  égal  à  la  moyenne  des  produits  deux  à  deux 
des  distances  de  ce  point  à  la  courbe  y  puisqu'il^  a  ^«(/i  — i) 
produits  de  ce  genre.  La  s  jmine  des  dislances  du  point  à  la 

conique   diamétrale    est  égale  à- S(jv).  La  moyenne  dislance 

est  donc  la  même  pour  les  deux  courbes,  puisqu^il  y  a  deux 
distances  dans  un  cas  et  n  dans  Fautre;  et  les  deux  courbes 
ont  le  même  diamètre. 

130.  On  voit  sans  difficulté  qu'une  courbe  du  /i'*"*  degré 
peut  avoir  d'autres  diamètres  curvilignes  dont  les  degrés 
peuvent  s'élever  jusqu'au  (/t  —  i  )•*"•.  Ainsi  le  lieu  d'un  point 
tel  que  les  produits  trois  à  trois  de  ses  dislances  à  la  courbe 
soit  nul  s'obtiendra  en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  p""' 
dans  l'équation  transformée;  et  comme  ce  coefficient  ne  con- 
tient pas  de  puissances  des  variables  plus  élevées  que  la 
troisième,  le  lieu  sera  du  troisième  degré.  Nous  verrions  de  la 
même  manière  que 

SO'-.>'.)(7-7î)(.,v-.r3) 

=  -J/i(/l-l)(/l-2)j»-i(n-l)(/l-2)/S0') 

et  nous  en  concluons  facilement  que  la  courbe  et  sa  cubique 
diamétrale  auront  la  même  moyenne  distance,  le  même  moyen 
produit  des  distances  deux  à  deux  et  trois  à  trois.  Il  en  sera  de 
même  pour  les  diamètres  d'ordre  plus  élevé.  Les  considéra- 
tions que  nous  allons  développer  mettront  mieux  en  lumière 
les  questions  qui  se  rattachent  à  ces  diamètres  curvilignes. 

131.  Après  les  notions  que  nous  venons  de  donner  sur  les 
diamètres,  nous  devons  dire  quelques  mots  des  centres.  Si 
tous  les  termes  de  degré  n  —  i  manquaient  dans  l'équation 
d'une  courbe,  la  somme  algébrique  de  tous  les  rayons  vecteurs 
issus  de  l'origine  serait  nulle,  et  l'on  pourrait,  dans  un  cer- 
tain sens,  dire  que  l'origine  est  un  cenlr.î. 
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Cependant  le  nom  de  centre  ne  s'applique  ordinairement 
que  dans  le  cas  oij  chaque  valeur  du  rayon  vecteur  est  accom- 
pagnée d'une  valeur  égale  et  de  signe  contraire.  Si,  dans  ce 
cas,  Téquation  est  rapportée  à  des  coordonnées  polaires,  elle 
devra  être  une  fonction  de  p^  seulement.  Si  donc  la  courbe  est 
de  degré  pair,  son  équation  en  x  et  y^  rapportée  au  centre, 
ne  pourra  contenir  aucune  impuissance  impaire  des  variables, 
et  devra  être  de  la  forme 

//o  -+-  «^2  -4-  «V  H-  . . .  =  o, 

si  la  courbe  est  de  degré  impair,  son  équation  polaire  divisée 
par  p  devra  être  réductible  à  une  fonction  de  p*  ;  Téqualion 
en  x,y  ne  pourra  contenir  aucune  des  puissances  paires  des 
variables  et  devra  être  de  la  forme 

i/i  H-  /^i  4-  f/fi  H-  •  •  •  =  o- 

Celle  forme  nous  montre  que,  si  une  courbe  de  degré 
impair  a  un  centre,  ce  point  doit  être  un  point  d'inflexion.  Il 
est  bien  évident  aussi  que  c'est  seulement  dans  des  cas  excep- 
tionnels qu'une  courbe  de  degré  supérieur  au  second  aura 
un  centre,  puisqu'il  n'est  généralement  pas  possible,  par  une 
transformation  de  coordonnées,  de  faire  disparaître  de  l'équa- 
tion assez  de  termes  pour  la  ramener  à  Tune  ou  l'autre  des 
formes  que  nous  venons  de  donner  ci-dessus. 

PÔLES  ET  POLAIRES. 

13â.  Nous  passons  maintenant  à  un  théorème  important, 
énoncé  pour  la  première  fois  par  Cotes  dans  son  Harnxonia 
mensurarum  :  Si,  sur  chaque  rayon  vecteur  issu  d'un 
point  fixe  O,  on  prend  un  point  R  tel  que 

n   I  I  I 

OH  ""ôk;"*"ôhI  "^  oïï;"^***' 

fe  lieu  du  point  R  sera  une  ligne  droite. 
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Prenons  O  pour  origine  ;  Téquation  qui  détermine  OR, .  • 
Cjt  de  la  forme 

A—  -h(BcosO-HCsinO) --— - 

-4-(Dcos*e-i-Ecos6sine  -h  Fsin'B) -+-...  z=  o, 

d'où 


n             B  cose  H- 
OU  """                   A 

CsinO 

9 

ou, 

en 

revenant 

aux  coordonnées  x 
Bjy-hCj-i-  /lA 

=  o. 

C'est  Téquation  trouvée  (n®  GO)  pour  la  droite  polaire  de 
l'origine,  et  la  propriété  qu'on  vient  de  démontrer  est  la  gé- 
néralisation de  la  propriété  harmonique  bien  connue  des 
pôles  et  polaires  des  sections  coniques  [Sections  coniques, 
n°  1-iG). 

133.  La  proposition  qui  précède  peut  aussi  s'établir  sans 
prendre  le  point  O  comme  origine,  en  suivant  une  méthode 
analogue  à  celle  qu'on  a  employée (-Sec^w/is  coniques,  n*  92). 
Nous  avons  vu  (n°  63)  que,  deux  points  0{a:^y z')  et  K{xyz] 
étant  donnés,  Téquation  A  =  o,  ou 

\n  y/  ^  Xn-X  jj,^  U'  -hiX«-*  |JL*  A*  U'  -4-  .  .  .  =  O, 

détermine  les  rapports  RR|  \  ORi  des  segments  suivant 
lesquels  la  droite  qui  joint  les  deux  points  donnés  est  coupée? 
par  la  courbe.  Il  résulte  alors  de  la  théorie  des  équations 
que  AU'=o  exprime  la  condition  pour  que  la  somme  des 
racines  de  l'équation  A  =  o  soit  nulle  ;  ceci  veut  dire 
que  AU'  =  o  est  l'équation  du  lieu  d'un  point  R  tel  que  l'on 
ait 

RR,        RRj  _ 

OR,  "^OR,  "^ ^'     * 
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Mais  si  nous  remplaçons  RR|  par  ORi  —  OR, . . .  nous  voj'ons 
(|ue  celle  équation  revient  à 

n  I  1 

131.  On  peul  reconnaître  de  la   même   manière  que  la 
conique  polaire  A*U'  =  o  est  le  lieu  d'un  point  tel  que 


ou  bien 


el  ainsi  de  suite  pour  les  courbes  polaires  d'ordre  supérieur. 
Supposons  que  OR  représente  un  rayon  vecteur  de  la  courbe 
et  Or  un  rayon  de  la  courbe  polaire.  La  courbe  polaire  du  /:**"• 
«)rdre  jouit  des  propriétés  exprimées  par  les  équations  sui- 
vantes : 

1.2         Y  I  __  I  .2         y  I^ 

;iii7r^2-OH,.ORî  "  k{k  —  i)ZàOr^,Or^' 
1.2.3  Y  1 

133.  Si  le  point  O  est  à  Tinfini,  les  rapports  des  dis- 
tances ORi,  ORo,  . .  -  peuvent  être  regardés  comme  égaux 
entre  eux,  et  les  dénominateurs  de  toutes  les  fractions 

RRj       RR, 
ORi'     ORï' 

peuvent  être  considérés  comme  égaux.  La  propriété  de  la 
droite  polaire  \  ^^  =  o  se  réduit,  quand  O  est  à  l'infini^ 
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à  S(RR')=  o^  aulremenl  dit^  la  somme  de  tous  les  segments 
compris  entre  la  polaire  et  la  courbe  sur  les  cordes  parallèles 
qui  se  rencontrent  en  O  est^nuUe.  Nous  voyons  ainsi  que  la 
droite  polaire  d'un  point  à  Vinjini  est  le  diamètre  du 
système  de  cordes  parallèles  dirigées  vers  ce  point  infi- 
niment éloigné. 

Il  en  est  de  même  pour  la  conique  polaire.  Quand  O  est  in- 
finiment éloigné,    Téquation    /  (  775^  '  fTô^  )  =  ^   se   réduit 

à  ï(RRt  .RR^)=:  o  ou  bien  àS(OR  —  OR,)(OR  —  OR..)  =  o; 
c'est  Téquation  (n®  129)  qui  d^^termine  la  conique  diamétrale. 
Et  de  même,  en  général,  le  diamètre  curviligne  d'un  ordre 
quelconque  est  identique  avec  la  courbe  polaire  du  même 
ordre  d'un  point  situé  à  distance  infinie  sur  le  système  de 
cordes  parallèles  auxquelles  correspond  la  courbe  diamé- 
trale donnée, 

136.  Mac  Laurin  a  fait  eonnaître  un  théorème  qui  est  la 
généralisation  de  celui  de  Newton  (n°  128).  Supposons  que 
par  un  point  O  on  mène  une  droite  rencontrant  la  courbe 
en  n  points  et  que  l'on  construise  les  tangentes  en  ces  points; 
si  une  autre  droite  issue  de  O  coupe  la  courbe  enRi,  Ro, .  •  • 
et  le  système  des  n  tangentes  e/i  r,,  r^,. . . ,  o/?  aura 


2-OU~2dOr' 


Il  est  évident  que  deux  points  déterminent  la  droite  polaire  ; 
par  conséquent,  si  deux  droites  menées  par  O  rencontrent 
deux  courbes  aux  mêmes  points  R|,R2,-  •  .,S|,S2,.-.la  polaire 
de  O,  par  rapport  aux  deux  courbes,  devraétre  la  même  droite, 
puisque  deux  de  ses  points  R  et  S  sont  les  mêmes  pour  toutes 
les  deux.  Ceci  sera  également  vrai  si  les  deux  droites  OR,  OS 
se  confondent,  c'est-à-dire  que,  si  deux  courbes  de  degré  n 
sont  tangentes  en  n  points  situés  sur  une  droite,  la  polaire 
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d^un  point  guelcom/ue  de  cette  droite  sera  la  même  pour 
les  deux  courbes,  et  par  conséquent,  si  un  rayon  vecteur 
mené  par  ce  point  rencontre  les  deux  courbes,  nous 
devrons  avoir 


2rfOa       2dOr' 


137.  Nous  savons  que  le  centre  d'une  conique  peut  être 
(onsidéré  comme  le  pôle  par  rapport  à  la  courbe  de  la  droite 
'le  riofini.  Pour  les  courbes  d'ordre  supérieur,  toute  ligne 
droite  a  (n  —  i)*  pôles  (n®  61),  et  par  conséquent  il  n'existe 
pas,  pour  une  courbe  d'ordre  supérieur  au  second,  de  point 
unique  qui  corresponde  au  centre  d'une  conique.  La  chose 
est  toute  différente  si  nous  considérons  des  courbes  de  classe 
supérieure.  Les  recherches  précédentes  sont  évidemment 
applicables  aussi  aux  courbes  exprimées  à  l'aide  de  coor- 
données lange ntielles;  et  de  cette  manière,  toute  droite  a  un 
pôle,  une  courbe  polaire  de  seconde,  troisième  ...,  classe 
f't  finalement  une  courbe  polaire  de  la  (/i —  i)'*"*  classe, 
touchée  par  les  n  tangentes  aux  points  où  la  ligne  droite 
rencontre  la  courbe.  Si  donc  l'équation  d'une  courbe  est 
exprimée  en  coordonnées  tangentielles,  el  si  nous  cher- 
chons le  pôle  de  la  droite  de  l'infini,  nous  trouverons  un 
point  unique. 

Examinons  quelles  sont  les  propriétés  métriques  du  pôle 
d'une  droite  exprimée  en  coordonnées  tangentielles,  et,  en 
particulier,  du  pôle  de  la  droite  de  l'infini.  Nous  prenons  le 
système  du  n**  19  où  les  coordonnées  d'une  droite  sont  pro- 
portionnelles aux  perpendiculaires  abaissées  sur  cette  ligne 
de  trois  points  fixes  ;  on  voit  alors  sans  difficulté  que  /  :  m 
représente  le  rapport  des  sinus  des  angles  suivant  lesquels 
rang\e  compris  entre  les  Jeux  droites  (a,  p,  y),  (a',  P',  y')  est 
di\isé  par  la  droite  loL-^-mv!,  l^  -f-mP',  /y  +  '^Y'-  I-'^fl"»" 
tion  qui  correspond  à  A  =  o  détermine  le  rapport  des  sinus 
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des  angles  suivant  lesquels  l^angle  compris  entre  les  deux 
droites  est  divisé  par  chacune  des  tangentes  qu'on  peut 
mener  de  leur  point  d'intersection  à  une  courbe  de  la  n**"' 
classe.  On  voit  aussi,  comme  dans  le  n"  1 33,  que  le  pôle  Rd'une 
droite  quelconque  jouit  de  la  propriété  exprimée  par  la  rela- 

lion  >  (  .  r>  pr\)  =  o,  dans  laquelle  P  est  un  point  va- 
riable sur  la  droite  donnée,  R|,  R21  ...  sont  les  points  de 
contact  de  tangentes  menées  par  le  point  P,  et  O  est  un 
point  fixe  sur  la  droite  donnée.  Ainsi,  pour  une  courbe  de  la 
seconde  classe,  la  relation  dont  il  s'agit  ici  est  la  suivante  : 

sin  RPR,        sîn  RPR>  _ 
siiTHiPÛ  "^  siiiKjPO  ~  ^' 

c'est-à-dire  :  Si  d^un  point  P,  pris  sur  une  droite  fixe  OP, 
nous  menons  les  tangentes  PR^,  PR2  à  une  conique,  et  si 
nous  traçons  PR  de  telle  manière  que  [P.ORi'RRa]  soit 
un  faisceau  harmonique,  OK  passera  par  un  point  fixe* 
C'est  la  définition  fondamentale  du  pôle  et  de  la  polaire  par 
rapport  à  une  conique  considérée  comme  une  courbe  de  se- 
conde classe. 

iv^  -11.-       V /sin  RPR, \  . 

JNous  pouvons  écrire  la  relation   >  (  -; — ,.  .,  ,  |  =  0  sous  vx 

forme  N  (îTTr  )  =  ^>  ^*«  étant  le  pied  de  la  perpendiculair.; 

abaissée  de  R4  sur  la  droite  RP  et  0|  le  pied  de  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  même  point  sur  la  droite  OP.  Supposons 
maintenant  que  la  droite  OP  s'éloigne  à  Tinfini  ;  tous  les  déno- 
minateurs de  cette  dernière  somme  tendent  à  devenir  égaux 
entre  eux,  et  nous  avons  simplement  S(M4R|)  =  o;  autre- 
ment dit,  la  somme  des  perpendiculaires  abaissées  des  poinii 
de  contact  d'un  système  de  tangentes  parallèles  sur  une  droite 
parallèle  menée  par  R  est  nulle.  En  d'autres  termes,  le  centre 
des  moyennes  distances  des  points  de  contact  d^un  système 
quelconque  de  tangentes  parallèles  menées  à  une  courbe 
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donnée  est  un  point  fixe  qui  peut  être  considéré  comme  un 
centre  de  la  courbe.  Ainsi,  dans  une  conique,  le  point 
milieu  de  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  de  tan- 
gentes parallèles  est  un  point  fixe;  dans  une  courbe  de  troi- 
sième classe,  c'est  le  centre  de  gravité  du  triangle  qu'ils 
formenl....  Ce  théorème  est  dûà  M.Chasles  (Çwc^efe^,  VI,  8), 

FOYERS. 

138.  Nous  avons  montré  (Sections  coniques,  n®  279)  que 
les  foyers  des  coniques  jouissent  de  la  propriété  que  les 
droites  qui  les  joignent  aux  points  circulaires  à  Finfini  sont 
tangentes  à  la  courbe.  Ceci  nous  conduit  à  la  définition  sui- 
vante des  foyers  en  général  ;  un  point  F  est  dit  le  foyer  d^une 
courbe,  quand  les  droites  FI,  FJ  sont  toutes  deux  tangentes  à 
la  courbe,  ou,  en  d'autres  term«s,  quand  il  est  rintersection 
d'une  tangente  passant  par  I  avec  une  tangente  passant  par 
J  (*).  Une  courbe  de  la  n**"*  classe  a  en  général  n^  foyers, 
qui  sont  les  intersections  des  n  tangentes  I  avec  les  n  tan- 
gentes J.  Mais  la  courbe  étant  réelle,  n  et  seulement  n  de 
ces  foyers  sont  réels;  en  eflet,réquation  d'une  des  tangentes  I 
étant  de  la  forme  A  -f-  Bt  =  o  (où  A  et  B  sont  des  fonctions 
linéaires  des  coordonnées),  celle  d'une  des  tangentes  J  sera 
A  —  hi  =  o  ;  ces  droites  se  couperont  au  point  réel  A  =  o, 
B=  o  et  il  n'y  aura  pas  d'autre  point  réel  sur  l'une  ou  l'autre 
de  ces  tangentes.  Ainsi  une  conique  (/i  =  2)  a  quatre  foyers, 
dont  deux  seulement  sont  réels. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  que  les  points  I,  J 
n'ont  aucune  position  particulière  parrapport  à  la  courbe.  Ad- 
mettons maintenant  que  la  droite  IJ  soit  une  tangente  ordinaire 
ou  singulière  en  un  ou  plusieurs  points  A,  B,  . . .  ;  pour  le  mo- 
ment, nous  supposerons  que  ces  points  soient  distincts  des 


(1)  Cette  conccplion  est  due  à  Pluckcr  {Journal  de  Creliej  t.  X,  p.  8{). 
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points  I,  J;  adineltonsque  IJ  compte  «^  fois  parmi  les  tangentes 
menées  de  I  ou  J  à  la  courbe.  Les  tangentes  I  se  composerool 
alors  de  la  droite  IJ  comptée^  fois  et  de  n — g  autres  tangentes; 
il  en  sera  de  même  pour  les  tangentes!.  Les  seuls  foyers  qui  ne 
soient  pas  à  Tinfini  seront  évidemment  les  intersections  des 
(n  — g)  tangentes  I  avec  les  {n —  g)  tangentes  J;  il  existe 
(n  — gY  foyers  à  distance  finie,  dont  n  —  g  seulement  sont 
réels,  comme  plus  haut.  Le  nombre  total  des  n^  foyers  se 
compose  de  ces  {n  —  g)^  foyers,  du  point  I  qui  compte 
g  (n  —  g)  fois  [il  est  en  effet  Tintersection  de  chacune 
des  (n  — g)  tangentes  I  avec  chacune  des  tangentes  J  qui 
coïncident  avec  IJ],  du  point  J  compté  g  (n  —  g)  fois,  et 
enfin  des  g^  intersections  des  tangentes  I,  confondues  avec 
IJ,  avec  les  g  tangentes  J  qui  coïncident  avec  cette  même 
droite.  Dans  ce  dernier  cas,  nous  devons  considérer  toute 
tangente  I,  telle  que  lA,  comme  rencontrant  la  tangente  J 
correspondante  JÂ  au  point  de  contact  A;  mais  son  point 
d'intersection  avec  une  autre  tangente  J,  telle  que  JB,  sera 
indéterminé.  Par  exemple,  si  la  droite  de  l'infini  est  tangente 
ù  la  courbe  en  g  points  réels,  il  y  aura  encore  n  foyers  réels, 
à  savoir  n  —  g  foyers  à  distance  finie  et  les  ^  points  de  con- 
tact de  IJ  avec  la  courbe  (  *  ).  En  particulier,  la  parabole 
[n  =  2,  g=  i)  a  un  seul  foyer  à  distance  finie;  l'autre  foyer 
réel  est  situé  à  distance  infinie  sur  la  direction  de  l'axe. 

Supposons  que  le  point  I  soit  sur  la  courbe  ;  si  nous  sup- 
posons la  courbe  réelle,  le  point  J  est  aussi  sur  la  courbe,  ei, 
si  I  est  un  point  singulier,  J  présentera  le  même  genre  de 
singularité.  Bornons  pour  le  moment  notre  examen  au  cas  où 
ces.  points  sont  tous  deux  des  points  ordinaires;  les  n  —  ^ 
tangentes  I  se  composent  de  la  tangente  en  I  comptée  deux 
fois  et  des  n  —  g  —  2  autre*  tangentes  ;  il  en  est  de  même  pour 


(!)  M.  Cayley  pense  qu'il  vaut  mieux  considérer  qu'il  n'y  a  que  (/i  —  ^)* 
foyers,  et  consi-queinment  que  les  seuls  foyers  réels  sont  les  (/i  —  g)  foyers. 


les  tangentes  J.  Les  (n  —  gy  foyers  se  trouvent  alors  con- 
stitués comme  il  suit  :  {^intersection  réelle  des  tangentes  en  I 
et  J,  qui  compte  pour  quatre  points  ;  les  [n  —  g  —  a)  inter- 
sections imaginaires  de  la  tangente  en  I  avec  les  (n  — g  — 2) 
tangentes  J,  qui  chacune  comptent  pour  deux  ;  les(/i — g — a) 
intersections  imaginaires  de  la  tangente  en  J  avec  les 
[n—  g —  a)tangentes  I,  chacune  comptant  aussi  pourdeux;  et 
enfin  les  {n  —  g  —  a)*  intersections  des  deux  systèmes  de 
[n—g — a)  tangentes.  Parmi  ces  derniers  points,  on  voit,  comme 
plus  haut,  que  n  —  g  —  2  et  seulement  {n  —  g  —  a  )  sont  réels 
et  l'intersection  des  tangentes  en  I  et  en  J  prend  la  place  de 
deux  des  n  —  g  foyers  réels.  Si  donc  nous  n'avons  égard 
qu'aux  foyers  réels,  nous  dirons  que  ce  point  est  un  foyer 
double  ;  nous  employons  cette  locution  parce  qu'elle  est  com- 
mode; nous  venons  néanmoins  de  voir  que  ce  point  aurait 
dû  être  appelé  foyer  quadruple,  si  nous  avions  tenu  compte 
des  foyers  imaginaires  aussi  bien  que  des  foyers  réels.  Ainsi, 
dans  le  cas  du  cercle,  le  seul  foyer  est  le  centre;  nous  devrons 
le  regarder  comme  un  foyer  quadruple,  si  nous  considérons 
qu'il  tient  la  place  des  quatre  foyers  qu'une  conique  possède 
en  général;  nous  pourrons  cependant  le  traiter  comme  un 
foyer  double,  si  nous  avons  seulement  égard  aux  deux  foyers 
réels. 

D'une  manière  analogue,  si  chacun  des  points  I,  J  est  un 
point  multiple  d'ordre  /  sur  la  courbe,  on  voit,  en  suivant  la 
même  marche,  qu'il  y  a  /=*  foyers  qui  comptent  chacun  pour 
quatre  et  dont/  sont  réels;  a/(n  —  g  —  a/)  foyers  imagi- 
naires qui  comptent  chacun  pour  deux,  et  (n  —  g — a/)* 
foyers  simples,  parmi  lesquels  n  — g —  a/  sont  roels.  Eu 
considérant  à  la  fois  les  foyers  réels  et  imaginaires,  nous  di- 
rions qu'il  y  a  /•  foyers  quadruples,  a/(/i  —  g — a/) 
doubles,  et(/i  —  g  —  if  Y  simples;  mais,  en  n'ayant  égard 
qu'aux  foyers  réels,  nous  pouvons  dire  qu'il  y  a  /  foyers 
doubles,  (/i  —  g —  2)  foyers  simples  et  g  foyers  à  l'infini. 
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Si  chacun  des  points  I  et  J  est  un  point  d'inflexion  ou  de 
rebrousseraenty  la  tangente  en  I  ou  J  figure  trois  fois  parmi 
les  tangentes  I  ou  J,  et  l'on  peut  mener  de  chacun  de  ces 
points /i  —  g — 3  autres  tangentes.  Les  [n  —  gY  foyers  se 
composent,  comme  on  Ta  vu  plus  haut,  d'un  foyer  comptant 
pour  neuf,  de  (n  —  g  —  3)-f-(/i  —  g  — 3)  autres  foyers 
qui  comptent  chacun  pour  trois  et  de  (/i  —  g  —  3)'  fo\ers 
simples.  Parmi  ces  derniers,  n  —  g  —  3  sont  réels,  et  le  seul 
autre  foyer  réel  est  le  point  d'intersection  des  tangentes  en  I 
et  J,  qu'on  appelle  généralement  nn  foyer  triple  parce  qu'il 
compte  pour  trois  dans  le  nombre  des  foyers  réels;  on  devrait 
néanmoins  le  regarder  comme  un  foyer  d'un  ordre  de  mul- 
tiplicité égal  à  neuf,  si  l'on  tenait  compte  de  tous  les  foyers 
tant  réels  qu'imaginaires.  Il  n'y  a  aucune  difficulté  à  étendre 
la  théorie  aux  cas  où  I  et  J  sont  des  points  multiples 
d'ordre  supérieur,  dans  lesquels  plusieurs  tangentes  coïn- 
cident, ou  bien  encore  quand  ils  se  trouvent  en  des  points  où 
la  tangente  présente  avec  la  courbe  un  contact  d'ordre  supé- 
rieur au  second;  ou  bien  enfin  quand  ces  points  sont  des 
points  ordinaires  ou  singuliers  ayant  IJ  pour  tangente  com- 
mune. 

139.  Etant  donnés  deux  foyers  réels  A,  A'  d'une  courbe, 
les  droites  AI,  AJ;  A'I,  A'J  se  rencontrent  en  deux  points 
imaginaires  B,  B'  qui  sont  aussi  des  foyers  de  la  courbe  ;  et  la 
relation  qui  existe  entre  ces  deux  couples  de  points  consiste 
en  ce  que  les  droites  AA',  BB  se  partagent  mutuellement  en 
deux  parties  égales  et  sont  perpendiculaires  l'une  à  l'autre  en 
un  point  O  tel  que  OA  (=  OA')  est  égal  à  lOB  (=  «OB').  Les 
points  A,  A'  et  B,  B'  ont  été  nommés  anti-points.  Celte  rela- 
ti  )n  se  rencontre  fréquemment  en  Géométrie  plane  :  ainsi  une 
conique  a  deux  couples  de  foyers  qui  sont  anti-points  les  uns 
des  autres  ;  tout  cercle  mené  par  A,  A'  coupe  orthogonalement 
un  cercle  quelconque  qui  passe  par  B,  B'.  Nous  devons  ajouter 
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que,  si  nous  connaissons  les  n  foyers  réels,  nous  pourrons 
former  avec  eux  \n[n  —  1)  couples  de  droites;  chacun  de 
ces  couples  de  droites  donnera  naissance  à  un  couple  d'anti- 
points,  et  nous  obtiendrons  ainsi  les  n^  —  n  foyers  restants. 

140.  On  détermine  les  coordonnées  des  foyers  d^une  courbe 
en  formant  l'équation  des  tangentes  que  l'on  peut  mener  à  la 
courbe  par  le  point  I.  Cette  équation  sera  de  la  forme 
P-+-  iQ=:o,  l'équation  correspondante  pour  J  sera  P — t  Q=o, 
et  les  intersections  des  deux  systèmes  de  tangentes  seront 
données  par  les  équations  P  =  o,  Q  =  o.  Si  nous  représentons 
par  U| ,  U2  les  dérivées  premières  de  U  par  rapport  à  x  et  r, 
parllnj  UujUaal^s  dérivées  secondes,  .. .,  l'équation  du  sys- 
tème des  tangentes  qui  passent  par(  i,  i,  0)  s'obtient  (n^'TS) 
en  formant  le  discriminant  de  * 

X"U  4-  X'-^CU,  -h  iVr)  4-  iX«-«(UH  -H  2iUn-U„)+  ...  =0. 

Si,  par  exemple,  la  courbe  est  une  conique,  le  discriminant  en 
question  est 

[Uî-U5-2U(Uh-U„)]4-2i[UiU,-2UU,,], 

et  l'on  trouvera  les  foyers  en  égalant  séparément  à  zéro  les 
parties  réelles  et  imaginaires.  En  combinant  ces  deux  équa- 
tions, nous  formerons  les  équations  des  deux  droites  (lîs 
axes)  sur  lesquelles  sont  situés  les  foyers 

U,.(Ui-UÎ)-(Uu-U„)U,U,  =  o. 

Les  mêmes  équations  déterminent  les  foyers  d'une  cubique 
qui  passe  par  les  points  I,  J  ;  d'une  courbe  du  quatrième 
degré  qui  a  ces  deux  points  pour  points  doubles  ...  ;  car  on 
voit  facilement  que,  dans  l'un  quelconque  de  ces  cas,  tous  les 
termes,  autres  que  ceux  qu'on  vient  d'écrire  ci-dessus,  dispa- 
raissent de  l'équation  dont  il  faut  former  le  discriminant. 
S.  —  Cou/bes  planes.  la 
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lil.  Nous  pouvons  aussi  déterminer  les  foyers,  comme 
dans  les  Sections  coniques,  n^  S58|  en  formant  la  condition 
pour  que  la  droite  x  —  xf -{-  i{y — ^)=o  soit  tangente  à 
la  courbe;  ou,  en  d'autres  termes,  en  remplaçant  dans  Téqua- 
tion  tangentielle  a,  p,  y  par  i,  i,  — [x -^  iy).  Les  parties 
réelles  et  imaginaires  de  l'équation,  séparément  égalées  à 
zéro,  déterminent  les  coordonnées  des  foyers.  Il  n'est  pas 
difficile  de  trouver  une  interprétation  géométrique  réelle  de 
chacune  de  ces  équations.  Supposons  que  la  condition  de 
contact  de  ^  —  ^-^ p(j"  — y)=  ^  ^ivec  la  courbe  soit  écrite 
sous  la  forme 

ap"  -h  bp"-^  -h  c/;"-*  -h  ...=:=  o 
fl,  6,  ...  étant  des  fonctions  de  ^r',  y  ;  d'après  la  théorie  des 
équations ?  -, . . .  sont  la  somme,  la  somme  des  produits 

deux  à  deux,  etc.,  des  tangentes  trigonométriques  des  angles 
que  les  tangentes  menées  à  la  courbe  par  le  point  (x^^y) 
font  avec  l'axe  des  x»  Si  maintenant  nous  posons  />  =  t  et  si 
nous  égalons  à  zéro  les  parties  réelles  et  imaginaires  de  l'équa- 
tion, nous  obtenons  les  deux  relations 

a  —  c -h  e  —  . . .  =  G,     b  —  d-hf — ...tzzo. 

D'après  la  formule  bien  connue  pour  la  tangente  de  la 
somme  de  plusieurs  angles,  la  seconde  de  ces  relations 
exprime  que  la  somme  des  angles  que  les  tangentes  menées  par 
x'^  y  font  avec  l'axe  des  x  est  égale  à  zéro,  ou  à  un  mul- 
tiple de  7c;  la  première  équation  exprime  que  la  somme  des 

angles  est  un  multiple  impair  de  -• 

Donc  le  lieu  d'un  point  tel  que  les  tangentes  menées 
de  ce  point  à  une  courbe  de  /i'*"*  classe  fassent  avec  une 
droite  fixe  des  angles  dont  la  somme  soit  égale  à  une 
quantité  donnée  est  une  courbe  du  degré  n.  Si  l'on  choisît 
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la  droite  fixe  pour  axe  des  Xy  on  voit  facilement  que  Téqua- 
lion  de  celte  courbe  est 

Quelle  que  soit  la  droite  fixe  ou  Tangle,  le  lieu  passera 
par  les  fo}^ers  de  la  courbe.  Ce  résultat  peut  sembler  para- 
doxal, puisqu'il  en  résulte  que  la  somme  des  angles  comprît» 
entre  une  droite  quelconque  et  les  tangentes  issues  d'un 
foyer  peut  être  rendue  égale  à  une  quantité  donnée  quel- 
conque. La  raison  en  est  que  les  tangentes  de  deux  de  ces 
angles  sont  égales  à  dz  i,  que  la  tangente  de  leur  difTérencc 

5e  présente  sous  la  forme  ->  et  qu'elle  peut  être  une  quantiU: 

quelconque.  En  effet,  si  tangcp  =  t,  ^  peut  être  regardé 
comme  un  angle  infini,  puisqu'il  jouit  de  la  propriété  que 
sin^  =  coscp  =  00  et  tang(^  -}-  a)=  tangcp;  et  4a  diffiérencc 
de  deux  infinis  est  indéterminée. 

Nous  avons  vu  (n^  110)  qu'une  tangente  menée  par  un  des 
points  I,  J  coïncide  avec  la  normale;  il  s'ensuit  que  tout 
foyer  d'une  courbe  est  aussi  un  foyer  de  sa  développée  et  de 
sa  développante. 

142.  Si  Ton  exprime  l'équation  de  la  courbe  au  moyen  des 
coordonnées  tangentielles(n^l9,et<Sec^io/25CO/z{9e/e5,n°  403) 
dans  lesquelles  les  variables  sont  les  perpendiculaires  abais- 
sées de  trois  points  fixes  sur  une  droite  quelconque,  on  peut 
déduire  de  cette  équation  une  importante  propriété  des  per- 
pendiculaires abaissées  des  foyers  sur  une  tangente  quel- 
conque. Soient  a,  p,  y?  ^>  •  •  •  1®^  n  foyers  et  soient  w,  w'  les 
points  I,  J;  puisque  les  droites  aw,  aco',  . . .  doivent  être  des 
tangentes  à  la  courbe,  l'équation  tangentielle  doit  être  de  la 
forme  a^f^  . . .  =  u>u>'f ,  où  (f  est  une  fonction  du  n —  2'^"* 
ordre  par  rapport  aux  coordonnées  de  droite.  Pour  les  courbes 
de  la  seconde  classe,  cette  équation  conduit  immédiatement 
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à  la  propriété  connue  que  le  produit  des  perpendiculaires 
abaissées  des  deux  foyers  sur  une  tangente  quelconque  est 
constant,  puisqu'on  a  démontré  {Sections  coniques,  n°  403) 
qu'on  peut  remplacer  oxo'  par  une  constante.  Si,  de  même, 
nous  remplaçons  (oco'  par  une  constante,  Téquation  générale 
des  courbes  de  troisième  classe  est  a^y  =  A'S,  où  a,  p,  v 
raprésenlent  trois  foyers  et  8  un  certain  quatrième  point;  en 
effet,  nous  pouvons  de  chaque  foyer  mener  à  la  courbe  (outre 
les  deux  tangentes  passant  par  I,  J  respectivement)  une  seule 
tangente,  et  la  forme  de  Téquation  montre  que  les  trois  tan- 
gentes issues  des  points  a,  P,  y  se  rencontrent  respectivement 
en  un  point  8  (*).  Nous  déduisons  de  là  que  le  produit  des 
trois  perpendiculaires  abaissées  des  foyers  sur  une  tangente 
quelconque  à  une  courbe  de  la  troisième  classe  est  dans  un 
rapport  constant  avec  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  o 
sur  la  même  tangente.  Si  la  courbe  passe  par  les  points  I,  J, 
il  y  a  un  foyer  double  et  Téquation  prend  la  forme  a*p  =  A2 
dont  Tinlerprétation  est  évidente.  Si  un  foyer  A  est  à  Tinfini, 
nous  pouvons  voir  comment  la  formule  doit  être  modifiée  en 
prenant  d'abord  pour  a  la  distance  perpendiculaire  de  A  à 
une  tangente  quelconque  divisée  par  AB;  lorsque  A  s'éloi- 
gnera à  rinfini  suivant  la  direction  AB,  il  est  facile  de  voir 
que  a  sera  égal  à  cosB,  0  étant  Tangle  que  fait  AB  avec  la 
direction  des  perpendiculaires  abaissées  sur  la  tangente.  Si, 
par  exemple,  nous  considérons  une  conique  «^  =  k^^  dans  le 
cas  de  la  parabole  où  A  passe  à  Tinfini,  la  formule  devient 
[icosO  =  Â:;  elle  montre  que  le  lieu  du  pied  de  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  foyer  sur  une  tangente  est  une  ligne  droite. 
De  même,,  pour  une  courbe  de  la  troisième  classe,  la  formule 
apY  =  A:8  devient  Pycos0=:â:8;  nous  pouvons  récrire 
[iY=:/r8',  si  nous  convenons  que  8'  représente  le  segment 


(*)  Le  théorème  réciproque  pour  les  courbes  du  troisième  ordre  coupées 
par  deux  droites  quelconques  est  donoé  plus  loin,  u?  148. 
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délerminé  par  la   tangente  variable  sur  une  droite  menée 
par  D  parallèlement  à  AB. 

Pour  les  courbes  de  la  quatrième  classe,  Téquation  est 
7.^ù  =  k^<fy  5p  étant  la  section  conique  qui  est  tangente, 
comme  le  montre  Péquation,  aux  huit  tangentes  focales  qui 
ne  passent  pas  pari,  J.  Mais  si  les  foyers  de  cette  conique  sont  e, 
^,  Inéquation  peut  être  écrite  sous  la  forme  a^yS  =  A:^  s^  -I-  /*  : 
l'interprétation  géométrique  en  est  évidente.  Cette  équation 
comprend  aussi  la  forme  a^yS  =  /♦  ou  =  w^co'^,  qui  repré- 
sente une  courbe  sur  laquelle  les  foyers  a,  P,  y,  8  sont  des 
foyers  doubles;  la  forme  a'P=:  w^co'^,  où  I,  J  sont  des 
points  d'inflexion,  etc.  On  voit  ainsi,  d'une  manière  générale, 
que  Téquation  tangentielle  d'une  courbe  de  la  /i'*°*  classe 
fournit  une  relation  du  premier  degré  qui  lie  le  produit  des  n 
perpendiculaires  focales,  des  n  —  2  autres  perpendiculaires, 
desn  —  4  autres  perpendiculaires,  etc.,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à 
ce  que  nous  arrivions  à  une  perpendiculaire  unique  ou  à 
un  terme  constant. 

443.  Les  relations  qui  existent  entre  les  perpendiculaires 
abaissées  des  foyers  sur  la  tangente  peuvent  conduire  à  d'autres 
relations  où  figurent  les  angles  compris  entre  les  rayons  focaux 
et  la  tangente.  En  effet,  si  AP  est  la  perpendiculaire  a  abaissée 
sur  la  tangente  en  un  point  quelconque  R  de  la  courbe,  et  si 
drf  est  l'angle  compris  entre  deux  tangentes  consécutives, 
noasavonsrfa=RPrf'f .De lamême manière, rfp=:RFrfcp, .... 
Si  donc  nous  différentions  l'équation  qui  lie  les  perpendicu- 
laires, nous  pourrons  remplacer  chaque  dx  par  le  segment 
correspondant  RP  déterminé  sur  la  tangente  par  le  pied  de  la 
perpendiculaire  focale  et  le  point  de  contact.  Ainsi,  de  l'équa- 
tion «Py  =  k^d  nous  déduisons 

d2      d^      dy      dl  J,  ,     RP      RP'      RP^       RP'' 

-.^_^._+..^._^^o,    dou    _-H_-H^p^_j^=o, 
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OU  bien  encore 

colO  -h  colô'-+- cote"— cote*  rno, 

6  étant  égal  à  ARP,  c'est-à-dire  à  Tangle  de  rinclinaison  de 
la  tangente  sur  le  rayon  vecteur  focal  AR,  .... 

144.  L'exemple  des  coniques  pourrait  nous  donner  l'espoir 
de  trouver  des  relations  simples   entre  les  distances  d'un 
point  quelconque  de  la  courbe  aux  foyers.  Il  ne  semble  pas 
qu'il  y  ait  une  théorie  générale  des  relations  de  ce  genre, 
mais  nous  pouvons  sans  difficulté  trouver  des  courbes  parti- 
culières pour  lesquelles  elles  existent  ;  car  nous  n'avons  qu'à 
écrire  une  relation  quelconque  entre  les  distances  d'un  poinl 
variable  à  des  points  fixes  et  à  chercher  le  lieu  pour  lequel 
elle  est  satisfaite.  Si  l'on  exprime  chacune  de  ces  distances 
en  fonction   des  coordonnées,   elle  renfermera   une  racine 
carrée;  et  si,  comme  cela  arrive  communément,  l'équation 
débarrassée  de  radicaux  est  de  la  forme  wp^  =  iV(>^,  les  deux 
droites  imaginaires  représentées  par  p^  =  o  sont  des  tan- 
gentes à  la  courbe  et  le  point  fixe  t  est  un  foyer.  Nous  pour- 
rions étudier  de  cette  manière  la  relation  p  -|-  mp'=  rf,  pour 
laquelle  le  lieu  est  une   ellipse   ou   une   hyperbole  quand 
in  =  ±ij  un  cercle  quand  rf=  o,  et  dans  les  autres  cas  une 
cartésienne;  la  relation  /p -f- /np'4- 'ip"=  o,  pour  laquelh» 
ie  lieu  est  en  général    une  quartique  qui  a  les   points  I, 
J  pour  points  doubles,  ou,  comme  nous  pouvons  l'appeler, 
une  quartique  bicirçulaire  ;  mais,  quand  /  db  m  ih  /i  =  o,  la 
courbe  est  une  cubique  qui  passe  parles  points  I,  J,  ou,  comme 
nous  pouvons  la  nommer,  une  cubique  circulaire;  la  rela- 
tion pp'  =  rf^,  pour  laquelle  le  lieu  est  une  cassinienne  (voir 
n?  5S,  Ex.  3)  ;  ou  plus  généralement  ap^  -|-  6pp'-Hcp'*  =  rf^, 
qui  est   en   général   une  quartique,    mais  qui    devient  une 
cubique  quand  a  ±  b±c  =  Of  c'est-à-dire  quand  le  premier 
membre  de  l'équation  est  divisible  par  p  ih  p',  . . . .  Nous  ajour 
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lions  la  discussion  plus  approfondie  de  ce  sujet  jusqu'à  ce 
((ue  nous  en  soyons  arrivés  à  nous  occuper  plus  spécialement 
des  courbes  dont  nous  venons  de  parler. 

Une  relation  qui  lie  entre  elles  les  distances  focales  nous 
permet  d'établir  une  autre  relation  entre  les  angles  que  les 
rayons  focaux  font  avec  la  tangente.  En  effet,  nous  pouvons 
démontrer,  comme  dans  le  n®  95,  que  chaque  distance  iocale  p 
donne  une  expression  telle  que  d^  =  cos^ ds,  où  6  est  l'angle 
compris  entre  le  rayon  focal  et  la  tangente.  Ainsi  de  la  rela- 
tion p  -4-  mp'=  rf  nous  déduisons  cos6  -f-  m  cos6'=  o,  .... 

De  la  valeur  donnée  pour  t/a,  .  • .  dans  le  numéro  précé- 
deniy  nous  pouvons  conclure  KdoL=  p  t/p,  . . . ,  où  R  est  le 
rayon  de  courbure.  Ainsi,  par  exemple,  si  nous  savons  que 
/a-h  /wP  -f-  . . .  est  une  quantité  constante,  nous  pouvons  en 
conclure  que  /p*  +  mp'^,  ...  est  aussi  constant. 

145.  Représentons  par  N  le  nombre  de  conditions  (n°  27) 
nécessaires  pour  déterminer  une  courbe  du  n*^"*  ordre;  si 
nous  savons  que  la  courbe  est  circulaire,  c'est-à-dire  qu'elle 
passe  par  les  points  I,  J,  et  si  on  nous  donne  N  —  3  autres 
|)oints  de  cette  courbe,  le  lieu  du  foyer  double  (ou  l'intersec- 
tion des  tangentes  en  I,  J)  est  un  cercle.  En  effet,  par  N 
points  on  ne  peut  faire  passer  qu'une  seule  courbe  du 
«'*"•  ordre  ;  si  donc,  en  plus  des  conditions  ci-dessus,  ou 
nous  donne  un  point  consécutif  à  I,  c'est-à-dire  si  Ton  nous 
donne  FI  (la  tangente  en  I),  la  courbe  sera  complètement 
déterminée,  et  par  conséquent  FJ,  la  tangente  en  J,  sera  aussi 
déterminée.  Le  point  F  est  donc  l'intersection  des  rayons 
correspondants  de  deux  faisceaux  homographiques  (Sections 
coniques,  n°  331),  c'est-à-dire  de  deux  faisceaux  tels  qu'à  une 
droite  de  Tun  il  correspond  une  droite  de  l'autre  et  une 
seule.  Le  lieu  de  F  est  donc  une  conique  qui  passe  par  les 
sommets  I,  J  des  faisceaux;  par  conséquent  c'est  un  cercle. 
Laconique  se  décompose  en  la  droite  IJet  en  une  autre  droite, 
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quand  la  droite  IJ  d'un  faisceau  a  pour  correspondante  la 
droite  JI  de  l'autre.  Dans  l'exemple  actuel,  ce  cas  se  produira 
quand  n  =  2,  puisque  IJ  ne  peut  être  une  tangente  à  une 
conique  passant  par  les  points  I,  J,  à  moins  que  la  conique  ne 
àe  décompose  en  deux  droites,  et  le  théorème  qui  en  résulte 
est  le  suivant  :  quand  des  cercles  passent  par  deux  points,  le 
lieu  de  leurs  centres  est  une  droite.  Mais,  quand  n  est  plus 
jg^rand  que  a,  le  lieu  sera  un  cercle  en  général. 

146.  De  même,  si  l'on  nous  donne  N  —  i  tangentes  à  une 
courbe  de  la  n**"*  classe,  la  courbe  sera  complètement  déter- 
minée quand  nous  connaîtrons  une  tangente  FI  de  plus.  Le 
raisonnement  du  numéro  précédent  s'appliquera  ici,  et  le  lieu 
du  foyer  sera  un  cercle,  si  les  conditions  sont  telles  que,  la 
courbe  étant  déterminée,  on  ne  puisse  lui  mener  qu'une  seule 
tangente  par  le  point  J.  Ce  sera  le  cas,  si,  parmi  les  conditions 
données,  il  y  figure  la  condition   que  la  droite  IJ  soit  une 
tangente  d'ordre  n  —  i  de  multiplicité  ;  car  par  un  point  de 
celte  droite  on  ne  pourra  plus  mener  qu'une  seule  tangente 
à  la  courbe.  Nous  avons  vu  (n**  41)  que  dire  qu'un  point  est 
multiple  de  l'ordre  k  est  la  même  chose  que  si  l'on  donnait 
^k{k  4-  i)  points.  De  la  même  manière,  savoir  que  IJ  est  une 
tangente  multiple  d'ordre  (n  —  1  )  revien  t  à  connaître  ^n{n  —  1  ) 
tangentes.  Remarquons  que  N  — ^^{i^  —  \)=  in\  nous  en 
concluons  que,  si  l'on  nous  donne  un  —  i  tangentes  d'une 
courbe  de  la  n**"* classe  et  si  la  droite  de  l'infini  est  une  tangente 
multiple  d'ordre  (n  —  i),  le  lieu  du  foyer  sera  un  cercle  (dans 
ce  cas  il  n'y  a  qu'un  foyer).  Ainsi,  étant  données  trois  tangentes 
d'une  parabole,  le  lieu  du  foyer  est  un  cercle.  De  même,  le 
lieu  du  foyer  est  encore  un  cercle,  quand  on  nous  donne  cinq 
tangentes  d'une  courbe  de  troisième  classe,  parmi  lesquelles 
la  ligne  de  l'infini  compte  pour  deux.  Une  courbe  particulière 
de  ce  système  est  formée  du  système  composé  du  point  à 
l'infini  sur  une  quelconque  des  cinq  tangentes  et  de  la  para- 
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bole  qui  est  tangente  aux  quatre  autres,  le  foyer  de  la  para- 
bole étant  le  foyer  du  système.  Nous  avons  ainsi  le  théorème 
deMiquel  (Sections  coniques,  n°  268)  :  les  foyers  des  cinq 
paraboles  qui  touchent  quatre  quelconques  de  cinq  droites 
données  sont  situés  sur  un  même  cercle  (*). 


(1)  Celle  démonstralion  du  Ihéorème  de  Miquel  esl  due  à  M.  ClifTord. 
Pour  les  déductions  tirées  du  même  principe,  voir  le  Messenger  of  Mathe- 
madcs,  tome  V,  p.  137. 
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CHAPITRE  V. 

COURBES  DU  TROISIÈME  ORDRE. 


147.  Nous  avons  démontré  (n*  42)  qu'une  courbe  du  troi- 
sième ordre,  que,  pour  abréger,  nous  appellerons  une  cubique, 
peut  avoir  un  point  double,  mais  qu'elle  ne  peut  pas  avoir 
d'autre  point  multiple.  Ce  fait  a  donné  l'idée  de  la  division 
fondamentale  des  cubiques  en  cubiques  non  singulières,  qui 
n'ont  pas  de  double  point  ;  cubiques  nodales,  qui  possèdent 
un  point  double  avec  deux  tangentes  distinctes,  et  cubiques 
cuspidales,  qui  ont  un  point  double  où  les  tangentes  se  con- 
fondent. Les  nombres  de  Pliicker  (n**  82)  pour  ces  trois  cas 
sont  les  suivants  : 

m  8  X  n  T  t 

3 o  o  6  o  9 

3 I  o  4  o  3 

3 o  I  3  o  I 

Nous  voyons  ainsi  que  ces  courbes  sont  respectivement  de 
la  sixième,  de  la  quatrième  et  de  la  troisième  classe  ;  autre- 
ment dit,  ce  sont  des  courbes  telles  qu'on  peut,  d'un  point 
arbitraire,  leur  mener  six,  quatre  ou  trois  tangentes.  Si  le 
point  est  situé  sur  la  courbe,  la  tangente  en  ce  point  compte 
pour  deux  unités  dans  ces  nombres  (n°  79),  et  le  nombre  de 
tangentes  distinctes  de  la  tangente  en  ce  point  se  trouve  ré- 
duit à  quatre,  à  deux  ou  à  un;  si  le  point  est  un  point  d'in- 
flexion, la  tangente  stationnaire  compte  pour  trois  tangentes 
et  le  nombre  des  autres  tangentes  qu'on  peut  mener  par  ce 
point  diminue  encore  d'une  unité. 
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Les  cubiques  nodales  peuvent  évidemment  se  subdiviser 
(n*38)  en  cubiques  crunodales  ou  acnodales,  suivant  que 
\es  tangentes  au  point  double  sont  réelles  ou  imaginaires.  Nous 
verrons  dans  la  suite  que  les  cubiques  non  singulières  donnent 
lieu  à  une  division  analogue.  Mais  nous  ajournons  pour  le 
moment  la  discussion  plus  approfondie  de  la  classification  des 
cubiques;  le  lecteur  la  suivra  avec  plus  d'intelligence  quand 
il  aura  été  préalablement  mis  en  possession  de  quelques-unes 
des  propriétés  générales  de  ces  courbes.  Nous  ajournons  éga- 
lement la  discussion  de  Téquation  générale  et  Texamen  de  ses 
invariants,  et  nous  commençons  par  appliquer  au  cas  des 
cubiques  les  théorèmes  déjà  obtenus  pour  les  courbes  de  degré 
quelconque.  Nous  nous  occuperons  d'abord  des  théorèmes 
sur  l'intersection  des  courbes,  que  nous  avons  établis  dans  la 
première  section  du  second  Chapitre. 

Section  I.  —  Intersection  d'une  cubique  donnée  avec  d'antres 
ôonrbes. 

148.  Nous  avons  démontré  (ii®  29)  que  toutes  les  cubiques 
qui  passent  par  huit  points  fixes  pris  sur  une  cubique  donnée 
passent  aussi  par  un  neuvième  point  fixe  de  la  courbe.  C'est 
là  on  théorème  fondamental  qui  conduit  à  la  plus  grande 
partie  des  propriétés  des  cubiques.  En  particulier,  nous  en 
déduisons  que,  si  deux  lignes  droites  dont  les  équations  sont 
A  =  o,  B  =  o  rencontrent  respectivement  une  cubique  aux 
points  a,  a',  c^^  é,  b\  b",  et  si  les  droites  ab^  db\  a" b"  (dont 
les  équations  seront  respectivement  D  =  o,  E  =  o,  F  =  o) 
rencontrent  la  cubique  aux  points  c,  c',  c",  la  droite  cc'{c  =  o), 
qui  réunit  deux  de  ces  points,  passe  par  le  troisième.  En 
eflet,  les  droites  D,  E,  F  constituent  une  cubique  passant  par 
les  neuf  points;  les  droites  A,  B,  C  en  forment  une  autre  qui 
contient  huit  de  ces  points  ;^  donc  elle  passera  aussi  par  le 
neuWème  cf^  et,  comme  ce  point  ne  peut  se  trouver  ni  sur 
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Tune  ni  sur  l'autre  des  droites  A,  B  qui  rencontrent  déjà 
chacune  la  cubique  en  trois  points ,  il  devra  être  situé  sur  C. 
Puisque  la  cubique  donnée  passe  par  les  intersections  des 
cubiques  ABC  =  o,  DEF  =  o,  son  équation  doit  pouvoir  être 
écrite  sous  la  l'orme  DEF  —  kABC  =  o- 

149.  Supposons  que  les  droites  A,  B  se  confondent;  nous 
concluons  alors,  comme  cas  particulier  du  théorème  précé- 
dent, que  si  une  ligne  droite  A=  o  coupe  la  courbe  en  trois 
points  a,  a',  a'^,  les  tangentes  en  ces  points  D  =  o,  E  =  o, 
F  =  o  rencontrent  respectivement  la  courbe  aux  points  c,  dy 
c"  qui  sont  situés  sur  une  même  droite  C  =  o,  et,  dans  ce  cas, 
l'équation  de  la  eourbe  peut  s'écrire  DEF  — kA?G  =  o. 

Le  point  c,  où  la  tangente  en  un  point  quelconque  a  ren- 
contre la  courbe,  s'appelle  le  tangentiel  du  point  a;  et  la 
droite  C,  sur  laquelle  se  trouvent  les  tangentiels  des  trois 
points  a,  porte  le  nom  de  droite  satellite  de  la  droite  A.  Nous 
montrerons  plus  tard  comment  on  peut  former  Téquation 
de  C,  ao?  +  Pj'  -f-  vz  =  o,  quand  on  connaît  l'équation  de  A. 

La  droite  A  aura  une  satellite  réelle,  quand  même  elle  ren- 
contrerait la  courbe  en  un  point  réel  et  deux  points  imagi- 
naires, au  lieu  de  la  couper  en  trois  points  réels.  Les  équa- 
tions des  tangentes  aux  points  imaginaires  seront  de  la  forme 
P  -h  iQ  =  o  ;  leur  produit  sera  réel  et  l'équation  de  la  courbe 
pourra  être  mise  sous  la  forme  D(P^4-  Q*)=  ArA^G. 

Deux  cas  du  théorème  de  ce  numéro  méritent  spécialement 
de  fixer  l'attention.  En  premier  lieu,  supposons  que  la 
droite  A  soit  à  l'infini;  les  tangentes  D,  E,  F  aux  points  où 
elle  rencontre  la  courbe  sont  alors  les  trois  asymptotes  ei 
chaque  asymptote  rencontre  la  courbe  en  un  seul  point  à  dis- 
tance finie;  ceci  nous  montre  que  ces  trois  points  sont  situés 
sur  une  même  droite  C,  qui  est  la  satellite  de  la  droite  de 
l'infini.  Dans  ce  cas,  l'équation  est  réductible  à  la  forme 
DEF  =  AC,  et  nous  avons  ainsi  ce  théorème  :  Le  produit  des 
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perpendiculaires  abaissées  d'un  point  quelconque  de  la 
courbe  sur  les  trois  asymptotes  est  dans  un  rapport  constant 
avec  la  perpendiculaire  abaissée  du  même  point  sur  la 
droite  C. 

£q  second  lieu,  supposons  que  les  points  a,  a'  soient  des 
points  d'inflexion;  les  tangentieis  de  ces  points  coïncident 
évidemment  avec  les  points  eux-mêmes;  la  droite  satellite 
coïncide  donc  avec  A,  et  par  suite  le  troisième  point  a!^j  où 
elle  rencontre  la  courbe,  est  aussi  un  point  d'inflexion 
(0*^  125|  Ex,  3).  L'équation  de  la  courbe  est  donc  réduc- 
tible à  la  forme  DEF  =  A  A',  dans  laquelle  A  =  o  est  Téqua- 
lioD  de  la  droite  qui  passe  par  les  points  d'inflexion  et  D  =  o, 
E  =  o,  F  =  o  sont  respectivement  les  équations  des  tan- 
gentes en  ces  trois  points. 

iSO.  Le  théorème  du  n®  i49  peut  s'établir  autrement  en 
parlant  de  la  droite  C  au  lieu  de  la  droite  A;  ainsi,  étant  don 
nés  trois  points  coUinéaires  c,  </,  d'  d'une  cubique,  la  droite 
qui  joint  a,  point  de  contact  d'une  des  tangentes  menées 
par  c  avec  a',  point  de  contact  d'une  des  tangentes  menées 
par  dy  passera  par  le  point  de  contact  d'une  des  tangentes 
menées  par  <f.  On  ne  peut  mener  qu'une  seule  tangente  en 
un  point  d'une  courbe,  et  par  conséquent  à  une  position  de  A 
ne  correspond  qu'une  position  de  C  ;  quand  il  s'agit  au  con- 
traire d'une  cubique  non  singulière,  on  peut  mener  quatre 
langentes  d'un  point  quelconque  de  la  courbe,  et  par  consé- 
quent à  une  position  quelconque  de  C  correspondent  seize 
positions  de  A.  Les  douze  points  de  contact  sont  situés  sur 
les  seize  droites  A;  chaque  droite  A  contient  trois  points  de 
contact,  et  par  chaque  point  de  contact  il  passe  quatre 
droites  A. 

Considérons  plus  particulièrement  le  cas  où  C  est  tangente 
à  la  courbe  et  supposons  que  les  points  c  el  d  coïncident. 
Aous  voyons  alors  que  la  droite  qui  réunit  l'un  des  poiiiir^  de 
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contact  a\  des  tangentes  issues  de  (f  à  Tun  des  points  de 
contact  a%  des  tangentes  menées  par  c  doit  passer  par  un  des 
autres  points  de  contact  relatifs  à  c,  par  exemple  par  a%.  \^.\ 
même,  la  droite  qui  joint  a*  a^  passe  par  a^.  Nous  avons  ainsi 
le  théorème  suivant  :  Les  quatre  points  de  contœt  a,,  a^, 
^3,  «4  des  tangentes,  menées  d'un  point  quelconque  c  situt* 
sur  la  courbe,  sont  les  sommets  d'un  quadrangle  dont  les 
trois  centres  sont  aussi  des  points  de  la  courbe,  et  sont  tels 
que  les  tangentes  en  ces  points  et  la  tangente  en  c  ren- 
contrent toutes  la  courbe  au  même  point, 

loi.  Revenons  au  cas  où  C  n'est  pas  tangent  à  la  courbe; 
nous  avons  les  tangentes  issues  de  c  qui  sont  tangentes  à  la 
courbe  aux  points  a^^a^ya^^  a^  et  les  tangentes  menées  par  cf 
qui  lui  sont  tangentes  en  a\,  a!^,  a,,  a\.  Fixons  seulement 
notre  attention  sur  deux  points  ai,  aa  du  premier  système  de 
quatre  points;  nous  voyons  que,  si  nous  partageons  les  points 
du  second  système  en  couples  d'une  manière  bien  définie, 
par  exemple  a\^  a,  et  a,,  a\^  et  si  nous  combinons  le  couple 
ai,  «2  premièrement  avec  le  couple  a,,  a^,  les  droites  €ui\, 
a2  a^  se  rencontrent  en  un  même  point  de  la  courbe  et  que 
les  droites  a^  a^,  a^dy  se  rencontrent  aussi  en  un  même  point 
de  la  courbe  ;  en  second  lieu,  si  nous  combinons  a^ ,  a^  avec 
le  couple  a,,  a'^^,  les  droites  ai  a,,  a^d^  se  coupent  en  un 
même  point  de  la  courbe,  et  il  en  est  de  même  pour  les  droites 
a^d^y  a%d^\  les  quatre  nouveaux  points  sont  les  points  de 
contact  des  tangentes  menées  à  la  courbe  par  le  point  (? .  Deux 
points  tels  que  les  tangentes  en  ces  points  se  rencontrent  res- 
pectivement sur  la  courbe  peuvent  être  appelés  points  cor- 
respondants. Ainsi  deux  des  points  a%,  a^,  aj,  a^  sont  des 
points  correspondants;  il  en  est  de  même  de  deux  des  points 
a\j  d.yj  a\,  a\.  Mais  si  nous  partons  des  deux  points  a^  a^, 
les  points  a',,  a!,  (de  même  que  les  points  a',,  a\)  peuvent 
être  appelés  des  points  correspondants  du  même  genre  que 
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01,  a^]  la  propriété  qu^ils  possèdent  est  la  suivante  :  étant 
donnés  deux  couples  de  points  de  même  genre,  si  nous  for- 
mons un  quadrilatère  en  joignant  chaque  point  d^un  couple 
avec  chacun  des  points  de  l'autre  couple,  les  deux  nouveaux 
sommets  du  quadrilatère  sont  des  points  de  la  courbe  (qui 
sont  eux-mêmes  des  points  correspondants  du  même  genre 
respectivement  que  les  deux  couples  originaux).  Il  est  évident 
qu^il  y  a  trois  genres  de  points  correspondants  qui  sont  :  le 
genre  a^  a^  ou  a^a^^  le  genre  ai  aa  ou  a^a^y  et  le  genre  a^  a^ 
ou  a^az.  Et  de  plus,  si  nous  partons  du  couple  ai,  a^  pour 
obtenir  le  système  entier  de  points  correspondants  du  même 
genre,  nous  n'avons  qu'à  prendre  sur  la  courbe  un  point  va- 
riable K  et,  en  le  joignant  aux  points  ai,  a^  respectivement, 
ces  droites  couperont  de  nouveau  la  courbe  en  un  couple  de 
points  correspondants  du  même  genre  que  aiaj.  Nous  pou- 
vons indiquer  en  passant  que  l'enveloppe  de  la  droite  qui 
joint  deux  points  correspondants  du  même  genre  est  une 
courbe  de  la  troisième  classe.  Cette  théorie  est  due  pour  la 
plus  grande  partie  à  Mac  Laurin  (voir  De  linearum  geome- 
tricarum proprietatibus generalibus  Traclalus)(*);  on  peut 
donc  l'appeler  à  juste  titre  la  théorie  de  Mac  Laurin  pour  les 
points  correspondants  d'une  cubique. 

132.  Considérons  toujours  le  cas  où  C  n'est  pas  une  tan- 
gente à  la  courbe;  soient  D|,  E|,  F,  des  tangentes  menées 
respectivement  par  les  points  c,  c',  cf.  Nous  avons  vu  que 
Téquation  de  la  courbe  peut  s'écrire  sous  la  forme 

D,E,F,  — A;Cz=o. 

Soit  Da,  E2  un  autre  couple  de  tangentes  passant  par  c,  c' 
et  telles  que  leur  corde  de  contact  passe  par  le  point  de  con- 
tact de  F,  ;  l'équation  de  la  courbe  pourra  aussi  se  mettre 


(»)  Voir  DB  Jj.^QuiÊBrs,  Mélanges  de  Géométrie  pure,  p.  aa3. 
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sous  la  forme  D2E2F|  —  A^C=  o.  De  là  nous  pouvons  dé- 
duire ridentité 

(D,E|~D,E,)F,  =  (AÎ-AÎ)C; 

le  second  membre  de  cette  dernière  équation  représente  trois 
lignes  droites;  donc  le  premier  doit  représenter  les  trois 
raêmesdroites.  Parconséquenty  un  des  facteurs  deD|E|  — DjEj 
doit  être  la  droite  C,  qui  passe  par  les  points  DfD^,  E(E]. 
L'autre  facteur,  qui  joint  les  points  DfEs,  DjEi,  doit  être 
A|  ±:  Aa,  F,  étant  égal  à  A,  qi  A2.  Nous  voyons  ainsi  que  les 
deux  dernières  droites  et  les  deux  cordes  Ai ,  A2  forment  un 
faisceau  harmonique  dont  le  sommet  est  le  point  de  contact 
de  Fi .  Nous  appliquerons  plus  tard  ce  théorème  au  cas  où  les 
points  c  et  c'  sont  les  points  imaginaires  de  Tinfini  I,  J;  les 
points  D4E2,  D2E1  sont  alors  des  foyers  et  F(  est  une  tan- 
gente parallèle  à  la  seule  asymptote  réelle  que  possède  la 
courbe. 

Si  les  points  c,  c'  coïncident,  la  droite  qui  réunit  c  au 
point  de  contact  de  F|,  la  droite  F|  elle-même  et  les  deu\ 
cordes  A|,A2  forment  un  faisceau  harmonique. 

153.  On  peut  déduire  de  là  un  autre  théorème  de  Mac 
Laurin.  Une  droite  quelconque  issue  d^un  point  A  d'une  cu- 
bique est  divisée  harmonique  ment  par  les  deux  points  ^,  y, 
où  elle  rencontre  de  nouveau  la  cubique,  et  par  les  deux 
])oints  S,  B'  où  elle  rencontre  un  couple  de  cordes  joignant 
les  points  de  contact  de  tangentes  menées  par  A.  Supposons 
que  la  droite  rencontre  la  tangente  c'  au  point  c;  comme  elle 
coupe  A|  et  B|  en  A,  nous  aurons,  d'après  le  n®  126, 

I  I  I   2         I 

ou  bien 

I         I   I  I 

c3        OY       û.\        ce 
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Mais,  d'après  le  numéro  précédent,  83'  est  une  moyenne  har- 
monique entre  SA  et  Se;  elle  jouit  donc  aussi  de  la  même 
propriété  pour  8^  et  8y. 

Si  la  courbe  a  un  point  double,  on  ne  peut  lui  mener  que 
deux  tangentes  par  ce  point;  mais  le  théorème  de  ce  numéro 
sera  encore  exact  si  nous  remplaçons  la  corde  D  par  la  droite 
qui  joint  le  double  point  au  point  où  la  corde  D  rencontre  de 
nouveau  la  courbe. 

154.  Nous  allons  encore  indiquer  une  application  du  théo- 
rème, que  toutes  les  cubiques  qui  passent  par  huit  points 
fiies  d^une  cubique  passent  aussi  par  un  neuvième  point  fixe. 
Si  par  quatre  points  fixes  d'une  cubique  on  fait  passer 
une  conique j  la  corde  qui  réunit  les  deux  autres  points 
d/ intersection  de  cette  conique  avec  la  cubique  passera 
par  un  point  fixe  situé  sur  cette  dernière  courbe.  Consi- 
dérons une  conique  passant  par  les  quatre  points  (a)  et  ren- 
contrant la  courbe  aux  deux  autres  points  (P)  et  imaginons 
une  seconde  conique  passant  par  les  points  (a)  et  par  deux 
autres  points  (^'};  la  conique  qui  passe  par  a,  ^  et  la  droite 
qui  réunit  les  deux  points  ^'  constituent  une  cu)3ique  passant 
par  les  huit  points  a,  ^,  ^';  de  même,  la  conique  qui  passe 
par  s,  ^'  et  la  droite  qui  joint  les  points  ^  constituent  une  se- 
conde cubique  passant  par  les  mêmes  points  ;  donc  le  neu- 
vième point  d'intersection  avec  la  courbe  doit  être  commun  à 
ces  deux  systèmes,  c'est-à-dire  que  les  droites  qui  joignent 
les  points  p^  P'  rencontrent  la  courbe  au  même  point. 

Dans  l'édition  précédente  de  cet  Ouvrage,  nous  avions  ap- 
pelé ce  point  Vopposé  du  système  des  quatre  points  donnés  ; 
aujourd'hui  nous  nous  conformerons  à  la  nomenclature  de 
la  remarquable  théorie  de  résiduation  donnée  par  M.  Syl- 
vester  et  que  nous  exposerons  bientôt;  nous  dirons  en  con- 
séquence que  le  point  en  question  est  le  corésiduel  du 
système  des  quatre  points. 

S.  —  Courbes  planes.  ,    .  i3 
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Ce  point  se  construit  facilement  en  prenant  pour  la  co- 
nique passant  par  les  quatre  points  un  couple  de  lignes 
droites.  Supposons  que  la  droite  qui  joint  les  points  i ,  2  et 
celle  qui  réunit  les  points  3,  4  rencontrent  respectivement 
la  cubique  aux  points  5,  6;  la  droite  menée  par  5,  6  cou- 
pera la  courbe  suivant  le  corésiduel  cherché.  Et  comme  le 
groupement  des  quatre  points  est  arbitraire,  il  est  bien  clair 
que  la  construction  peut  se  faire  de  trois  manières  difiereotes. 

Par  exemple,  nous  déduisons  de  ces  propriétés  que,  par 
quatre  points  d^une  cubique,  on  peut  mener  quatre  coniques 
qui  soient  tangentes  à  la  courbe  en  d'autres  points;  ce  sont 
les  coniques  qui  passent  par  les  points  de  contact  des  quatre 
tangentes  que  l'on  peut  mener  à  la  courbe  par  le  corésiduel. 

1S5.  Appliquons  la  règle  qu'on  vient  de  donner  pour  con- 
struire le  corésiduel,  dans  le  cas  où  l'on  considère  quatre 
points  consécutifs  de  la  courbe.  La  droite  qui  joint  les 
points  1 ,  12  est  alors  une  tangente,  et  le  point  5,  où  elle  coupe 
la  courbe,  est  le  tangentiel  du  point  i  ;  de  même  la  droite  3,  4 
rencontre  la  courbe  en  un  point  6  qui  est  consécutif  au 
point  5  ;  il  en  résulte  que  le  corésiduel  cherché  est  le  point 
où  la  tangente  au  point  tangentiel  5  rencontre  de  nouveau  la 
courbe;  autrement  dit,  c'est  le  tangentiel  du  tangentiel,  ou 
bien,  comme  nous  l'appellerons,  le  second  tangentiel. 

Si,  par  exemple,  on  demande  de  mener  une  conique  qui 
passe  par  quatre  points  consécutifs,  ou,  suivant  l'expres- 
sion usitée,  qui  ait  un  contact  quartiponctuel  avec  la  courbe, 
et  qui  lui  soit  tangente  en  un  autre  point,  ce  point  de  con- 
tact sera,  comme  nous  l'avons  vu,  un  point  de  contact  des 
tangentes  menées  à  la  courbe  par  le  second  tangentiel.  L'un 
d'eux  est  le  tangentiel  du  point  (i)  et  la  conique  correspon- 
dante dégénère  en  deux  droites;  les  trois  autres  points  don- 
nent les  autres  solutions  du  problème. 

Si  l'on  demande  encore  de  décrire  une  conique  qui  passe 
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par  cinq  points  consécutifs  de  la  courbe  (ou  qui  ait  un  con- 
tact quintiponctuel  avec  la  courbe),  on  résoudra  le  problème 
en  construisant  le  sixième  point  où  la  conique  coupe  la 
cubique;  ce  sera  le  point  où  la  droite  qui  réunit  le  point  (i) 
à  son  second  tangentiel  rencontre  de  nouveau  la  courbe. 

Pour  que  ce  point  puisse  coïncider  avec  le  point  (i),  il  est 
nécessaire  que  la  droite  dont  on  vient  de  parler  en  dernier 
lieu  soit  tangente  en(i)  à  la  courbe;  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  il  est  nécessaire  que  le  premier  et  le  second  tangen- 
tiel coïncident.  Mais  un  point  qui  coïncide  avec  son  tangen- 
tiel est  un  point  d'inflexion  :  donc  sur  une  cubique  non  sin- 
gulière, il  y  a  vingt'Sept  points  où  Von  peut  mener  une 
conique  ayant  avec  la  courbe  un  contact  sextiponctuel ;  ce 
sont  les  points  de  contact  des  trois  tangentes  que  ton  peut 
mener  par  chacun  des  neuj  points  d'inflexion, 

1S6.  Le  théorème  (n**  29)  énoncé  pour  l'intersection  de 
deux  cubiques  a  été  généralisé  dans  le  n^  33.  Le  théorème 
que  renferme  ce  dernier  article  s'applique  au  cas  de  la  cu- 
bique en  posant  /?  =  3  ;  il  s'énonce  comme  il  suit  :  Toute 
courbe  de  degré  n  qui  passe  par  3  n  —  i  points  fixes 
(V  une  cubique  passe  par  un  autre  point  fixe  sur  cette  cu- 
bique. Il  faut  remarquer  que  pour  /i  =  i  ou  n  =  2  on  ne 
peut  décrire  qu'une  seule  courbe  de  degré  n  qui  passe  par 
3  n  —  I  points  de  la  cubique,  et  le  théorème  ne  nous  apprend 
rien  ;  quand  n  est  plus  grand  que  2,  on  peut  décrire  plus 
(l'une  de  ces  courbes  et  elles  passent  toutes  par  un  autre 
point  fixe  de  la  courbe,  ainsi  qu'on  l'a  établi.  Et,  comme  on 
l'a  exposé  dans  le  n®  33,  si  l'on  cherchait  à  décrire  une  courbe 
du  n""*  ordre  par  3/i  points  pris  arbitrairement  sur  une  cu- 
bique, n  étant  plus  grand  que  2,  la  courbe  qu'on  formerait 
ainsi  ne  serait  pas  une  courbe  proprement  dite  de  cet  ordre, 
mais  un  système  composé  de  la  cubique  elle-même  et  d'une 
courbe  d'ordre  n  —  3. 
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157.  Siy  parmi  les  i(m  +  n)  intersections  d'une  courbe 
de  degré  (m  -|-  /i)  avec  une  cubique^  il  s* en  trouve  3/n  sur 
une  courbe  du  /n'^***  ordre  1)^?  les  3n  autres  points  res- 
tants sont  situés  sur  une  courbe  du  n'*'"*  ordre.  On  a  re- 
marqué en  effet  que,  par  3  n  —  i  de  ces  3  n  points  on  peut 
toujours  décrire  une  courbe  du  n**"*  ordre  U^  ;  celle-ci  con- 
stitue avec  Um  un  système  de  l'ordre  (m  -|-  n)  qui  (n®  156) 
passe  par  le  point  restant;  et  comme  ce  point  ne  peut  être 
situé  sur  Umf  qui  rencontre  déjà  la  cubique  en  3  m  points, 
il  doit  se  trouver  sur  U^. 

158.  Nous  allons  maintenant  exposer  la  nomenclature  in> 
troduite  par  M.  Sylvester,  et,  tout  en  nous  y  conformant, 
nous  établirons,  à  nouveau  et  nous  généraliserons  quelques- 
unes  des    propositions  précédentes.    Si  deux  systèmes  de 
points  a,   ^  considérés  ensemble  constituent  Tintersection 
complète  d'une  courbe  d'ordre  quelconque  avec  la  cubique, 
l'un  de  ces  systèmes  est  dit  le  résiduel  de  l'autre.  Comme  le 
nombre    total  des   intersections    d'une   cubique    avec    une 
courbe  quelconque  doit  être  un  multiple  de  trois,  il  est  évi- 
dent que,  si  le  nombre  des  points  du  système  a  est  de  la  forme 
3/?  -h  I,  celui  dans  le  système  ^  doit  être  de  la  forme  3  y — i, 
et  réciproquement.  Nous  pouvons  donner  respectivement  à 
ces  systèmes  la  dénomination  de  système  positif  eX,  système 
négatif  et  dire  que  le  résiduel  d'un  système  positif  est  un  sys- 
tème négatif,  et  inversement.  Le  système  positif  le  plus  simple 
se  compose  d'un  point  unique  correspondant  à /?==  o  ;  le 
système   négatif  le  plus   simple  consiste  en  un  couple   de 
points  répondant  à  ^  =  1.  Dans  ce  cas,  l'un  est  évidemnaeDt 
le  résiduel  de  l'autre,  quand  les  trois  points  sont  situés  sur 
une  même  ligne  droite.  Par  un  système  donné  de  points  a 
on  peut  décrire  une  infinité  de  courbes  de  différents  ordres  ;  il 
est  donc  évident  qu'un  système  donné  de  points  a  a  une  infinitr 
de  résiduels  p,  P',  P'',  ....  Deux  systèmes  de  points  p,  p'  sont 
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dits  corésiduelSf  quand  ils  sont  tous  deux  les  résiduels  d^un 
même  système  a.  Par  exemple,  dans  le  n®  151,  nous  avons 
supposé  que  par  quatre  points  a  d^une  cubique  on  avait 
mené  des  coniques  coupant  à  nouveau  la  courbe  en  des 
couples  de  points  ^,  ^',  ...  ;  Tun  quelconque  de  ces  couples  de 
points  est  un  résiduel  de  a,  et  deux  quelconques  d^enlre  eux 
sont  corésiduels.  De  même,  si  la  droite  menée  parle  couple 
^rencontre  de  nouveau  la  courbe  en  un  point  a',  ce  point  est 
UD  résiduel  du  groupe  ^  aussi  bien  que  les  quatre  points  ori- 
ginaux; ce  point  a'  est  donc,  comme  nous  Tavons  déjà  nommé, 
corésiduel  avec  les  quatre  points  a.  Il  est  évident  que  deux 
systèmes  corésiduels  de  points  doivent  être  tous  deux  posi- 
tifs ou  tous  deux  négatifs. 

Le  théorème  du  a?  156  peut  s'énoncer  comme  il  suit  :  Deux 
points  qui  sont  corésiduels  doivent  coïncider.  En  effet, 
nous  avons  vu  que  si  par  Zp  —  i  points  a  nous  décrivons 
une  courbe  U^i,  rencontrant  la  cubique  au  point  résiduel  ^, 
et  si  par  les  mêmes  points  a  nous  décrivons  une  seconde 
courbe  du  y[>'*"«  ordre  rencontrant  de  nouveau  la  cubique 
en  un  point  ^',  les  deux  points  corésiduels  ^,  ^'  auxquels  on 
arrive  par  les  deux  opérations  sont  un  seul  et  même  point. 

159.  Si  deux  systèmes  p,  P'  sont  corésiduels,  un  système 
quelconque  a! ^  quiestun  résiduel  de  Fun^  sera  aussi  un  ré- 
siduel de  Vautre.  Supposons  que  par  un  système  quel- 
conque a  on  ait  décrit  deux  courbes  U^,,  Uç  qui  rencontrent 
à  nouveau  la  courbe  suivant  les  systèmes  P,  ^'  ;  ces  deux  sys- 
tèmes sont  par  définition  corésiduels  ;  et  ce  que  nous  énonçons 
maintenant  c'est  que,  si  par  ^'  on  mène  une  courbe  quel- 
conque Ur  qui  coupe  à  nouveau  la  cubique  suivant  un  sys- 
tème de  points  a',  les  points  ^  et  a'  constitueront  aussi  Tin- 
tersection  complète  d'une  courbe  avec  la  cubique.  En  effet, 
les  systèmes  a  et  ^  considérés  ensemble  constituent  l'intersec- 
tion d'une  courbe  U^,  avec  la  cubique,  et  a!  et  ^'  forment  Fin- 
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tersection  de  cette  dernière  avec  une  courbe  Ur  ;  les  quatre 
systèmes  considérés  ensemble  constituent  donc  rintersection 
de  la  cubique  par  une  courbe  dont  Tordre  est  />  +  r;  mais 
les  systèmes  a  et  ^'  ensemble  donnent  l'intersection  de  la  cu- 
bique avec  la  courbe  U^  d'ordre  q  ;  donc  (n®  157)  les  systèmes 
ensemble  constituent  l'intersection  complète  de  la  cubique 
a!  et  p  avec  une  courbe  d'ordre  p  +  r  —  q. 

Donc  aussi  deux  systèmes  qui  sont  corésiduels  au  même 
système  sont  corésiduels  Cunà  Vautre.  Si  p  et  P'  sont  coré- 
siduels, comme  ayant  un  résiduel  commun  a,  et  si  ^'et  ^^  ont 
un  résiduel  commun  a',  d'après  ce  qu'on  vient  de  démontrer, 
a  est  aussi  un  résiduel  de  P"et  a'  de  P;  c'est-à-dire  que  si  p,  ^'^ 
sont  chacun  corésiduels  avec  P',  Pet  P'*^  sont  corésiduels  Tun  à 
l'autre,  car  a,  et!  sont  chacun  un  corésiduel  commun  de  p,  P^. 

160.  Nous  pouvons  maintenantdonner  du  théorème  (n^l5i) 
une  démonstration  qui  conduira  immédiatement  à  la  généra- 
lisation que  M.  Sylvester  a  fait  connaître  pour  ce  théorème. 
La  conique  menée  par  quatre  points  a  d'une  cubique  ren- 
contre la  courbe   en  deux  points  p  qui  sont  un  résiduel  du 
système  a.  La  droite  menée  par  les  deux  points  P  rencontre 
la  courbe  en  un  point  a'  qui  est  résiduel  à  P  et  par  suite  coré- 
siduel à  a.  Si  nous  répétions  la  même  opération  avec  une  co- 
nique différente,  nous  arriverions  à  un  point  a''   qui  serait 
aussi  corésiduel  au  système  a  et  par  suite  au  point  a';  et  les 
deux  points  a',  a'' étant  corésiduels  doivent  coïncider  (n**  158). 
Or,  il  est  évident,  en  premier  lieu,  que  la  même  démonstration 
ne  cesserait  pas  d'être  exacte  si,  au  lieu  de  quatre  points, 
nous  partions  d'un  système  positif  de  3  /?  -h  i  points  P.  Une 
courbe  d'ordre  />  +  1  menée  par  ces  points  rencontre  la  cu- 
bique en  deux  autres  points,  et  la  droite  qui  les  joint  coupe  la 
courbe  en  un  point  corésiduel  à  Pet  qui  reste  le  même  quelle 
que  soit  la  courbe  d'ordre  /?  -f-  1 .  Mais,  en  second  lieu,  au  lieu 
de  passer  du  groupe  P  au  point  corésiduel  par  deux  étapes, 
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nous  pourrions  employer  un  nombre  pair  quelconque  de  ces 
étapes.  Ainsi,  parles  3/7+1  points  P  décrivons  une  courbe 
Mp^r  •  le  résiduel  est  le  système  négatif  N  de  3r —  i  points. 
Par  N  menons  une  courbe  Ur+j,  et  nous  obtenons  un  résiduel 
P'de  3^+  I  points.  De  la  même  manière,  de  V  nous  pou- 
vons obtenir  un  résiduel  de  3  ^  —  i  points,  et  ainsi  de  suite. 
A  cette  étape,  ou  bien  à  Tune  des  suivantes,  où  nous  avons 
un  système  négatif  de  3^ —  i  points,  si  nous  faisons  passer 
parées  points  une  courbe  U^,  nous  pouvons  obtenir  un  rési- 
duel formé  d'un  point  unique.  Le  théorème  de  M.  Sylvester 
consiste  en  ce  que  ce  point  est  le  même  dans  tous  les  cas, 
quel  que  soit  le  procédé  de  résiduation  par  lequel  on  y  sera 
arrivé.  En  effet,  le  système  N  est  résiduel  de  P;  F  est  résiduel 
de  N  et  corésiduel  de  P;  N'est  résiduel  de  F,  corésiduel  de  N 
et  par  suite  aussi  résiduel  deP,  et  ainsi  de  suite.  Tout  système 
positif  dans  la  série  est  résiduel  à  tout  système  négatif  et 
corésiduel  à  tout  système  positif.  Donc  le  point  auquel  nous 
arrivons  finalement  est  corésiduel  au  système  original  positif 
et  doit  être  identique  avec  le  point  corésiduel  du  même  sys- 
lèmeobtenu  par  un  autre  procédé.  Par  exemple,  si  par  quatre 
points  nous  décrivons  une  cubique  qui  coupe  la  courbe  en 
cinq  autres  points^  si  par  ces  cinq  points  nous  menons  une 
antre  cubique  qui  donne  un  résiduel  de  quatre  autres  points, 
par  ces  quatre  points  une  quartique  donnant  un  résiduel  de 
huit  points,  et  finalement  par  ces  huit  derniers  une  cubique 
coupant  la  courbe  en  un  autre  point,  ce  point  est  le  même 
que  celui  qu'on  aurait  déduit  des  quatre  points  primitifs  par 
le  procédé  du  n**  154.  Et  de  même,  en  partant  d'un  système 
négatif  quelconque  de  Z  q —  i  points  N,  nous  pouvons,  après 
on  nombre  impair  d'opérations  intermédiaires,  arriver  à  un 
point  unique  qui  sera  le  résiduel  du  système  primitif  et, 
comme  tel,  indépendant  du  mode  particulier  de  résiduation. 

161.  Les  principes  que  nous  venons  d'exposer  nous  per- 
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mettent  de  trouver  par  des  constructions  linéaires  le  point 
résiduel  ou  corésiduel  d*un  système  négatif  ou  positif  donné. 
Supposons,  par  exemple^  qu'on  demande  de  trouver  le  point 
résiduel  de  huit  points  donnés  ;  joignons  ces  points  deux  à 
deux  d'une  manière  arbitraire  :  les  droites  qui  les  réunissent 
constituent  un  système  du  quatrième  ordre  qui  coupe  la 
courbe  en  quatre  points  résiduels  aux  buit  points  donnés; 
joignons  ces  derniers  par  couples,  nous  obtenons  un  système 
de  deux  points  corésiduels  aux  huit  points  donnés;  le  point 
où  la  droite  qu'ils  déterminent  rencontre  la  courbe  est  le 
point  résiduel  demandé.  Ou  bien  encore,  nous  pouvons 
remplacer  quatre  quelconques  des  points  donnés  par  leur 
point  corésiduel,  construit  comme  dans  le  n^  154,  et  le  pro- 
blème se  ramène  à  trouver  le  résiduel  de  cinq  points;  en 
remplaçant  de  même  quatre  d'entre  eux  par  leur  corésiduel, 
nous  réduisons  le  problème  à  la  recherche  du  résiduel  d'un 
système  de  deux  points.  On  voit  facilement,  par  l'une  quel- 
conque de  ces  manières,  que  le  résiduel  du  système  de  huit 
points  consécutifs  en  un  point  donné  de  la  cubique  est  le 
troisième  tangentiel  du  point  donné. 

Cette  méthode,  qui  permet  de  trouver  au  moyen  de  construc- 
tions linéaires  le  neuvième  point  commun  à  toutes  les  cubiques 
qui  passent  par  huit  points  donnés,  suppose  que  l'on  con- 
naisse une  cubique  tracée  par  les  huit  points,  et  la  question 
n'est  pas  la  même  que  celle  où  il  s'agit  de  trouver  le  neu- 
vième point,  quand  on  donne  seulement  les  huit  points.  Le 
D*"  Hart  a  montré  que,  dans  cette  dernière  question,  on  peut 
aussi  trouver  le  neuvième  point  par  une  construction  linéaire, 
quoique  avec  plus  de  difficultés  (*). 

162.  Nous  allons  terminer  cette  Section  par  quelques 
remarques  sur  les  systèmes  de  cubiques  qui  ont  plusieurs 

(1  /  Cambridge  and  Dublin  mathematical  Journal,  t.  VI,  p.  i8i. 
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points  communs.  Si  l'on  nous  donne  huit  points  d'une  cubique 
on  huit  relations  linéaires  entre  les  coefficients  de  l'équation 
générale,  nous  pouvons  éliminer  tous  les  coefïicients  sauf  un, 
de  manière  à  mettre  l'équation  sous  la  forme  U  +  ^ V  =  o. 
De  même,  si  Ton  nous  donne  sept  points  ou  sept  relations 
linéaires,  la  forme  générale  de  l'équation  pourra  se  ramener 
à  U  4-  k\  -h  /W  =  o,  U,  V,  W  étant  trois  cubiques  qui 
satisfont  aux  sept  conditions  données,  et  les  deux  con- 
stantes Ar,  /,  qui  restent  à  notre  disposition,  nous  permettent 
de  vérifier  deux  autres  conditions.  De  même  aussi,  si  l'on 
oe  nous  donne  que  six  points,  la  forme  générale  de  l'équa- 
tion sera  U  +  kY  -f-  /W  -1-  mS  =  o.  Nous  pouvons  prendre 
pour  U,  V,  . . .  des  systèmes  de  trois  droites  passant  chacune 
par  deux  des  points  donnés.  Par  exemple,  si  les  six  points 
sont  a,  6,  c,  rf,  e,  /et  si  a&  =  o  représente  l'équation  de  la 
droite  qui  joint  a  et  6,  une  des  formes  de  l'équation  cherchée 
sera 

ab.cd.e/-h  k.ao.be.d/-h  l.ad.b/.ce -h  m.ae,bd,c/=:  o. 

Comme  cette  équation  renferme  trois  indéterminées,  toute 
autre  cubique  qui  passera  par  les  six  points  (par  exemple, 
af.bc.de)  devra  pouvoir  s'exprimer  sous  la  forme  précédente, 
etTéquation  ci-dessus  ne  gagnerait  rien  en  généralité  si  nous 
yajoalionsuntermetel  que  n. a/,  bc.de,  puisqu'il  doit  lui-même 
être  égal  à  la  somme  des  quatre  termes  qui  précèdent,  multi- 
pliés chacun  par  un  facteur. 

Dans  les  Sections  coniques,  n**  259,  nous  avons  déduit  la 
propriété  anharmonique  des  points  d'une  conique  de  l'équa- 
tion ab.cd  =  k.acbd;  nous  pouvons  de  même  nous  servir  de 
l'équation  que  nous  venons  d'écrire  pour  en  déduire  la  pro- 
priété suivante,  qui  est  l'extension  aux  courbes  du  troisième 
degré  du  théorème  anharmonique  :  Si  l'on  joint  six  points 
d'une  cubique  à  un  septième  point  de  la  courbe  et  si  l'on 
coupe   ce  faisceau  par   une    transversale    aux  points 
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a,  6,  c,  dj  e,  f^  on  a  la  relation 

ab,cd.ef-\-  k .ac,be,df-\- 1 .ad ,hj ,ce  ^  mac ,bd ,ef  :=z  q^ 

dans  laquelle  k,  /,  m  sont  des  constantes  dont  la  valeur  esi 
la  même  pour  chaque  courbe  particulière  passant  par  les 
six  points.  Le  lecteur  peut  facilement  concevoir  le  nombre 
de  théorèmes  particuliers  qu'on  peut  déduire  de  celui-ci 
(comme  dans  les  Sections  coniques,  n^  326)  en  examinant 
les  cas  où  quelques-uns  des  points  sont  à  une  distance  infinie. 

163.  Nous  avons  vu  (n^  41)  que  donner  un  point  double 
équivaut  à  trois  conditions.  Si  donc  nous  avons  un  point 
double  et  cinq  autres  points,  une  condition  de  plus  détermi- 
nera la  courbe  ;  elle  pourra  en  conséquence  être  représentée 
par  une  équation  de  la  forme  S  —  /rS'  =  o,  S  et  S'  étant  deux 
courbes  particulières  du  système.  Nous  pouvons  l'écrire  sous 
la  forme 

(oabcd)oe  —  k(oabce)odz=o. 

Dans  cette  équation,  (oabcd)  représente  la  conique  menée 
par  le  point  double  et  les  quatre  points  a,  6,  c,  d. 

De  I9  même  manière,  nous  pouvons  écrire  l'équation  de  la 
cubique  qui  passe  parle  point  double  et  quatre  autres  points 
sous  la  forme 

oa.ob.cd  -\-  k.ob.oc.ad  -h  Locoa.bd  -=o, 

et,  comme  dans  le  numéro  précédent,  la  même  relation  a  lieu 
entre  les  segments  déterminés  sur  une  transversale  quel- 
conque par  les  droites  qui  joignent  ces  points  à  un  point 
quelconque  de  la  courbe. 

161.  Nous  avons  donné  (Sections  coniques,  d?  259)  une 
méthode  à  l'aide  de  laquelle  on  exprime  le  rapport  anhar- 
moniqne   d'un    faisceau   en    fonction    des    perpendiculaires 
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abaissées  de  son  sommet  sur  les  côtés  d'un  quadrilatère  quel- 
conque dont  les  sommets  sont  situés  chacun  sur  un  rayon  du 
faisceau  ;  nous  pouvons  trouver  par  le  même  moyen  le  lieu 
du  sommet  commun  à  deux  faisceaux,  dont  le  rapport  anhar- 
monique  est  le  même  et  dont  les  rayons  passent  par  des 
points  fixes  parmi  lesquels  deux  sont  communs  aux  deux 
faisceaux.  En  elTet,  si  a6  =  o  représente  l'équation  de  la 
droite  qui  joint  les  points  a  et  b,  nous  obtenons  une  équation 
de  la  forme 

ao.bp co.dp 

ab.po       cci.op 
ou 

ao,bp.cd^=.  ab.ab, co.dp. 

Si  o  et  /?  sont  les  points  circulaires  à  l'infini,  cette  relation 
nous  donne  {Sections  coniques,  n°  358)  le  lieu  du  sommet 
commun  à  deux  triangles  dont  les  bases  sont  données,  et 
doDt  les  angles  aux  sommets  sont  égaux;  nous  voyons  que 
c'est  une  courbe  du  troisième  degré  qui  passe  par  ces  points 
circulaires. 

Si  l'on  nous  donnait  la  différence  des.  angles  aux  sommets, 
cette  condition  {Sections  coniques,  n^  3S8)  équivçiudrait  au 
rapport  de  deux  fonctions  anharmoniques  et  nous  conduirait 
à  une  équation  de  la  forme 

ao,bp co .  dp 

ap,bo  cp.do 

Celte  équation  représente  une  courbe  du  quatrième  degré, 
qui  a  pour  points  doubles  les  deux  points  circulaires  à  l'infini. 

Section  II.  —  Pôles  et  polaires. 

16o.  Nous  allons  maintenant  récapituler  et  appliquer  aux 
cubiques  les  théorèmes  relatifs  aux  pôles  et  aux  polaires  que 
nous  avons  établis  précédemment.  Tout  point  O  (a?',  ^,  z')  a. 
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y-dv  rapport  à  une  cubique ,  une  droite  polaire  et  une  conique 
polaire  dont  les  équations  sont  respectivement 

dU'  dV         d[]'  ,dU         ,dl]        ,dV 

L'équation  de  la  conique  polaire  peut  aussi  être  ordonnée 
suivant  les  puissances  de  x,  y  y  z  et  devient  alors 

a^x^  -H  Vy^  H-  d  z^  4-  'if'yz  4-  2g' zx  -f-  ih'xy  =r  o; 

a',  b\  c^, ...  représentent  ici  les  dérivées  dans  lesquelles  on  a 
introduit  les  variables  accentuées. 

La  conique  polaire  est  le  lieu  des  pôles  de  toutes  les  droites 
qu*on  peut  mener  par  O;  par  rapport  à  une  cubique  non  sin- 
gulière, chaque  droite  a  ainsi  quatre  pôles  qui  sont  les  inter- 
sections des  coniques  polaires  de  deux  points  quelconques  de 
ses  points.  La  conique  polaire  passe  par  les  points  de  con- 
tact des  six  tangentes  qu^on  peut  en  général  mener  par  le 
point  O.  Dans  le  cas  d'une  cubique  nodale,  la  conique  polaire 
passe  parle  point  double  et  rencontre  seulement  la  courbe  en 
quatre  autres  points;  chaque  droite  n'a  que  trois  pôles,  puisque 
les  deux  coniques  polaires  (  qui  passent  chacune  par  le  point 
double)  ne  se  coupent  qu'en  trois  autres  points.  Dans  le  cas 
d'une  cubique  cuspidale ,  la  conique  polaire  passe  par  le  point  de 
rebroussement,  est  tangente  à  la  tangente  cuspidale  et  ren- 
contre seulement  la  courbe  en  trois  autres  points;  toute 
droite  n'a  que  deux  pôles.  Si  la  cubique  se  décompose  en  une 
conique  et  une  droite,  la  conique  polaire  d'un  point  O  passe 
par  leurs  points  d'intersection  et  une  ligne  droite  n'a  que 
deux  pôles.  La  conique  polaire  passe  aussi  par  l'intersection  de 
la  conique  et  de  la  polaire  de  O  par  rapport  à  cette  dernière. 
En  effet,  on  voit  facilement  qu'en  effectuant  sur  LS  l'opération 

//  •/  rf 

A  OU  or' -7 — hy-j — h-s'-i-,  le  résultat  sera  L'S4-LAS.  Si 

ax       *^    ay  az 

la  cubique  se  réduit  à  trois  lignes  droites  xyz  =  o,  chaque  co- 
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nique  polaire  passe  par  les  sommets  du  triangle  qu'elles  forment 
et  une  droite  quelconque  n'a  plus  qu'un  pôle.  Dans  ce  cas, 
les  équations  de  la  droite  polaire  et  de  la  conique  polaire  sont 
respectivement 

;  -^yzx  -H  z'x^  —  o, 
^  4-  —  =0. 

L'équation  que  nous  venons  de  former  nous  fournit  immé- 
diatement une  construction  géométrique  de  la  droite  po- 
laire; on  sait  en  effet  (Sections  coniques,  n°  60)  que,  si  le 
point  (:c',  y^  z')  est  représenté  par  le  point  O  sur  la  figure 
ci-contre,  la  droite  LMN  {fig-  27)  sera  précisément  celle  dont 
on  vient  d'écrire  l'équation. 

Fig.  37. 

M 


«/s' 

-^yz 

/a/ 4- 

50//  = 

=  0, 

^7^ 

ou 

X 

-? 

Z 

:0, 

V 

X 

R  A  F  B 

La  tangente  à  la  conique  polaire  en  un  sommet  xy  est 

{Sections  coniques^  d?  12)  —  -f-  ^  =  o;  on  la  construit  en 

joignant  le  sommet  xy  au  point  où  la  droite  polaire  rencontre 
le  côté  opposé  z, 

466.  Si  une  droite  issue  d'un  point  O  rencontre  la  cubique 
aux  points  A,  B,  C,  le  point  P  où  elle  coupe  la  droite  polaire 
est  déterminé,  puisque  (n°  132)  nous  avons 

3    I  I  I 

OP  ""  (U  "^  ÔB  "^  ÔC* 
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Si  une  seconde  droite  menée  par  O  rencontre  la  cubique 
aux  points  A',  B',  C,  le  point  F  où  la  polaire  coupe  cette 
droite  est  aussi  déterminé  ;  il  en  est,  par  conséquent,  de  même 
pour  la. polaire  elle-même,  qui  doit  être  la  même  pour 
toutes  les  cubiques  passant  par  les  points  A,  B,  C,  A',  B',  C. 
Nous  pourrons  donc  construire  de  cette  manière  et  au  moyeu 
de  la  règle  seulement  la  droite  polaire  de  O  par  rapport  à 
la  cubique;  nous  n'aurons  qu'à  mener  deux  rayons  par  le 
point  O  et  à  construire  d'après  le  n®  165  la  polaire  de  0 
par  rapport  au  triangle  formé  par  AA',  BB',  CC 

Les  relations  métriques,  indiquées  au  n**  134,  montrent  aussi 
que,  si  les  points  A,  B,  C  sont  donnés,  les  deux  points 
où  la  droite  OA  rencontre  la  conique  polaire  sont  aussi 
donnés.  Nous  voyons  ainsi,  comme  ci-dessus,  que  si,  par 
l'origine,  nous  menons  trois  rayons  rencontrant  la  courbe 
en  A,  B,  C,  A',  B',  C,  A'^,  B"',  C",  la  conique  polaire  de  0  est 
la  même  par  rapport  à  toutes  les  cubiques  passant  par  ces  neuf 
points.  On  peut  regarder  les  points  A,  A',  A''  comme  les 
points  où  une  transversale  quelconque  rencontre  la  courbe, 
et  le  problème  qui  consiste  à  déterminer  la  conique  polaire 
de  O  par  rapport  à  une  cubique  peut  se  ramener  à  la  con- 
struction de  cette  même  courbe  par  rapport  au  système  com- 
posé de  la  droite  A  A'  A"  et  de  la  conique  qui  passe  par  les 
six  autres  points  qui  restent. 

Nous  allons  maintenant  étudier  plus  en  détail  les  cas  (i*^) 
où  O  est  un  point  de  la  courbe;  (2®)  où  il  est  situé  sur  la 
Ilessienne. 

167.SipardeuxpointsconsécutifsO,0'delacourbenousme- 
nonsdeux  systèmes  de  tangentes  OA,  OB,  OC,  OD  ;  O' A,  O'B, 
0'C,0'D,  une  tangente  quelconque  OA  coupera  la  tangente 
consécutive  O'Aen  sonpoint  de  contact.  Mais  les  quatre  points 
de  contact  A,  B,  C,  D  sont  situés  sur  la  conique  polaire  de  O. 
qui  est  elle-même  tangente  à  la  cubique  au  point  O  (n°  64); 
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donc  lessixpoints  OO'ÂBCD  sont  sur  la  même  conique  et  par 
conséquent  le  rapport  anharmonique  du  faisceau  (O.ABCD) 
est  le  même  que  celui  du  faisceau  (O'.ÂBCD).  Puisque  ce  rap- 
port ne  change  pas  quand  nous  passons  d'un  point  de  la 
courbe  au  point  consécutif,  nous  voyons  ainsi  que  les  quatre 
tangentes  qu'on  peut  mener  d'un  point  quelconque  de  la 
courbe  forment  un  faisceau  dont  le  rapport  anharmonique 
est  constant. 

Nous  donnerons  plus  tard  une  démonstration  algébrique  de 
ce  théorème  en  montrant  que  le  rapport  anharmonique  de 
quatre  droites  représentées  par  une  équation  biquadratique 
homogène  en  j?  et  ^  peut  s'exprimer  en  fonction  du  rapport 
des  invariants  S'  et  T'  de  la  biquadratique  et  que,  si  les 
quatre  droites  sont  des  tangentes  à  la  cubique  menée  par  un 
point  de  cette  courbe,  cet  invariant  absolu  du  faisceau  peut 
s'exprimer  en  fonction  d'un  invariant  absolu  de  la  cubique, 
de  manière  à  rester  le  même  quelle  que  soit  la  position  du 
point.  Cet  invariant  est  une  caractéristique  numérique  de  la 
cubique  qui  ne  change  pas  quand  on  projette  la  courbe 
ou  qu'on  lui  fait  subir  une  autre  transformation  linéaire 
quelconque.  Nous  avons  montré  {Algèbre  supérieure, 
n^  213)  que  la  valeur  de  cet  invariant  d'une  équation  biqua- 
dratique nous  permet  de  distinguer  les  équations  qui  ont 
deux  racines  réelles  et  deux  racines  imaginaires  de  celles  dont 
les  racines  sont  toutes  réelles  ou  toutes  imaginaires.  En  con- 
séquence, si,  parmi  les  quatre  tangentes  qu'on  peut  mener 
d'un  point  d'une  cubique,  deux  sont  réelles  et  deux  sont 
imaginaires,  il  en  sera  de  même  pour  tout  autre  point  de  la 
courbe;  et  de  même,  si  les  tangentes  issues  d'un  point  quel- 
conque sont  toutes  réelles  ou  toutes  imaginaires,  les  tangentes 
menées  de  tous  les  points  de  cette  courbe  seront  toutes  réelles 
ou  toutes  imaginaires.  Cette  propriété  sert  de  base  à  une  divi- 
sion fondamentale  des  cubiques  non  singulières  en  deux 
classes,  celles  auxquelles  on  peut  par  chaque  point  mener 
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deux  tangentes  réelles  et  deux  seulement,  et  celles  pour 
lesquelles  les  tangentes  peuvent  être  ou  bien  toutes  réelles 
ou  toutes  imaginaires.  Nous  reprendrons  cette  remarque, 
en  lui  donnant  plus  de  développement,  dans  la  Sectioa 
où  il  sera  question  de  la  classification  des  cubiques,  et  nous 
y  verrons  que,  dans  le  second  cas,  la  cubique  se  compose  de 
deux  portions  distinctes  :  pour  Tune,  les  tangentes  en  chaque 
point  seront  toutes  réelles  ;  pour  l'autre,  elles  seront  toutes 
imaginaires. 

168.  Il  résulte  du  n**  167  que,  si  O,  P  sont  deux  points  de 
la  courbe,  on  peut  par  ces  points  mener  une  conique  qui 
passe  par  les  quatre  points  où  chacune  des  tangentes  issues 
du  premier  point  rencontre  la  tangente  correspondante  issue 
du  second.  Le  rapport  anharmonique  de  quatre  points^,  b^c^d 
ne  change  pas  quand  on  les  écrit  dans  l'ordre  badc^  ou  cdab^ 
ou  cfcfra;  donc,  en  prenant  les  rayons  du  second  faisceau  suc- 
cessivement dans  chacun  de  ces  quatre  ordres,  nous  voyons 
que  les  seize  points  d'intersection  du  premier  système  de  tan- 
gentes avec  le  second  sont  situés  sur  quatre  coniques  qui 
passent  chacune  par  O,  P. 

Supposons  que  la  cubique  soit  circulaire,  c'est-à-dire 
qu'elle  contienne  les  points  imaginaires  I  et  J  à  l'infini;  en 
les  prenant  pour  les  points  O,  P,  nous  voyons  que  les  seize 
foyers  d'une  cubique  circulaire  sont  situés  sur  quatre  cercles, 
et  que  chacun  de  ces  cercles  contient  quatre  foyers  (*). 

169.  Si  O  est  un  point  de  la  courbe,  toute  corde  menée 
par  ce  point  est  divisée  harmoniquement  par  la  courbe  et 
la  conique  polaire  de  O. 

Nous  avons  vu  (n°  78)  que  les  points  d'intersection  de  la 


(1)  Ce  théorème  a  été  obtenu  pour  la  première  fois  par  le  D'  Hart,  mais 
d'une  manière  diflférente.  Il  m'a  été  ensuite  suggéré  par  le  théorème  du  n»I67. 
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courbe  et  delà  droite  qui  réunit  deux  points  sont  dé:  3rminés 
par  Téquation 

X»  U'  -+-  X*  |J.  A'  -h  Xjji»  A  -M*»  U  —  o. 

Si  (ar',^',  z')  est  sur  la  courbe,  U'  =  o  et  l'équation  précé- 
dente devient  divisible  par  (x;  si,  de  plus,  les  points  (^,^,5), 
[j^^y^  -s')  sont  liés  par  la  relation  A  =  o,  l'équation  du  second 
degré  qui  reste  est  de  la  forme  X^  A'  -f-  [i.*  U  =  o,  ses  racines 
étant  égales  et  de  signe  contraire,  et  nous  yoyons(Sections  co- 
niques,  n**91)  que  la  droite  qui  joint  les  deux  points  est  di- 
visée harmoniquement  par  la  courbe.  Nous  pouvons  aussi 
démontrer  ce  même  théorème  en  prenant  le  point  O  pour 
origine  et  cherchant  le  lieu  des  moyennes  harmoniques  de 
loas  les  rayons  vecteurs  issus  de  O.  Nous  procéderons  exac- 
tement comme  dans  le  n®  132,  en  faisant  d'abord  A=:o,  et 
nous  trouverons  immédiatement 

2(Dj7  4-C/)H-Da7»-hH:.rj-i-F7*  =  o  : 

c'est  Véquation  de  la  conique  polaire  de  l'origine. 

On  démontre  (comme  dans  le  n®  136)  que  la  tangente  à  la 
conique  polaire  au  point  où  une  corde  quelconque  la  ren- 
contre passe  par  l'intersection  des.  tangentes  à  la  cubique  aux 
points  où  cette  courbe  est  coupée  par  la  même  corde  et  qu'elle 
est  la  conjuguée  harmonique  de  la  droite  qui  joint  leur  point 
d'intersection  au  point  O. 

170.  Examinons  maintenant  d'une  manière  plus  particu- 
lière le  cas  où  O  est  un  point  d'injlexion.  Nous  avons  dé- 
montré (n**  74)  que  la  conique  polaire  d'un  point  d'inflexion 
se  décompose  en  deux  droites  dont  l'une  est  la  tangente  en 
ce  point.  Cette  même  propriété  se  déduirait  aisément  de 
1  équation  qu'on  vient  de  donner  pour  la  conique  polaire  de 
i  origine.  En  effet,  pour  que  l'origine  soit  un  point  d'inflexion 
qui  ait  l'axe  des  y  pour  tangente,  nous  devons  avoir 
S.  —  Courbes  planes.  i4 
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(voir  n?  46)  A  =  o, B  =  o,  D  =  o  et  réquatiou  de  la  conique 
polaire  (n®  169)  se  réduit  à 

qC/  -h  E  J7J  -h  F/*  n^  o. 

Le  facteur  y  est  évidemment  étranger  au  problème  du  lieu 
des  moyennes  harmcmiques  ;  nous  voyons  ainsi  que,  si  l'on 
mène  des  rayons  vecteurs  par  un  point  dCinflexion^  le  lieu 
des  moyennes  harmoniques  sera  une  droite  (*).  Et  récipro- 
quement, 5t7^/*^i/rfe5/7îo;en/ie5  harmoniques  est  une  droite, 
le  point  O  est  un  point  d"* inflexion.  En  effet  (n**  74),  le  seul 
autre  cas  où  la  conique  polaire  puisse  se  décomposer  en  deux 
droites  se  présente  quand  O  est  un  point  double,  et  ce  cas 
ne  s'applique  pas  au  problème  actuel,  puisqu'une  droite  menée 
par  un  point  double  ne  peut  rencontrer  la  courbe  qu'en  un 
seul  autre  point. 

Nous  appellerons  la  droite  que  nous  venons  de  trouver  lu 
polaire  harmonique  du  point  O,  pour  la  distinguer  de  Li 
droite  polaire  ordinaire  qui  est  la  tangente  en  O. 

171.  Le  point  O  possède,  par  rapport  à  la  polaire  harmo- 
nique, des  propriétés  exactement  analogues  à  celles  des  pôles 
et  polaires  dans  les  sections  coniques.  Ainsi,  si  Ton  mène 
deux  droites  par  le  point  O,  et  si  l'on  joint  leurs  extrémités 
directement  et  transversalement,  les  droites  ainsi  tracées 
doivent  se  couper  sur  la  polaire  harmonique.  C'est  là  une 
conséquence  immédiate  des  propriétés  harmoniques  d'un 
quadrilatère. 

Nous  déduisons  encore,  comme  cas  particulier  de  la  pro- 
priété précédente,  que  les  tangentes  aux  extrémités  d'un 
rayon  vecteur  mené  par  O  doivent  se  rencontrer  sur  la  po- 
laire harmonique. 


(  1  )    Ce  théorème  est  dû  à  Mac  Laarin  :  De  linearum  geometricarum 
proprietatibu9  generalibust  Sect.  III,  prop.  9. 
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La  polaire  harmonique  doit  passer  par  les  points  de  contact 
des  tangentes  qu^on  peut  mener  à  la  courbe  par  O  ;  en  effet, 
OR'RR'^  est  divisé  harmoniquement  ;  si  donc  R  coïncide  avec 
R",  il  doit  coïncider  avec  R.  Donc,  par  un  point  d'inflexion, 
on  ne  peut  mener  que  trois  tangentes,  et  leurs  points  de  con- 
tact sont  situés  sur  une  ligne  droite. 

Si  la  courbe  a  un  point  double,  on  démontre  exactement 
de  la  même  manière  qu'il  doit  se  trouver  sur  la  polaire  har- 
monique. 

Le  premier  théorème  de  ce  numéro  peut  être  énoncé  sous 
une  autre  forme  ainsi  qu'il  suit  :  Si  trois  points  A',  B',  Q  sont 
situés  sur  une  droite  et  si  les  droites  qui  les  joignent  à  O 
rencontrent  de  nouveau  la  courbe  en  A*',  B",  G",  ces  points 
seront  aussi  sur  une  même  droite  et  ces  deux  droites  rencon- 
treront la  polaire  harmonique  au  même  point.  Si  nous  suppo- 
sons maintenant  que  A',  B',  C  coïncident,  nous  retombons  sur 
ce  théorème  que  la  droite  qui  joint  deux  points  d'inflexion 
doit  passer  par  le  troisième  et  que  les  tangentes  à  deux  quel- 
conques d'entre  eux  se  rencontrent  sur  la  polaire  harmonique 
du  troisième. 

172.  iSi,  par  un  point  dUn/lexion  O  on  mène  trou 
droites  rencontrant  la  courbe  en  A|,  A2',  B,,  B^;  Ci,  Cj, 
toute  courbe  du  troisième  degré  menée  par  les  sept  points 
0,  A,,  Aj,  B|,  Ba,  Cl,  C2  aura  le  point  O  pour  point  d^in- 
flexion.  En  efiet,  supposons  que  les  trois  droites  rencontrent 
la  polaire  harmonique  aux  points  A,  B,  C;  ces  points  seront 
aussi  communs  au  lieu  des  moyennes  harmoniques  du  point 
0  par  rapport  à  toutes  les  courbes  qui  passeront  par  ces  sept 
points;  donc  ce  lieu,  qui  en  général  serait  une  conique,  doit, 
puisque  trois  de  ses  points  sont  sur  une  même  droite,  être 
cette  même  droite  pour  toutes  les  courbes  dont  il  s'agit;  et 
par  conséquent  (n^  170)  le  point  O  doit  être  un  point  d'in- 
flexion. 
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173. Nous  avons  vu  (n°  74)  que  les  points  d'inflexion  d'une 
courbe  du  troisième  degré  sont  les  intersections  de  la  courbe 
U  avec  la  courbe  H,  qui  est  aussi  une  courbe  du  troisième 
degré.  Toute  courbe  du  troisième  degré  a  donc  en  général 
neuf  points  d*  inflexion;  cependant  trois  seulement  de  ces 
points  sont  réels  (n®  125,  Ex.  3).  Nous  avons  aussi  démontré 
que  la  droite  qui  joint  deux  points  d'inflexion  doit  également 
passer  par  le  troisième  ;  il  en  résulte  que  par  cbaque  point 
d'inflexion  on  peut  mener  quatre  droites  qui  contiendronl 
les  huit  autres  points.  Il  en  découle  aussi,  comme  cas  parti- 
culier du  numéro  précédent,  que  toute  courbe  du  troisième 
degrés  menée  par  les  neuf  points  dHnflexion,  aura  aussi 
ces  points  pour  points  dHnflexion  (*). 

174.  Parmi  les  droites  qui  contiennent  chacune  trois  points 
d'inflexion,  il  en  passe  quatre  par  chaque  point  d'inflexion; 
il  doit  donc  exister  en  tout  ~(4  X  9)  =  la  de  ces  droites  (*). 

Si  nous  essayons  déformer  un  tableau  de  ces  droites,  nous 
trouverons  qu'il  ne  pourra  difl(érer  que  par  la  notation  du  ta- 
bleau suivant  : 

I  a  3,     4  5  6,     789;     147,     a  5  8,     3  6  9; 
1  5  9,     267,     348;     168,     2  4  9,     357. 

Clebsch  a  remarqué  que,  si  l'on  écrit  les  neuf  éléments 
sous  la  forme  ci-dessous, 

I  2  3 
4  5  6 
789 


(<  )  Ce  théorème  est  dû  à  M.  Hesse,  qui  a  aussi  démontré  que  si  U  est  uoe 
cubique,  H  sou  Hessien  etalI+6H=o  l'équation  d'une  cubique  quel- 
conque passant  par  leurs  intersections,  Téquation  du  Hessien  de  cette  der- 
nière courbe  a  aussi  la  même  forme.  La  méthode  de  démonslration 
adoptée  ici  est  due  au  D*"  H  art. 

(')  Il  est  facile  de  voir  que  nous  pouvons  avoir  neuf  points  réel*  situés 
trois  à  trois  sur  dix  droites,  mais  que  le  nombre  de  ces  droites  ne 
peut  être  plus  grand  :  par  suite,  les  neuf  points  d'inflexion  ne  peuvent  être 
tous  réels,  ce  qui  s'accorde  avec  la  remarque  du  n**  173. 
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les  systèmes  qui  constituent  les  deux  lignes  qu'on  vient 
décrire  se  composent  des  lignes,  des  colonnes  et  des  élé- 
ments positifs  du  déterminant  des  éléments. 

Il  résulte  de  là  que  toute  cubique  passant  par  sept  des 
points  d'inflexion  aura  l'un  d'eux  pour  point  d'inflexion  ;  en 
effet,  prenons  sept  quelconques  de  ces  points  (les  sept  premiers 
par  exemple)  et  nous  verrons,  d'après  le  tableau  précédent, 
qu'ils  sont  situés  sur  trois  droites  (i47>  ^67»  ^57)  qui  se 
coupent  en  un  point  commun  sur  la  courbe,  et  que  par  con- 
séquent, d*aprèsle  n*  172,  le  point  commun  (7)  est  un  point 
d 'inflexion  de  toutes  ces  courbes. 

D'après  la  manière  même  suivant  laquelle  on  a  écrit  ces 
lignes,  il  est  évident  qu'on  peut  les  diviser  en  quatre  sys- 
tèmes de  trois  droites,  chaque  système  passant  par  tous 
les  neuf  points;  ou  bien  que,  si  nous  formons  l'équation 
U-4-XH  =  o,  il  y  a  quatre  valeurs  de  'k  pour  lesquelles 
Téquation  se  réduit  à  un  système  de  trois  droites.  Pour  la 
démonstration  directe  de  cette  proposition,  voir  la  dernière 
Seclion  de  ce  Chapitre. 

175.  Considérons  maintenant  le  cas  (î*)  où  {ocf  ^y'^  -5')  est 
sur  la  Hessienne  et  où  par  conséquent  sa  conique  polaire  se 
décompose  en  deux  droites.  Nous  avons  démontré  d'une  ma- 
nière générale  (n®  70)  que  si  la  première  polaire  d'un  point 
quelconque  A  a  un  point  double  B,  la  conique  polaire  de  B  a 
nn  point  double  Â.  Mais,  dans  le  cas  des  cubiques,  la  pre- 
mière polaire  est  la  conique  polaire,  et  ce  théorème  devient  : 
Si  la  conique  polaire  de  A  se  décompose  en  deux  droites 
qui  se  coupent  en  B,  la  conique  polaire  de  B  se  décompose 
aussi  en  deux  droites  qui  se  coupent  en  A.  En  efl*et,  si  la 
conique  polaire  de(x',j^,  z')  se  décompose  en  deux  droites, 
les  coordonnées  de  leur  intersection  {x,  y,  z)  satisferont  aux 
trois  équations  obtenues  en  difl*érentiant  l'équation  de  la  co- 
nique polaire.  Mais  (n®  16S)  cette  dernière  équation  peut 
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s'écrire  sous  Tune  ou  Tautre  des  deux  formes  équivalentes 

U,^'H-U,/4-U,z'  =  o 
ou 

a!x^  H-  Vy'^  -\-  dz'^  h-  'xfyz  -h  2  g^zx  -f-  2  h!xy  =z  o, 

el  les  dérivées  peuvent,  par  conséquent,  être  écrites  sous  Tune 
ou  Fautre  des  formes  équivalentes 

ax'-^-hy-i-gz'—o,     hx'-i-by+/z'=:Oj    gz'-^/y'-^cz'—Oy 
a'X'\-h'y--{-g'z=zo,     h'x-^b'y-hJ'z—Oy     g' z-^f y-\-d  z—o. 

Nous  voyons  par  là  que  ces  équations  sont  symétriques  on 
{Xj  y,  z)  el(x'yy,  z')  et  que,  par  conséquent,  la  relation 
qui  existe  entre  ces  points  est  réciproque.  A  et  B  sont  évidem- 
ment tous  deux  des  points  de  la  Hessienne;  on  dit  que  ce  sont 
des  points  correspondants  sur  cette  courbe;  nous  allons 
montrer  actuellement  qu'ils  le  sont  aussi  dans  le  sens  indiqué 
au  n®  151,  c'est-à-dire  que  les  tangentes  menées  à  la  Hes- 
sienne aux  points  A  et  B  respectivement  se  coupent  suivant 
un  point  de  la  Hessienne  (*).  Dans  le  cas  d'une  cubique,  la 
courbe  appelée  la  Steinerienne  (n®  70)  est  identique  avec  la 
Hessienne. 

176.  L'équatîon  de  la  conique  palaire  d'un  point  quel- 
conque (Ç,  7;,  Z)  étant  ÇU<  4-7iU2  4- ÇUj  =  o,  le  système 
entier  des  coniques  polaires  forme  un  système  de  coniques 
semblable  à  celui  que  nous  avons  discuté  (Sections  coniques^ 
n?  388)  et  dont  l'équation  renferme  deux  indéterminées  au 
premier  degré.  L'équation  de  la  polaire  d'un  point  A  par 
rapport  à  une  conique  quelconque  du  système  est 

l{ax' -\-  hy-hgz')^-n{hx' -h  by-hfz')^K{ga:''h/y'hcz')  =  o', 


(')  On  montrera  plus  tard  qu*il  y  a  trois  cubiques  ayant  le  même  Hes- 
sien  :  la  correspondance  des  points  A,  B  de  la  Hessienne  est  de  l'un  ou  l'autre 
des  trois  genres  de  correspondance,  suivant  que  la  cubique  est  l'une  ou 
Taotre  des  trois  cubiques. 
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elle  est  vérifiée  par  les  coordonnées  du  point  B;  nous  voyons 
par  là  que  la  polaire  de  Tun  quelconque  des  points  A,  B 
passe  par  l'autre  point  et  que,  par  conséquent,  la  Hessienne  de 
ia  cubique  est  la  Jacobienne  {Sections  coniques,  n®388)  du 
système  des  coniques  polaires.  Puisque  A  et  B  sont  conjugués 
par  rapport  à  une  conique  quelconque  du  système,  la  droite 
qui  les  joint  est  divisée  harmoniquement  par  chacune  de  ces 
coniques  et  les  points  où  les  coniques  coupent  cette  droite 
constituent  un  système  en  involution  dont  A  et  B  sont  les 
foyers.  Les  deux  points  où  Tune  quelconque  de  ces  coniques 
rencontre  la  droite  AB  ne  peuvent  coïncider  qu'en  l'un  ou 
l'autre  des  points  A  et  B;  et,  en  conséquence,  si  Tune  des  co- 
niques se  décompose  en  deux  droites  qui  se  coupent  sur  AB, 
le  point  d'intersection  doit  être  A  ou  B,  à  moins  que  AB  ne 
soit  elle-même  l'une  des  droites.  Mais  comme  la  Hessienne 
d  une  cubique  est  elle-même  une  cubique,  AB  la  rencontre 
en  trois  points,  c'est-à-dire  en  un  troisième  point  C,  en  outre 
de  A  et  B.  Tout  point  de  la  Hessienne  est,  comme  nous 
Tavons  vu,  l'intersection  de  deux  droites  suivant  lesquelles  se 
décompose  une  certaine  conique  polaire  du  système,  et  il  ré- 
sulte de  ce  qu'on  vient  de  démontrer  que  l'une  des  deux 
droites  qui  se  coupent  en  C  doit  être  AB.  Ainsi,  du  système 
de  points  dont  le  lieu  est  la  Hessienne,  nous  pouvons  donc 
déduire  un  système  de  droites,  en  prenant  les  couples  de 
droites  qui  sont  les  coniques  polaires  de  chaque  point  de  la 
Hessienne.  Chaque  droite  du  système  rencontre  la  Hessienne 
eo  trois  points;  deux  d'entre  eux  A,  B  sont  des  points  cor- 
respon(fants  de  la  Hessienne,  et  le  troisième  C,  que  nous  pou- 
vons appeler  le  point  complémentaire,  est  celui  où  la  droite 
en  question  rencontre  la  droite  conjuguée. 

177.  La  courbe  qui  est  l'enveloppe  du  système  de  droites 
dont  on  vient  de  parler  a  été  étudiée  par  M.  Cayley  :  c'est 
pour  cette  raison  que  M.  Cremona  l'a  appelée  la  Cayleyenne 
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de  la  cubique  (*).  Elle  est  de  la  troisième  classe,  comme  nous 
le  voyons,  en  cherchant  combien  il  peut  passer  de  ces  droites 
par  un  point  arbitraire  P.  Tout  point  M,  dont  la  conique 
polaire  passe  par  P,  doit  se  trouver  sur  la  droite  polaire  de 
P  (n**  61)  et,  pour  que  la  conique  polaire  se  décompose  en 
deux  dioites,  M  doit  être  situé  sur  }a  Hessienne.  Il  y  a  évi- 
demment alors  trois  points  M,  tels  que  leur  conique  polaire 
se  réduise  à  un  couple  de  droites  dont  Tune  passe  par  P.  Il 
n*existe  pas  de  tangente  double  ou  stationnaire,  et  la  courbe 
est  par  conséquent  du  sixième  ordre. 

Toute  droite  du  système  joint  des  points  correspondant  s 
sur  la  Hessienne  (n®  176);  donc  la  Gayleyenne  peut  à  vo- 
lonté être  considérée  comme  l'enveloppe  des  droites  en 
lesquelles  se  décomposent  les  coniques  polaires  des  points 
de  la  Hessienne  ou  comme  Tenveloppe  des  droites  qui 
joignent  les  points  correspondants  de  la  Hessienne.  Cepen- 
dant, dans  le  cas  de  courbes  de  degré  plus  élevé,  Tenveloppe 
des  droites  qui  joignent  les  points  correspondants  >A,  H 
(n°  70)  est  distincte  de  l'enveloppe  des  droites  suivant  les- 
quelles se  décomposent  les  coniques  polaires. 

La  Gayleyenne  peut  aussi  être  considérée  (n*  176)  comme 
l'enveloppe  des  droites  qui  sont  coupées  involutiveroent  par 
le  système  des  coniques  polaires.  Nous  avons  montré  (5e.'- 
tions  coniques^  n®  388  a)  comment  on  peut  écrire  immédio- 
tement  l'équation  de  l'enveloppe  envisagée  à  ce  point  de  vue, 
et  nous  avons  établi  que  l'équation  de  la  courbe  est  de  la 
troisième  classe. 

178.  Examinons  maintenant  quels  sont  les  quatre  pôles  par 
rapport  à  la  cubique  de  la  tangente  à  la  Hessienne  en  un 
point  quelconque  A.  Les  quatre  pôles  en  question  sont  les 


(*)  Elle  était  représentée,  par  M.  Cayley  lui-môme,  par  la  lettre  P  et  ap- 
pelée par  lui  la  pippienne» 
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intersections  de  ta  conique  polaire  de  A  avec  la  conique  po- 
laire du  point  consécutif  A'  de  la  Hessienne.  La  conique 
polaire  de  A  se  compose  du  couple  de  droites  BL,  BN  {voir 
la  figure  du  n^  180)  et  la  conique  polaire  de  A' est  le  couple  de 
droites  consécutives  à  celles-ci.  Mais  BL  coupe  la  droilc 
consécutive  à  BN  au  point  B;  BN  rencontre  la  droite  consé- 
cutive à  BL  au  même  point  et  BL  et  BN  coupent  les  droites 
qui  leur  sont  respectivement  consécutives  en  leurs  points  de 
contact  avec  leur  enveloppe.  Les  quatre  pôles  en  question 
sont  donc  le  point  B  compté  deux  fois  et  les  points  de  con- 
tact avec  la  Cayleyenne  des  droites  BL,  BN.  Ainsi,  en  parti- 
culier, la  droite  polaire  par  rapport  à  la  cubique  cTun 
point  quelconque  de  la  hessienne  est  la  tangente  à  la 
hessienne  au  point  correspondant.  De  ce  qu'on  vient  de 
dire,  on  peut  conclure  directement  que  la  Cayleyenne  est 
du  sixième  ordre,  ainsi  que  nous  Tavons  annoncé  précédem- 
ment. En  effet,  Téquation  du  lieu  des  pôles,  par  rapport  à  la 
cubique,  des  tangentes  à  la  Hessienne  s'obtient  en  formant  la 
coodilion  pour  que  j?U|  -f-^U2  -f-^sUs  soit  tangente  à  celle 
Hessienne.  Cette  condition  renferme  les  quantités  U|,U2,Uj 
au  sixième  degré,  et  le  lieu  est  par  conséquent  du  douzièD:e 
ordre.  Mais  nous  avons  démontré  que  la  Hessienne  doit 
figurer  comme  facteur  double  dans  cette  équation;  le  facteur 
restant,  qui  est  la  Cayleyenne,  est  donc  du  sixième  ordre. 

179.  Le  lieu  des  points  dont  les  droites  polaires,  par  rap- 
port à  une  courbe  U,  sont  tangentes  à  une  autre  courbe  V, 
rencontre  évidemment  U  en  ses  points  de  contact  avec  les 
tangentes  communes  à  U  et  V.  En  effet,  la  polaire  d'un  poii.l 
deUest  la  tangente  à  U  en  ce  point  et,  si  c'est  aussi  un  point 
du  lieu,  la  polaire  doit,  par  hypothèse,  être  tangente  à  V. 
Nous  venons  de  reconnaître  que,  si  U  est  une  cubique  et  V  sa 
Hessienne,  le  lieu  se  compose  de  la  Cayleyenne  et  de  la  Iles- 
sienne  comptées  deux  fois.  La  cubique  et  la  Hessienne,  élant 
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chacune  de  la  sixième  classe,  ont  trente-six  tangentes  com- 
munes. Et  nous  voyons  que  ces  tangentes  communes  se  com- 
posent des  tangentes  à  U  aux  dix-huit  points  où  elle  esl 
rencontrée  parla  Cayleyenne  et  des  tangentes  à  V  aux  points 
où  elle  est  rencontrée  par  la  Hessienne(c*est-à-dire  des  neuf 
tangentes  stationnaires);  ces  dernières  tangentes  doivent  être 
comptées  deux  fois,  et^  par  le  fait,  nous  avons  fait  remarquer 
(n®46)  que  toute  tangente  stationnaire  peut  être  considérée 
comme  une  tangente  double,  puisqu'elle  passe  par  trois 
points  consécutifs  et  joint  le  premier  au  second,  puis  le 
second  au  troisième  de  ces  points  (*). 

La  conique  polaire  d'un  point  d'inflexion  A  se  compose 
(n®  170)  de  la  tangente  d'inflexion  elle-même  et  de  la  polaire 
harmonique  de  A  ;  et  le  point  B,  qui  correspond  à  A,  est,  par 
conséquent,  le  point  où  la  tangente  d'inflexion  rencontre  la 
polaire  harmonique.  La  tangente  à  la  Hessienne  en  B  est  la 
polaire  de  A  par  rapport  à  la  cubique,  c'est-à-dire  la  tangente 
d'inflexion  elle-même.  Donc  les  neuf  points  où  les  tangentes 
stationnaires  sont  tangentes  à  la  Hessienne  sont  les  points  où 
chaque  tangente  stationnaire  rencontre  la  polaire  harmonique 
correspondante. 

On  peut  conclure  de  ce  qu'on  vient  de  démontrer  (nous  le 
démontrerons  aussi  d'une  autre  manière  un  peu  plus  tard) 
que  le  problème  qui  consiste  à  trouver  une  cubique  dont  une 
cubique  donnée  soit  la  Hessienne  admet  trois  solutions.  En 
cfl*et,  les  points  d'inflexion  étant  communs  aux  deux  courbes 
(n^  173),  nous  avons  neuf  points  (équivalents  à  huit  condi- 
tions) par  lesquels  la  cubique  cherchée  doit  passer;  si  nous 


(')  Nous  avons  donné  (n*>  47)  les  raisons  qui  conduisent  à  traiter  Je  re- 
broussement  et  le  nœud,  la  tangente  double  et  stationnaire  comme  des  sin- 
gularités distinctes;  mais,  lorsque  l'oh  compte  les  points  d'intersection  de 
deux  courbes,  un  rebroussement  ou  un  nœud  sur  une  d'elles  compte 
pour  deux  points  et  une  tangente  double  ou  stationnaire  à  l'une  d'elles 
compte  pour  deux  parmi  leurs  tangentes  communes. 
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connaissions  la  tangenle  en  Tun  de  ces  points  A,  la  cubique 
serait  complètement  déterminée.  Or  la  proposition  que  nous 
venons  d'établir  montre  que  cette  tangente  peut  être  Tune 
quelconque  des  trois  tangentes  (n^  171)  qu'on  peut  mener 
de  A  à  la  courbe. 


180.  Les  tangentes  à  la  Hessienne  aux  points  corres- 
pondants A.^^  se  coupent  sur  cette  même  courbe.  —  Suppo- 
sons que  la  conique  polaire  de  A  soitBL,  BN  et  que  celle 

FIg.  28. 


de  B  soit  AR,  AN;  L,  M,  N,  R  sont  alors  les  quatre  pôles  de 
Ja  droite  AB  et  la  conique  polaire  de  tout  point  de  AB  pas- 
sera par  ces  quatre  points.  Si  donc  cette  conique  polaire  se 
décompose  en  deux  droites,  celles-ci  ne  peuvent  être  que 
LR  ei  MN;  nous  voyons  que  D  est  un  point  situé  sur  la  Hes- 
sienne et  qu'il  correspond  au  point  C  où  AB  rencontre  de 
nouveau  cette  dernière  courbe.  Mais  la  tangente  en  B  à  la 
Hessienne  est  la  polaire  de  A  par  rapport  à  la  cubique, 
<*l  elle  doit  aussi  (u*60)  être  sa  polaire  par  rapport  à  la 
conique  polaire  de  A(BL,BN);  donc,  d'après  les  propriétés 
Uarmoniques  du  quadrilatère,  cette  tangente  est  la  droite  BD: 
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on  démontre  de  la  même  manière  que  la  tangente  en  A  est  la 
droite  AD. 

Quand  on  connaît  la  Hessienne  et  un  point  A  situé  sur 
cette  courbe,  le  problème,  qui  consiste  à  trouver  le  point 
correspondant  B,  admet  trois  solutions  (roir  n*'  151).  En  effet, 
si  nous  menons  la  tangente  en  A,  qui  rencontre  de  nouveau 
la  courbe  en  D,  B  peut  être  le  point  de  contact  de  Tune  quel- 
conque des  trois  tangentes  qu*on  peut  mener  de  D  à  lu 
courbe,  en  outre  de  AD.  Ces  trois  solutions  correspondent 
aux  trois  cubiques  différentes,  dont  la  courbe  donnée  peut 
être  la  Hessienne. 

181.  Les  points  de  contact  avec  la  Cayleyenne  des 
quatre  droites  BL,  BN,  AR,  AN  sont  situés  sur  une  même 
droite.  Les  pôles  de  AD,  par  rapport  à  la  cubique,  sont  les 
intersections  des  coniques  polaires  de  A  et  D;  la  première  est 
le  couple  de  droites  BL,  BN;  l'autre  conique  polaire  se  com- 
pose de  la  droite  AB  et  d'une  droite  conjuguée  qui  passe 
par  C.  Les  quatre  pôles  sont  donc  le  point  B  compté  deux 
fois  et  les  deux  points  où  Ca  rencontre  BL,  BN.  Mais,  comme 
AD  est  une  tangente  à  la  Hessienne,  il  résulte  du  n®  178  que 
les  deux  derniers  pôles  sont  les  points  de  contact  des  droites 
BL,  BN  avec  leurs  enveloppes.  On  reconnaît  de  la  mémo 
manière  que  les  points  de  contact  de  AR,  AN  avec  leur  enve- 
loppe sont  situés  sur  la  même  ligne  droite.  Cette  droite  est 
elle-même  une  tangente  à  la  Cayleyenne,  par  conséquent 
les  six  points  où  elle  rencontre  la  Cayleyenne  sont  tous 
comptés.  En  d'autres  termes,  une  tangente  quelconque  à  la 
Cayleyenne  est  l'une  des  deux  droites  en  lesquelles  se  dé- 
compose une  conique  polaire;  l'autre  droite  joint  deux 
points  correspondants  de  la  Hessienne  ;  les  quatre  droites 
qui  constituent  les  coniques  polaires  de  ces  deux  points 
passent  respectivement  par  les  quatre  points  où  la  tangente 
donnée  coupe  de  nouveau  la  Cayleyenne. 
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De  même,  pour  trouver  le  point  de  contact  d*une  tangente 
donnée  quelconque  avec  la  Cavlejenne,  la  règle  à  laquelle 
nous  sommes  arrivés  consiste  à  prendre  ce  que  nous  avons 
appelé  le  point  complémentaire  sur  la  tangente  donnée  et  à 
le  joindre  au  point  correspondant  sur  la  Hessienne;  la  droite 
conjuguée  de  cette  droite  rencontre  la  tangente  donnée  au 
point  cherché.  Mais  nous  pouvons  déduire  de  là  une  règle 
oncore  plus  simple  :  en  effet,  les  deux  droites  dont  on  vient 
(le  parler  constituent  une  conique  polaire  et  toute  conique 
polaire  divise  harmoniquement  la  droite  qui  joint  deux  points 
correspondants  \  la  règle  revient  donc  à  prendre  les  trois  points 
où  la  tangente  rencontre  la  Hessienne  et  qui  se  composent  de 
(leuK  points  correspondants  et  d'un  point  complémentaire,  et 
à  déterminer  le  conjugué  harmonique  du  point  complémen- 
taire par  rapport  aux  deux  points  correspondants. 

182.  Appliquons  les  règles  précédentes  au  cas  où  Â  est  un 
point  d'inflexion  et  où  le  point  correspondant  B  est  le  point 
suivant  lequel  la  tangente  d'inflexion  rencontre  la  polaire  har- 
monique. La  conique  polairede  Best  alors  un  couple  de  droites 
passant  par  Â  et  la  conique  polaire  de  Â  se  compose  de  la 
tangente  d'inflexion  et  de  la  polaire  harmonique.  Pour  trouver 
les  points  où  ces  quatre  droites  sont  tangentes  à  la  Cayleyenne, 
nous  prenons  le  point  où  la  droite  ÂB  rencontre  de  nouveau 
la  Hessienne:  c'est  le  point  B,  puisque  AB  est  tangente  à  la 
Hessienne;  et  la  droite  menée  par  B  et  conjuguée  à  AB,  sur 
laquelle  se  trouvent  les  quatre  points  de  contact,  est  la  po- 
l<iire  harmonique.  Ainsi  le  point  de  contact  de  la  tangente 
(l'inflexion  avec  la  Cayleyenne  est  donc  le  point  où  cette 
droite  rencontre  la  polaire  harmonique;  autrement  dit 
in*»  179)  la  Cayleyenne  et  la  Hessienne  sont  tangentes  entre 
elles  et  ont  pour  tangentes  communes  les  neuf  tangentes  d'in- 
flexion.  La  Cayleyenne,  en  sa  qualité  de  courbe  non  singu- 
lière de  la  troisième  classe,  a  neuf  rebroussements,  et  la  con- 
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struction  qu'on  vient  de  donner  fait  voir  que  les  polaires  har- 
moniques sont  les  neuf  tangentes  cuspidales. 

183.  Nous  avons  montré  que  la  tangente  à  la  Hessiennc 
en  un  point  quelconque  A  rencontre  de  nouveau  cette  courbe 
au  point  D^  où  elle  coupe  la  polaire  de  Â  par  rapport  à  la 
cubique.  11  s'ensuit  que  la  tangente  à  une  cubique,  en  un 
point  quelconque  Â,  coupe  de  nouveau  la  cubique  au  point 
où  elle  rencontre  la  polaire  de  A,  par  rapport  à  une  cubique 
ayant  pour  Hessienne  la  cubique  donnée.  Mais  une  cubique 
de  cette  sorte  passe  par  les  points  d'inflexion  de  la  cubique 
donnée  et  son  équation  sera  de  la  forme  a  U+6 H  =0;  Téqua- 
tion  de  la  polaire  d'un  point  quelconque,  par  rapport  à  cette 
courbe,  sera  alors 

/    dV'        dV'        dV'\       ^(    d\V         dVi!        d^\ 

Il  en  résulte  donc  que  le  point  où  une  tangente  quelconque 
coupe  de  nouveau  la  cubique  s'obtiendra  en  combinant  les 
équations 


d\}< 

rfU' 

dU' 

dW 

dlV 

d\V 

•^dx- 

^^dy'^ 

'rfs' 

=  0, 

""da^ 

^ydy 

■+■ 

"  dz'- 

0. 

En  d'autres  termes,  le  tangeniiel  d'un  point  {xf^y^  J) 
d'une  cubique  est  l'intersection  de  la  tangente  à  la  cubiquo 
en  ce  point  et  de  la  polaire  de  ce  même  point  par  rapport  à  la 
Hessienne  ;  nous  pouvons  immédiatement  déduire  de  là  les 
expressions  des  coordonnées  {x^y^z)  du  tangentiel  en 
fonction  de  j/,  y,  zl  ;  elles  sont  proportionnelles  à 

U,H,-U,I1„  U,IJ,-U,H„  U,H,-U,I1.; 

ce  sont  des  fonctions  du  quatrième  degré  tn  a:/,  y^  sf, 

184.  Les  droites  polaires  des  points  d'une  droite  don- 
net  ^x-^^y-^-^z^szo  envtXo^^eiïX.  une  conique  que  nous 
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appellerons  la  conique  polaire  de  la  droile  donnée.  L'équa- 
lion  de  la  polaire  d*un  point  quelconque  [a^,y,  z^)  peut 
s'écrire 

ax'^~\-  by^-[-  cz'^  -h  a/y  a'-h  2^5'j7'-+-  a/ij?'/ =  o, 

et  le  problème  qui  consiste  à  trouver  Tenveloppe  de  celte 
droite  vérifiant  la  condition  a  a/ -h-  P^-H  Y^=  o  eslle  même 
(n^  96)  que  celui  où  il  s^agit  de  former  la  condition  pour 
qu^une  droite  soit  tangente  à  une  conique.  L'équation  de 
l'enveloppe  cherchée  est  donc 

Aa«-hB?*-t-CY*-l-2Fp7-h5lG-ra-t-2na3=:o. 

A,  B,  G, . . .  ont  ici  la  même  signification  que  dans  les  Sections 
coniques,  c'est-à-dire  qu'ils  sont  respectivement  égaux  à 
6c—/*,  ca  —  g^f''  :  ce  sont  donc  des  fonctions  du  second 
degré  des  coordonnées  ^,  /,  z.  Il  est  clair  que  la  conique 
polaire  d'une  droite  pourrait  aussi  être  définie  comme  le  lieu 
des  points  dont  les  coniques  polaires  sont  tangentes  à  une 
droite  donnée. 

Si,  pour  trouver  cette  enveloppe,  nous  avions  appliqué  la 
méthode  du  n®  88,  nous  aurions  vu  que  la  solution  dépend  des 
équations 

ax'-^hy-hgz'^l^,    hx'->rby'\rfz'^\^,    gx''\'fy-\'Cz'z=i\^. 

Mais  ces  équations  sont  celles  qui  déterminent  le  pôle  de 
la  droite  donnée  par  rapport  à  j/U| -f-j^'Ua-f-VUj.  La  co- 
nique polaire  d'une  droite  est  donc  aussi  le  lieu  des  pôles  de 
cette  droite  par  rapport  aux  coniques  polaires  de  tous  les 
points  de  la  droite.  On  aurait  pu  trouver  ce  résultat  à  l'aide 
de  considérations  géométriques. 

185.  Puisque  la  droite  polaire  d'un  point  quelconque 
d'une  droite  est  la  même  que  ia  polaire  de  ce  même  point 
par  rapport  aux  trois  tangentes  aux  points  où  la  droite  coupp 
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lu  courbe,  la  conique  polaire  d'une  droite  par  rapport  à  la 
(  ourbe  est  la  même  que  la  polaire  de  cette  droite  prise  par 
r  ipport  à  ces  trois  tangentes.  Soit  xyz  =  o  leur  équation. 
Trouver  la  conique  polaire  d'une  droite,  c'est  (n**  165)  former 
l'équation  de Tenveloppe  de  la  droite  j:^'z' +^^'x'-|- «  :r'j^=o 
avec  la  condition  ax'+ PjK'-f-Y5'  =  o;  cette  équation  est 
(voir  Sections  coniques^  n^  127) 


v/(oc^)  +  vW)+V^'(Y^)  =  o. 

Il  en  résulte  que,  si  la  droite  donnée  coupe  la  cubique  aux 
points  P,  Q,  R,  et  si  les  tangentes  en  ces  points  forment  le 

Fig.  29. 


triangle  ABC,  la  conique  polaire  de  la  droite  est  tangente 
aux  côtés  de  ce  triangle  aux  points  D,  E,  F,  qui  sont  respec- 
tivement les  conjugués  harmoniques  des  points  P,  Q,  R,  par 
rapport  aux  couples  de  points  BC,  CA,  AB. 

11  est  évident  a  priori  que  la  conique  polaire  est  taagente 
aux  tangentes  à  la  cubique  en  P,  Q,  R;  ces  droites  ne  sont 
en  eflet  que  des  positions  particulières  de  la  droite  dont  nous 
clierchions  Tenveloppe. 


186.  Il  résulte  de  la  définition  môme  que  les  tangentes 
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qu'on  peut  mener  d'un  point  quelconque  à  la  conique  polaire 
d'une  ligne  droite  sont  les  polaires  des  deux  points  où  la 
conique  polaire  du  point  coupe  la  droite  :  donc  la  conique 
polaire  d'un  point  rencontre  une  droite  en  des  points  réelf, 
ou  imaginaires^  suivant  que  le  point  est  en  dehors  ou  en 
dedans  de  la  conique  polaire  de  la  droite;  on  dit  qu'un  point 
est  en  dehors  d'une  conique  quand  de  ce  point  on  peut  mener 
à  celte  conique  des  tangentes  réelles.  Nous  avons  déjà  fait 
remarquer  que,  si  un  point  est  sur  la  conique  polaire  d'une 
droite,  sa  conique  polaire  est  tangente  à  la  droite. 

En  particulier,  on  sait  que  la  conique  polaire  d'un  point 
double  se  compose  du  couple  de  tangentes  à  ce  point  double  ; 
la  conique  polaire  de  toute  droite  par  rapport  à  une  cubique  à 
point  double  réel  sera  donc  tellement  placée  que  le  nœud  se 
trouvera  en  dehors  d'elle;  si  la  cubique  est  acnodale^  le 
point  conjugué  sera  en  dedans  de  la  conique  en  question.  Si 
enfin  la  cubique  est  cuspidale,  la  conique  polaire  d'une  droite 
quelconque  passera  par  le  point  de  rebroussement. 

187.  Il  découle  des  définitions  qui  précèdent  et  du 
n^  133  que  si  la  droite  donnée  est  à  l'infini,  sa  conique 
polaire  peut  être  définie,  soit  comme  l'enveloppe  des  diamè- 
tres de  la  cubique,  soit  comme  le  lieu  des  centres  des  coni- 
ques diamétrales  de  la  cubique,  soit  enfin  comme  le  lieu  des 
points  dont  la  conique  polaire  est  une  parabole.  On  obtient 
son  équation  en  faisant  a  =  o  et  ^  =  o  dans  les  formules  du 
n**  184; celte  équation  est  C=  oou  bien  ab  —  h^  =o,c'esl- 
à-dire 

dx^    dy^  \dxdy) 

l^e  n^  185  nous  fait  voir  que  cette  équation  est  l'équation 
de  Tellipse  tangente  aux  trois  côtés  du  triangle  formé  par 
les  asymptotes  et  en  leurs  points  milieux. 

S.  —  Courbes  planes,  i5 
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188.  Si  la  droite  donnée  est  tangente  à  la  cubique,  la 
polaire  du  point  de  contact  est  alors  la  droite  elle-même; 
cette  droite  coïncide  avec  Tune  des  positions  de  la  droite 
enveloppée  du  n^  184  et  par  suite  est  tangente  à  la  conique 
polaire.  Et  il  n'y  a  pas  d'autre  cas  où  une  droite  puisse  être 
tangente  à  sa  conique  polaire  par  rapporta  une  cubique  non 
singulière.  Ce  principe  a  été  utilisé  en  conséquence  pour 
forinerréquation  tangentielle  d'une  cubique.  Puisque  A,  B, . . . 
sont  des  fonctions  du  second  degré  des  coordonnées,  Téqua- 
tîon  de  la  conique  polaire  Aa^  -h  . . .  =  o  peut  s'écrire  sous 
la  forme 

A' a:' -h  B>' 4- G' -5» -4- 3  F'75  H- a  G' 5.r -h  2  ir ^7  =  o. 

A'y  B'  étant  des  fonctions  du  second  degré  en  a,  ^,  y;  la 
condition  pour  qu'elle  soit  tangente  à  la  droite  donnée  est 
(B'C  —  F'^)a»  4-  . . .  =  o.  Cette  relation  est  du  sixième  degré 
enot,  p,  y;  c'est  la  condition  cherchée  pour  que  la  droite  donnée 
soit  tangente  à  la  cubique. 

Si  la  droite  est  tangente  à  la  Cajleyenne,  on  sait  que,  jointe 
à  une  autre  droite,  elle  constitue  la  conique  polaire  d'un  cer- 
tain point;  la  conique  polaire  de  tout  point  de  la  droite  passe 
par  ce  point  et,  en  conséquence,  l'enveloppe  du  n^  184  se 
réduit  à  un  point. 

189.  Nous  considérons  maintenant  deux  cubiques  U,  Y 
et  nous  allons  étudier  le  problème  suivant  :  Trouver  un  point 
qui  ait  la  même  polaire  par  rapport  à  chaque  courbe,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  dont  la  polaire  par  rapport  à  une 
cubique  quelconque  U  +  X  V  =  o  soit  la  même  quel  que  soit 
)..  Pour  que 

a:U,-+-7U,-HcU3=o 
et 

a:V,-h7Y,-f-aV,=o 
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puissent  représenter  la  même  droite,  nous  devons  avoir 
U,  _  U,  _  U, 

V,  "v.-v.' 

OU  bien 
UiV.-UtV.rno,  U,V,-U,V,^o,  U,V,-U,V,^o. 

La  première  forme  sous  laquelle  les  équations  ont  été  écrites 
montre  clairement  que  les  trois  équations  équivalent  à  deux 
seulement,  et  que  les  courbes  du  quatrième  degré,  représen- 
tées par  les  équations  mises  sous  la  seconde  forme,  ont  des 
points  communs.  Mais  tous  leurs  points  d^ntersection  ne 
leur  sont  pas  communs;  car  les  valeurs  qui  rendent  égaux 
à  zéro  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  Tune  quelconque 
(le  ces  trois  fractions  satisfont  à  deux  des  équations  résul- 
tantes, mais  ne  vérifient  pas  la  troisième.  Si,  des  seize  points 
rommuns  aux  quartiques  représentées  par  les  deux  premières 
équations,  nous  retranchons  les  quatre  points  communs  à 
1.2,  ¥2,  il  reste  douze  points  communs  aux  trois  quartiques  et 
ce  sont  les  points  cherchés  (*). 

190.  Comme  le  discriminant  d^une  cubique  est  du  dou- 
nème  degré  par  rapport  aux  coefficients  (n**  69),  il  y  a,  en 
général,  douze  valeurs  de  \  pour  lesquelles  le  discriminant  c'e 
U-i-XV  sera  nul.  En  effet  si,  dans  l'expression  générale  du 
discriminant,  nous  remplaçons  chaque  coefficient  a,  . .  •  par 
a-hXa',  • . . ,  nous  avons  évidemment  une  écpation  du  dou- 
zième degré  pour  déterminer  \  {Sections  coniques  y  n"  2îlD)  ; 


(')  De  même,  en  général,  si  U„  U,,  U,  sont  des  fonctions  du  degré  m  par 
rapport  aax  coordonnées  et  V,,  V„  V,  des  fonctions  du  degré  n,  le  système 
(l'équa  lions 

U,  _  U ,  _  U, 

V,  ~  V,  -  V, 

représente  trois  courbes  de  Tordra  m  +  /i  qui  ont  m*  +  mn  4-  /i*  points 
communs  {"^oir  Algèbre  supérieure,  n*  257). 
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les  coordonnées  du  point  double  sur  une  quelconque  de  ces 
cubiques  vérifient  les  trois  équations  (n^  69) 

U,-hXV,  =  o,     U,-f-XV,  =  o,     U,4-XV,  =  o, 

et  le  système  des  équations  obtenues  en  éliminant  X  entre, 
chaque  couple  de  ces  équations  est  le  même  que  celui  qu'on 
a  considéré  dans  le  numéro  précédent  ;  donc,  par  les  inter- 
sections de  deux  cubiques  U,  V,  on  peut  mener  douze 
cubiques  nodules,  et  la  polaire  d'un  quelconque  des  douze 
points  doubles  sera  la  même  par  rapport  à  toutes  les  cu- 
biques du  système  U  ■+■  XV  =  o.  Ces  points  ont  été  appelés 
les  centres  critiques  du  système  de  cubiques. 

191.  Si  Ton  nous  donne  trois  cubiques  U,  V,  W,  les  coor- 
données du  point  double  d^une  cubique  quelconque  du 
système  XU  -f-  tx V  ■+■  v W  =  o  satisfont  aux  équations 

XUi-h  ixV,  -h  v\V,~o, 
XU,-h|xV,-hvW,^o, 

XUj-hjAVj-i-  vWa  ~o, 

et,  en  éliminant  X,  [jl,  v,  nous  voyons  que  le  lieu  du  point 
double  est  la  Jacohienne 

Si  les  trois  cubiques  ont  un  point  commun,  il  sera  un  point 
double  de  la  Jacobienne  ;  en  effet,  ^i  les  termes  de  degré  le 
moins  élevé  en  x  et  r  dans  U,  V,  W  sont  respectivement 
ax  4-  bj'^  a'x  -\-  b'y,  a^ x  -f-  b^Yy  1®*  termes  delà  Jacobienne 
qui  sont  de  degré  inférieur  au  second  en  ^  et^  sont,  comme 
on  le  voit  facilement, 

a      b     a  X  -^b  y 

a'     b'     a^x^yy 
a'     b"     a''x^b''y 

et  cette  expression  s*annule  identiquement.  Le  lieu  des  points 
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doubles  de  toutes  les  cubiques  nodales  qui  passent  par  sept 
points  fixes  est  donc  une  courbe  du  sixième  degré,  avant  ces 
sept  points  pour  points  doubles,  puisque  l*on  peut  considérer 
l\  V,  W  comme  trois  cubiques  quelconques  passant  par  les 
sept  points  donnés.  De  la  même  manière,  les  points  doubles 
des  cubiques  nodales  que  Ton  peut  mener  par  huit  points  se 
Irouveront  déterminés  comme  intersections  des  deux  lieux 
du  sixième  degré,  obtenus  en  laissant  d*abord  de  côté  un  des 
Imit  points  donnés,  puis  un  autre  de  ces  mêmes  points;  et, 
comme  ces  deux  courbes  ont  six  points  doubles  communs,  le 
Dombre  des  autres  points  d*intersection  est  36  —  34  ^^  ^  ^  • 
ceci  s'accorde  avec  le  résultat  trouvé  dans  le  numéro  précé- 
dent. 

192.  On  peut,  dans  certains  cas,  apercevoir  du  premier 
coupla  position  de  quelques-uns  des  centres  critiques.  Consi- 
diTons,  par  exemple,  le  système  \xyZ'^uvw  =  Oj  dans  lequel 
w,  (^,  w  représentent  des  droites  :  il  est  évident  que  xj^z  est 
une  cubique  du  système  et  qu'elle  a  xy,yZf  zx  pour  points 
doubles;  on  voit  de  même  que  uVy  vWy  wu  sont  des  points 
doubles:  il  n'y  a  donc  plus  que  six  autres  centres  critiques.  Nous 
étudierons  plus  particulièrement  le  système  \xyz  -|-  u^r  =  o, 
cl  nous  allons  montrer  que  ce  système  n'a  que  trois  centres 
critiques  en  dehors  des  points  xy^yz^  zx^  uv,  La  classifica- 
tion que  Pliicker  a  donnée  pour  les  cubiques  lui  a  été  suggérée 
par  l'étude  de  cette  équation  dans  le  cas  où  u  est  la  droite  à 
rinfini  et  où,  par  conséquent,  ç  est  sa  satellite  et  x,  r,  z  les 
irois  asymptotes.  Nous  pouvons  donc,  pour  une  position 
quelconque  des  droites  x,y^  z,  étudier  les  formes  que  prend 
la  courbe  quand  nous  donnons  différentes  valeurs  au  para- 
mètre \\  et  l'on  comprendra  facilement  que  chaque  courbe 
Dodale  dans  la  série  correspond  à  un  changement  d'une 
forme  de  courbe  à  une  autre  forme.  Ainsi  nous  avons  vu 
(n*  39)  qu'une  cubique  acnodale  est  la  forme  limite  d'une 
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cubique  dans  laquelle  un  ovale  constitue  une  portion  de  la 
courbe;  et  de  même  si,  pour  une  valeur  de  la  constante,  une 
cubique  a  deux  branches  réelles  qui  se  coupent,  en  donnant 
naissance  à  un  nœud,  l'exemple  des  coniques  fait  facilement 
comprendre  que,  pour  un  très  petit  accroissement  dans  la 
valeur  de  la  constante,  la  cubique  aura  des  parties  séparées 
Tune  de  Tautre  et  situées  dans  deux  des  angles  opposés  par  le 
sommet  que  forment  les  branches  qui  se  coupent,  tandis  que, 
pour  une  petite  diminution  de  la  constante,  elle  aura  de> 
parties  dans  l'autre  couple  d'angles  opposés  par  le  sommet. 
Cet  exemple  montre  l'importance  des  centres  critiques  quand 
on  étudie  ainsi  la  forme  de  la  cubique. 

193.  Comme  la  polaire  d'un  point  quelconque  par  rapport 
d  u^ç  passe  par  le  point  (z/,  p),  tout  point  qui  a  la  même 
polaire  par  rapport  à  xj^z  doit  être  situé  sur  la  conique 
polaire  de  uv  par  rapport  à  xyZy  et  il  est,  par  conséquent, 
évident  a  priori  que  cette  courbe  est  un  lieu  sur  lequel  se 
trouvent  les  centres  critiques.  Pour  les  déterminer  complète- 
ment, supposons  que  nous  ayons 

nous  obtiendrons  notre  résultat  sous  une  forme  plus  conve- 
nable si,  avant  de  différentier  Xxyz-^^  a*p,  nous  divisons  le 
tout  par  u^.  Nous  avons,  en  prenant  successivement  les  déri- 
vées par  rapport  à  x,  j%  5, 

Xyz{x—  y  —  z) 

-  =  a, 


(-r-^y-hz)* 

Xzxj  y  —  z  —  x) 


^b. 


A.ry(  z  — ./• —  y    

{jc  +  y  +  zy'    -"' 
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(ïoà  nous  déduisons 

a.r        by      ' cz 

a^—r  —  z^y  —  z  —  jc'^z  —  ûP-'y 

La  forme  des  équations  montre  que  le  problème  est  ramené 
à  trouver  les  centres  critiques  de  deux  coniques  et  que  les 
trois  points  cherchés  sont  les  sommets  du  triangle  autopo- 
laire commun  aux  coniques, 

ax^  -+-  by^  -t-  es*  =  o,     a:*-\-j^-hz*  —  2yz  —  a  sa?  —  a  xy  =r  o. 

Oo  remarquera  que  la  dernière  de  ces  courbes  est  la  conique 
polaire  de  u  par  rapport  à  xyz;  autrement  dit,  quand  u  est  à 
rinfini,  cette  courbe  est  la  conique  qui  est  tangente,  en  leurs 
points  milieux,  aux  côtés  du  triangle  formé  par  les  asym- 
ptotes. Deux  centres  critiques  coïncideront  avec  le  point  de 
contact  quand  ax^  •+-  by^  -|-  cs'^  =  o  sera  tangente  à  cette 
conique;  si  donc  on  regarde  sf  comme  variable,  le  lieu  des 
centres  critiques  doubles  est  la  polaire  conique  de  u  par  rap- 
port à  xjz.  On  voit  facilement,  par  les  règles  ordinaires,  que 
la  condition  de  contact  de  ces  deux  coniques  est 

_t        _i       -.1 
(6cH-ca -H  aô)' =  27a*6*c*     ou  bien     a  *-f6  *-Hc   '  =  o; 

c'est  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  de  la  satellite 
de  u  quand  deux  centres  critiques  coïncident.  Elle  corres^ 
pond  {Exemple,   n**  ^0)   à  l'équation  en   coordonnées   de 

points  j:*h-j^-|-^»  =  o  ('). 

194.  Un  point  quelconque  de  \xjz  -+-  ii^p  =  o  peut  être 
doterminécoramerintersection|des  =  9i'avec6Xx;^-|-  i/^  =  o, 


(')  Poorla  discussion  plus  approfondie  de  cette  théorie,  voir  les  Mémoires 
de  M.  Cayley  «  Sur  un  cas  cTinvolution  des  cubiques  et  Sur  la  dassifi- 
cation  des  cubiques  {Transactions  of  Cambridge  Philosophical  Society , 
I.XI,  i86«. 
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quand  u  est  à  rinfini  :  celte  dernière  équation  représente  un 
système  d'hyperboles  ayant  x,^' pour  asymptotes;  et,  d'après 
la  propriété  connue  de  l'hyperbole,  les  cordes  interceptées 
par  ces  courbes  sur  une  droite  quelconque  z  =  ^v  onl 
un  point  milieu  commun  ;  c'est  le  point  de  contact  de  celle 
droite  avec  Tune  des  hyperboles  du  système.  Il  est  clair  que 
si  ^  =  6(^  est  tangente  à  la  cubique,  ou  passe  par  un  point 
double  situé  sur  cette  courbe,  elle  doit  être  tangente  à 
rhyperbole;  le  centre  critique  dans  ce  dernier  cas  sera  le 
point  de  contact.  Si  donc  nous  joignons  par  des  droites 
un  quelconque  des  centres  critiques  aux  points  à  distance 
finie  où  les  asymptotes  rencontrent  la  courbe,  les  centres 
critiques  seront  les  points  milieux  des  cordes  interceptées  par 
la  cubique  sur  ces  droites. 


Section  III.  —  Classification  des  cubiques. 

195.  Nous  allons,  en  premier  lieu,  montrer  que  l'équation 
de  toute  cubique  peut  être  ramenée  à  la  forme 

£y*=z  a:r'-h  3bx*z  H-  ^ca:z*  -h  dz^. 

Toute  cubique  réelle  a  au  moins  un  point  d'inflexion  réel; 
en  eflfet,  les  quantités  imaginaires  se  présentent  toujours 
deux  par  deux  et  le  nombre  total  des  points  d'inflexion  est 
impair,  c'est-à-dire  égal  à  neuf,  trois  ou  un  (n®  147).  Si  nous 
prenons  pour  axe  des  z  la  tangente  au  point  d'inflexion  et 
pour  axe  des  x  une  autre  droite  quelconque  passant  par  ce 
point,  l'équation  de  la  courbe  (n**  51,  VII)  sera  de  la  forme 
z:p  =  ax^^  qp  étant  une  fonction  du  second  degré,  par  exemple 

/*-4-  'ilyz  -h  imxy  ^px^+  2qxz  4-  rz*; 

mais,  si  nous  efiectuons  une  transformation  de  coordonnées, 
de  manière  à  prendre  la  droite^  -^  Iz-^  mx  pour  le  nouvel 
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axe  des^,  les  termes  de  ç  qui  contiennent^  au  premier  degré 
seulement  disparaîtront,  et  Téquation  aura  la  forme  indiquée 
au  commencement  de  ce  numéro.  La  signification  géométrique 
de  la  transformation  que  nous  avons  opérée  consiste  en  ce 
que  nous  prenons  pour  axe  des  Zf  ainsi  que  nous  Tavons  déjà 
dit,  la  tangente  en  un  point  réel  d'inflexion  zx  et  pour  axe 
des  V  la  polaire  harmonique  (n°  170)  de  ce  point  :  en  eflet, 
si  nous  cherchons  en  quoi  point  une  droite  issue  du  point 
d'inflexion  rencontre  la  courbe  représentée  par  l'équation  ci- 
dessus,  en  faisant  la  substitution  z  =  Xxf  nous  trouvons 
pour^  des  valeurs  de  la  forme  ±ilx;  elles  nous  montrent 
que  les  points  où  la  droite  coupe  la  courbe  sont  conjugués 
harmoniques  par  rapport  au  point  où  elle  rencontre  la  droite 
1  et  le  point  d'inflexion. 

196.  On  peut,  dans  la  classification  des  courbes,  regarder 
comme  fondamentaleslespropriétésdistinctives  qui  ne  sont  pas 
altérées  par  la  projection  ou,  en  d'autres  termes,  celles  qui 
séparent  non  seulement  les  courbes,  mais  aussi  les  cônes  du 
même  ordre.  Les  courbes  du  second  ordre  ne  donnent  pas 
lieu  à  des  divisions  de  ce  genre,  car  il  n'y  a  qu'une  seule 
espèce  de  cône  de  ce  degré.  Pour  savoir  si  les  cubiques  pré- 
sentent des  difl*érences  caractéristiques  de  cette  nature,  il  suffit 
de  prendre  la  forme  à  laquelle  toute  cubique  peut  se  ramener, 
ainsi  qu'on  l'a  démontré  dans  le  numéro  précédent,  et  de 
rechercher  si,  parmi  les  courbes  qu'elle  peut  représenter,  il 
existe  des  variétés  que  la  projection  n'altère  pas  et  quelles 
sont  ces  variétés.  Et,  comme  nous  ne  nous  occupons  mainte- 
nant que  des  variétés  non  altérées  par  la  projection,  nous 
pouvons  supposer  la  droite  z  à  l'infini  et  discuter  la  forme 

y*=zax^  H-3ÔJ?*  -^Zcx  -^dj 

qui    est  susceptible    de   représenter  une  projection  d'une 
cubique  quelconque  donnée.  Nous  ferons  remarquer  que,  si 
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un  point  d'inflexion  est  àTinfini,  un  système  de  droites  issues 
de  ce  point  devient  un  système  dWdonnées  parallèles,  et 
que  la  polaire  harmonique  devient  un  diamètre  qui  les  divise 
en  deux  parties  égales;  et  en  effet,  pour  toute  valeur  de  x^ 
Téquation  ci-dessus  donne  des  valeurs  de  y  égales  et  de 
signe  contraire. 

Nous  avons  déjà  discuté  en  partie  Téquation  précédente 
(n"  39)  et  ce  que  nous  en  avons  dit  montre  que  les  courbes 
qu'elle  représente  peuvent  être  rangées  dans  les  cinq  classes 
principales  qui  suivent  : 

Le  second  membre  de  Téquation  peut  être  décomposable 
en  trois  facteurs  inégaux  et  (I)  tous  trois  réels.  La  courbe  se 
compose  alors  (n°  39)  d'un  ovale  et  d'une  branche  infinie; 
ou  bien  (II),  les  facteurs  sont  l'un  réel  et  les  deux  autres 
imaginaires.  L'ovale  disparaît  alors  et  la  branche  infinie  reste 
seule. 

Le  second  membre  de  l'équation  peut  se  décomposer  en 
deux  facteurs  égaux  et  en  un  facteur  inégal,  et  être  de  la 
forme  (x — a)^  {x —  P).  Nous  avons  alors  les  cas  suivants  :  (III  ), 
si  a  est  moindre  que  ^,  la  courbe  est  acnodale  (n°  39)  et  l'ovale 
se  réduit  à  un  point  conjugué;  (IV),  si  a  est  plus  grand  que  ^, 
la  courbe  est  crunodale,  l'ovale  et  la  branche  infinie  s'avan- 
cent en  pointe  l'un  vers  l'autre,  de  manière  à  former  une 
courbe  continue  qui  s'entrecoupe  elle  même.  (V)  Les  fac- 
leurs  du  second  membre  peuvent  être  tous  égaux  et  la 
courbe  est  cuspidale  (n**  39). 

Newton  a  donné  le  nom  de  paraboles  divergentes  aux 
courbes  considérées  dans  ce  numéro;  et  son  théorème,  que 
nous  venons  précisément  d'établir,  consiste  en  ce  que  toute 
cubique  peut  être  projetée  suivant  l'une  des  cinq  paraboles 
divergentes. 

197.  Au  Heu  d'admettre,  comme  dans  le  numéro  précédent, 
que  la  tangente  stationnaire  se  projette  à  l'infini,  nous  pou* 
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vons  supposer  que  ce  soit  la  polaire  harmonique  qui  passe  à 
Piiifini.  Le  point  d'inflexion  devient  alors  un  centre,  et  toute 
corde  passant  par  ce  point  sera  divisée  en  deux  parties  égales. 
Échangeons  ^  et^  entre  eux  dans  Téquation  du  n^  195,  puis 
posons  z=  i;  Téquation  devient,  dans  ce  cas, 

j  m  ax*  -h  3  bx^f  -h  Scxj*  H-  dy^  ; 

c'est  Téquation  d'unecourbe  à  centre  (n"  131).  On  reconnaît, 
comme  dans  le  n^  196,  qu'il  y  a  cinq  genres  de  courbes  à 
centre,  suivant  la  nature  des  facteurs  du  second  membre  de 
Téquation,  etl'on  établit  ainsi  l'extension  donnée  par  M.  Chasles 
au  théorème  de  Newton,  et  qui  consiste  en  ce  que  toute 
cubique  peut  être  projetée  suivant  l'une  des  cinq  cubiques  à 
centre. 

198.  Il  y  a  cinq  espèces  essentiellement  distinctes  de  cônes 
cubiques  qui  correspondent  à  ces  cinq  espèces  de  courbes. 
Un  cône  d'un  ordre  quelconque  peut  comprendre  deux 
formes  de  nappes  distinctes,  à  savoir  :  i®  une  nappe  com- 
posée de  deux  parties  jumelles,  ou  qui  rencontre  une  sphère 
concentrique  suivant  un  couple  de  courbes  fermées,  telles  que 
chaque  point  de  l'une  des  courbes  soit  opposé  à  un  point  de 
l'autre  courbe  (un  cône  du  second  degré  nous  fournit  jun 
exemple  d'une  nappe  de  cette  espèce),  et  2**  une  nappe 
unique^  c'est-à-dire  qui  rencontre  une  sphère  concentrique 
suivant  une  courbe  fermée,  telle  que  chaque  point  de  la  courbe 
soit  opposé  à  un  autre  point  de  cette  même  courbe  (un  plan 
est  un  exemple  d'un  cône  de  ce  genre).  Le  cône  qui  corres- 
pond à  la  parabole  I  du  n**  196  est  une  surface  composée 
d'une  nappe  double  et  d'une  nappe  simple;  celui  qui  corres- 
pond à  la  forme  II  ne  comporte  au  contraire  qu'une  nappe 
unique.  Il  est  évident  que  les  singularités  du  nœud,  du  point 
conjugué  et  du  rebroussement  se  reproduisent  dans  les  cônes 
correspondants. 
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La  classification  des  cônes  cubiques,  que  nous  venons  de 
faire,  pourrait,  si  nous  le  voulions,  être  poussée  plus  loin. 
Non  seulement  il  n'y  a  qu'une  espèce  de  cône  du  second 
ordre;  mais,  avec  quelques  restrictions,  deux  courbes  quel- 
conques de  cet  ordre  peuvent  être  regardées  comme  sections 
d'un  seul  et  même  cône.  Il  n'en  est  pas  de  même  pour  les 
cubiques;  on  a  démontré  en  effet  (n**  167)  que  toute  cubique 
possède  une  certaine  caractéristique  numérique,  qui  exprime 
le  rapport  anharmonique  des  quatre  tangentes  qu'on  peut 
mener  d'un  point  de  la  courbe  et  qui  est  représentée  par 
le  rapport  des  invariants  S'  :  T^  de  l'équation  biquadratique 
qui  détermine  ces  tangentes.  Cette  caractéristique  n'est  pas 
altérée  par  la  projection;  deux  courbes  pour  lesquelles  elle 
est  différente  ne  peuvent  donc  pas  être  des  sections  du  même 
cône,  et  le  paramètre  en  question  doit  être  regardé  comme 
une  caractéristique  propre,  non  seulement  à  une  cubique, 
mais  aussi  à  tout  cône  dont  elle  peut  provenir  comme  section. 
Les  cinq  genres  de  cône  que  nous  avons  énumérés  pourraient 
donc  être  subdivisés  à  volonté,  suivant  les  valeurs  de  ce  para- 
mètre.  On  a  réellement  établi  des  subdivisions  de  ce  genre  ; 
nous  ne  croyons  pas  nécessaire  d'en  parler  ici.  Cependant, 
dans  la  dernière  Section  de  ce  Chapitre,  nous  discuterons  les 
cas  où  l'on  a  S  =  o,  T  =  o  ;  on  voit  toutefois  dès  à  présent 
que  ces  hypothèses  donnent  des  familles  non  seulement  de 
courbes,  mais  aussi  de  cônes. 

199.  Examinons  maintenant,  avec  plus  d'attention  quedans 
le  n**  39,  la  configuration  de  la  cubique  représentée  par 
Téqualion  considérée  dans  le  n**  196.  Il  sera  commode  de 
placer  l'origine  au  point  milieu  du  diamètre  de  l'ovale,  en 
sorte  que  l'équation  pourra  s'écrire 

n  étant  plus  grand  que  m.  En  diffjrentiant,  nous  trouvons 
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que  les  valeurs  de  x  qui  correspondent  aux  valeurs  maxima 
dey,  ou  aux  points  où  la  tangente  est  parallèle  à  Taxe  des  j;, 
sont  fournies  par  Téquation 

^x*  —  'inx — m*r=o     d'où     x=:^[nàz^n* -i-  3/n*)î 

si  nous  prenons  le  radical  avec  le  signe  négatif,  nous  obtenons 
la  valeur  de  x  qui  correspond  au  point  le  plus  élevé  de  Tovale, 
et,  comme  elle  est  négative,  nous  voyons  que  ce  point  est 
situé  dans  la  partie  de  Tovale  éloignée  de  la  branche  infinie 
elquerovale  n'est  pas,  comme  Tellipse,  symétrique  par  rapport 
à  deux  axes.  Il  est  bien  symétrique  par  rapport  à  Taxe  des  x, 
mais  pas  par  rapport  à  Taxe  des^;  il  s'élève  plus  rapidement 
d'un  côté  et  s'incline  en  descendant  plus  doucement  de  l'autre. 
Plus  n  est  grand  pour  une  valeur  donnée  de  m,  c'est-à-dire 
plus  est  grande  relativement  la  distance  entre  Tovale  et  la 
branche  infinie,  plus  l'ovale  se  rapproche  de  la  forme  ellip- 
tique; il  en  diffère  au  contraire  le  plus  quand  il  s'approclw; 
jusqu'à  toucher  la  branche  infinie,  c'est-à-dire  quand  la  courhe 
est  crunodale.  Dans  ce  cas,  le  point  le  plus  élevé  de  la  boucle 
correspond  au  point  de  trisection  de  son  axe.  Si  nous  donnons 
au  radical  la  valeur  positive,  la  valeur  correspondante  de  x 
est  intermédiaire  entre  m  et/i,  et  la  valeur  correspondante  de  k 
est  imaginaire.  La  forme  de  Téquation  montre  que  le  point 
de  contact  de  la  droite  à  l'infini  avec  la  courbe  est  situé  sur 
la  droite  x^=o;  c'est  le  contraire  de  ce  qui  a  lieu  pour  la 
parabole  comqoune,  ^^  =/>^,  qui  est  tangente  à  la  droite  de 
l'infini  sur  la  droite j^  =  o.  Les  branches  infinies  de  la  cubique 
tendent  donc  à  devenir  parallèles  à  l'axe  des^  et  non  à  l'axe 
desx;  et  il  doit  y  avoir,  à  distance  finie  de  chaque  côté  du 
diamètre,  un  point  d'inflexion  où  la  courbe,  de  concave  qu'elle 
était,  devient  convexe  vers  l'axe  des  x  ;  c'est  à  cause  de  cela 
qu'on  lui  a  donné  le  nom  de  parabole  divergente. 

La  forme  de  la  courbe  est  donc  celle  que  représentent 
l'ovale  et  la  branche  infinie  tracée  à  droite  dans  la  figure.  Si 
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cependant,  au  lieu  de  —  /n^,  nous  avions  +  m^  dans  Féqualion, 
il  n'y  aurait  pas  d'ovale  réel,  mais  seulement  une  branche 
infinie  afieclantla  forme  soit  de  la  courbe  située  àgauche,  soit 
de  la  courbe  située  à  droite  dans  la  figure.  Ceci  revient  à  dire 

Fig.  3o. 


qu'il  y  aura  ou  qu'il  n'y  aura  pas  de  points  pour  lesquels 
}'  est  un  maximum,  et  où  la  tangente  est  parallèle  à  Taxe  des 
X,  suivant  que  3/n^  est  plus  petit  ou  plus  grand  que  /i^. 
Le  cas  intermédiaire  pour  lequel  3m^  =  n^  est  celui  où  il  y  a 
de  chaque  côté  de  Taxe  des  x  un  point  d*inflexion,  dont  la 
tangente  est  parallèle  à  cet  axe. 

Les  figures  des  formes  crunodale,  acnodale  et  cuspidale 
ne  semblent  pas  exiger  une  discussion  plus  approfondie  que 
celle  du  n""  39. 

SOO.  Revenons  au  cas  où  la  courbe  a  un  ovale  :  il  est  évi- 
dent qu'en  général  une  droite  quelconque  doit  rencontrer 
une  figure  fermée  en  un  nombre  pair  de  points  réels  et  que, 
par  conséquent,  toute  droite  qui  coupe  une  fois  la  partie 
ovale  de  la  cubique  doit  encore  la  rencontrer  une  seconde 
fois,  mais  pas  davantage  ;  en  effet,  si  une  droite  perce  l'inté- 
rieur de  l'ovale  pour  entrer,  il  faut  qu'elle  le  perce  à  nouveau 
pour  sortir,  et  nous  savons  qu'elle  ne  peut  pas  le  rencontrer 
en  quatre  points  :  donc  toute  droite  doit  couper  une  fois  la 
branche  infinie  de  la  courbe.  Il  en  résulte  qu'aucune  tangente  à  la 
courbe  ne  peut  rencontrer  l'ovale  à  nouveau  et  que,  par  con- 
séquent, il  ne  peut  exister  aucun  point  d'inflexion  sur  l'ovale. 
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Il  est  facile  de  voir,  à  un  simple  examen  de  la  figure,  que 
d  un  point  extérieur  à  Tovale  on  peut  lui  mener  deux  tan* 
gentes. 

Ainsi  Tovale  est  donc  formé  par  une  série  continue  de 
points,  tels  que  d*aucuD  d*eux  on  ne  peut  mener  à  la  courbe 
aucune  autre  tangente  réelle  distincte  de  la  tangente  au  point 
considéré.  La  cubique,  qui  renferme  un  ovale,  est  donc  de  la 
classe  de  celles  (n®  167)  dont  les  quatre  tangentes  menées 
d'un  point  quelconque  sont  toutes  réelles  ou  toutes  imagi- 
naires. Pour  tout  point  de  Tovale,  elles  sont  toutes  imagi- 
naires, et  pour  tout  point  de  la  branche  infinie  elles  sont 
toutes  réelles;  on  peut  en  effet  en  mener  deux  à  Tovale  et 
deux  à  la  branche  infinie  elle-même;  car  la  tangente  en  un 
point  de  la  branche  infinie  doit  rencontrer  de  nouveau  cette 
branche,  puisque  le  troisième  point  où  elle  rencontre  la 
courbe  ne  peut  se  trouver  sur  T ovale. 

201.  Ce  que  nous  venons  de  dire  peut  être  mis  à  profit 
pour  faire  comprendre  la  propriété  essentielle  des  courbes 
unicursales  (n^  44).  Les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
d'une  courbe  de  ce  genre  peuvent  s'exprimer  rationnellement 
en  fonction  d'un  paramètre,  de  telle  manière  qu'en  donnant 
à  ce  paramètre  dei(  valeurs  qui  croissant  d'une  manière  con- 
tinue depuis  l'infini  négatif  jusqu'à  l'infini  positif,  nous  ob- 
tenions tous  les  points  de  la  courbe;  ces  points  formeront 
une  série  continue,  puisque  les  coordonnées  sont  toujours 
réelles.  Dans  l'exemple  actuel,  au  contraire,  il  est  géométri- 
quement évident  que,  si  nous  partons  d'un  point  quelconque 
de  l'ovale  et  si  nous  procédons  de  proche  en  proche,  nous 
reviendrons  au  point  d'où  nous  sommes  partis,  sans  passer 
par  aucun  point  de  la  branche  infinie,  et  il  est  algébriquement 
impossible  d'exprimer  le$  coordonnées  d'un  point  quelcon- 
que, en  fonction  d'un  paramètre,  sans  introduire  un  radical 
dans  les  expressions  de  ces  coordonnées.  Par  exemple,  nous 
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pourrions  prendre  5  =  i , x  =  6,j^=v/(a6=*  +  368=*  +  iJcb  H-  ri). 
Diaprés  cela,  nous  dirons  que  la  courbe  que  nous  avons  étu- 
diée est  une  courbe  bipartite,  parce  qu'elle  se  compose  de 
deux,  séries  continues  de  points  bien  distinctes. 

Une  courbe  de  la  seconde  espèce  comme  celle  qu'on  a  con- 
sidérée (n*^  196)  n'a  pas  d'ovale  et  est  unipartite  :  tous  les 
points  réels  de  la  courbe  forment  une  seule  série  continue; 
mais  il  ne  s'ensuit  pas  que  la  courbe  soit  unicursale.  En 
efTet,  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  ne  peuvent  pas 
s'exprimer  rationnellement  en  fonction  d'un  paramètre,  et 
une  courbe  unipartite  n'est  pas  nécessairement  unicursale, 
pas  plus  qu'une  équation  qui  n'a  qu'une  racine  réelle  n'est 
nécessairement  une  équation  simple.  Une  cubique  crunodalc 
ou  à  boucle  est  au  contraire  unicursale  et  unipartite  :  tous 
ses  points  se  succèdent  les  uns  aux  autres  dans  un  ordre  dé- 
terminé et  forment  une  suite  unique.  Cependant  cette  courbe 
peut  être  regardée  comme  composée  d'une  boucle  et  d'une 
branche  infinie,  formée  de  deux  parties  séparées  par  la  boucle. 
Le  raisonnement  dont  nous  avons  fait  usage  au  n'^  iOO  montre 
qu'il  ne  peut  y  avoir  aucun  point  d'inflexion  sur  la  boucle 
et  qu'aucune  tangente  ne  peut  la  couper.  Cette  boucle  se 
compose  donc  d'une  série  de  points  par  lesquels  on  ne  peut 
pas  mener  de  tangente  réelle  à  la  courbe  (autre  que  la  tan- 
gente au  point  considéré),  tandis  que  de  tout  autre  point  de 
la  courbe  on  peut  mener  deux  tangentes,  l'une  à  la  boucle, 
l'autre  à  la  branche  infinie.  De  même  aussi  une  cubique  acno- 
dale  et  une  cubique  cuspidale  sont  chacune  unicursale  et 
unipartite. 

202.  Après  avoir  ainsi  divisé  les  cubiques  en  cinq  genres, 
nous  allons  les  subdiviser  en  espèces,  suivant  la  nature  de 
leurs  branches  infinies.  Nous  aurons  évidemment  au  moins 
quatre  espèces  dans  chaque  genre,  suivant  que  la  droite  a 
l'infini  rencontrera   la  courbe  (a)  en   trois  points  réels   et 
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dJslincts,  (b)  en  un  point  réel  et  deux  points  imaginaires, 
(c)eQ  un  point  réel  et  deux  points  coÏDcidents,  [d)  en  trois 
points  coïncidents.  Dans  le  cas  des  cubiques  crunodales,  ac- 
oodales  ou  cuspidales,  nous  aurons  à  distinguer  dans  la  troi- 
sième espèce  (c)  si  la  droite  de  l'infini  est  à  proprement 
parler  une  tangente  ou  bien  si  elle  passe  par  un  point  double  ; 
et,  quand  il  s'agira  des  cubiques  crunodales  et  cuspidales,  nous 
devrons  aussi,  dans  le  cas  (d),  distinguer  si  la  droite  de  l'infini 
est  tangente  en  un  point  d'inflexion,  ou  au  point  double,  ou  au 
pointde  rebroussement.Enfindans  le  cas  d'une  cubique  bipar 
ùteoucrunodale,  il  est  important  de  distinguer  dans  les  cas  (a) 
et(^)si  les  trois  points  où  la  droite  de  l'infini  rencontre  la 
coarbe  appartiennent  tous  à  la  branche  infinie,  ou  bien  si 
d'eux  d'entre  eux  sont  sur  l'ovale  ou  sur  la  boucle,  et  le 
troisième  sur  la  branche  infinie.  Les  diflférences  qui  résultent 
de  là  pour  les  figures  de  la  courbe  sont  si  grandes  que  les 
deux  cas  peuvent  être  classés  comme  deux  espèces  distinctes. 
Voilà  les  seules  distinctions  que  nous  ferons  dans  ce  qui  suit 
et  qui  formeront  les  bases  de  la  classification  des  espèces. 
Les  seules  autres  différences   qui    sembleraient   avoir   des 
droits  à  être  mises  sur  le  même  rang   sont   celles   qui   ré- 
sultent de  ce  que  les  points  à  l'infini  de  la  courbe  peuvent 
être  des  points  ordinaires,  ou  que  un  ou  trois  d'entre  eux 
peuvent  être  des  points  d'inflexion.  Mais,  comme  les  change- 
ments que  cela  apporte  dans  la  configuration  des  courbes 
sont   peu    importants,    et  qu'il    est    désirable   de    n'avoir 
pas  plus  d'espèces  qu'on  ne  peut  facilement  se  rappeler,  j*ai 
préféré  classer  les  courbes  en  tenant  compte  des  différences 
mentionnées  en  dernier  lieu,  pour  en  faire,   non  pas  des 
espèces  différentes,  mais  des  variétés  différentes  d'une  même 
espèce.    Il  y  a  évidemment  beaucoup   d'arbitraire   dans   la 
manière   de  compter  les   variétés  des  cubiques,   et  le  tout 
dépend-  du  point  de  vue  auquel  on  se  place  pour  discuter  ces 
courbes. 

S.  —  Courbes  planes,  16 
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quand  u  est  à  l*in(ini  :  cette  dernière  équation  représente  un 
système  d'hyperboles  ayant  x,  y  pour  asymptotes  ;  et,  d'après 
la  propriété  connue  de  l'hyperbole,  les  cordes  interceptées 
par  ces  courbes  sur  une  droite  quelconque  js  =  Bp  ont 
un  point  milieu  commun  ;  c'est  le  point  de  contact  de  cette 
droite  avec  Tune  des  hyperboles  du  système.  Il  est  clair  que 
si  z:=hv  est  tangente  à  la  cubique,  ou  passe  par  un  point 
double  situé  sur  cette  courbe,  elle  doit  être  tangente  à 
rbyperbole;  le  centre  critique  dans  ce  dernier  cas  sera  le 
point  de  contact.  Si  donc  nous  joignons  par  des  droites 
un  quelconque  des  centres  critiques  aux  points  à  distance 
finie  où  les  asymptotes  rencontrent  la  courbe,  les  centres 
critiques  seront  les  points  milieux  des  cordes  interceptées  par 
la  cubique  sur  ces  droites. 


Section  III.  —  Classification  des  cubiques. 

195.  Nous  allons,  en  premier  lieu,  montrer  que  Téquation 
de  toute  cubique  peut  être  ramenée  à  la  forme 

zy^r=:  ax^  '\-  3ba*z  -h  3c xz^  ~\-  dz^. 

Toute  cubique  réelle  a  au  moins  un  point  d'inflexion  réel; 
en  eflet,  les  quantités  imaginaires  se  présentent  toujours 
deux  par  deux  et  le  nombre  total  des  points  d'inflexion  est 
impair,  c'est-à-dire  égal  à  neuf,  trois  ou  un  (n®  147).  Si  nous 
prenons  pour  axe  des  z  la  tangente  au  point  d'inflexion  et 
pour  axe  des  x  une  autre  droite  quelconque  passant  par  ce 
point,  l'équation  de  la  courbe  (n**  51,  VII)  sera  de  la  forme 
z^  =  ax^,  9  étant  une  fonction  du  second  degré,  par  exemple 

y^  -+-  ilyz  -h  imxy  -\-px*  -+-  2qxz  -+-  rz^; 

mais,  si  nous  eflec tuons  une  transformation  de  coordonnées, 
de  manière  à  prendre  la  droite^ -^  Iz-^  mx  pour  le  nouvel 
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axe  des  j^,  les  termes  de  ff  qui  contiennent^  au  premier  degré 
seulement  disparaîtront,  et  Féquation  aura  la  forme  indiquée 
au  commencement  de  ce  numéro.  La  signification  géométrique 
de  la  transformation  que  nous  avons  opérée  consiste  en  ce 
que  nous  prenons  pour  axe  des  Zf  ainsi  que  nous  Tavons  déjà 
dit,  la  tangente  en  un  point  réel  d^inflexion  zx  et  pour  axe 
des  y  la  polaire  harmonique  (n°  170)  de  ce  point  :  en  effet, 
si  nous  cherchons  en  quel  point  une  droite  issue  du  point 
d'ioflexion  rencontre  la  courbe  représentée  par  Téquation  ci- 
dessus,  en  faisant  la  substitution  z  =  \x,  nous  trouvons 
pour^  des  valeurs  de  la  forme  ±:  (xx;  elles  nous  montrent 
que  les  points  où  la  droite  coupe  la  courbe  sont  conjugués 
harmoniques  par  rapport  au  point  où  elle  rencontre  la  droite 
}  et  le  point  d inflexion. 

196.  On  peut,  dans  la  classification  des  courbes,  regarder 
comme  fondamentales  les  propriétés  distinctives  qui  ne  sont  pas 
altérées  par  la  projection  ou,  en  d'autres  termes,  celles  qui 
séparent  non  seulement  les  courbes,  mais  aussi  les  cônes  du 
même  ordre.  Les  courbes  du  second  ordre  ne  donnent  pas 
lieu  à  des  divisions  de  ce  genre,  car  il  n^y  a  qu'une  seule 
espèce  de  cône  de  ce  degré.  Pour  savoir  si  les  cubiques  pré- 
seutentdes  différences  caractéristiques  de  cette  nature,  il  suffit 
de  prendre  la  forme  à  laquelle  toute  cubique  peut  se  ramener, 
ainsi  qu'on  l'a  démontré  dans  le  numéro  précédent,  et  de 
rechercher  si,  parmi  les  courbes  qu'elle  peut  représenter,  il 
existe  des  variétés  que  la  projection  n'altère  pas  et  quelles 
sont  ces  variétés.  Et,  comme  nous  ne  nous  occupons  mainte- 
nant que  des  variétés  non  altérées  par  la  projection,  nous 
pouvons  supposer  la  droite  z  à  l'infini  et  discuter  la  forme 

y*:=zax^  -+-3 6a?*  -h3cj?  -^dj 

qui    est  susceptible    de   représenter  une   projection  d'une 
cubique  quelconque  donnée.  Nous  ferons  remarquer  que,  si 
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eOet,  diaprés  ce  qu'on  a  dit  dans  le  numéro  précédent,  les 
branches  de  la  courbe,  qui  sont  tangentes  à  Pasymptote  à  ses 
extrémités  opposées,  doivent  être  regardées  comme  la  conti- 
nuation Tune  de  Tautre. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  que  le  point  à 
rinfîni  sur  la  serpentine  est  un  point  ordinaire  de  la  courbe. 
Si  cependant  c'est  un  point  d'inflexion,  la  différence  consis- 
tera en  ce  que  les  branches  infinies,  positive  et  négative,  au 
lieu  de  se  trouver,  comme  d'habitude,  de  part  et  d'autre  de 
l'asymptote,  seront  d'un  même  côté  de  celte  droite,  comme 
dans  la  courbe  de  droite  de  la  figure.  Il  est  évident  que  la 
courbe  n'a  alors  que  deux  points  d'inflexion  à  distance  finie. 
Nous  dirions  que  la  courbe  a  la  forme  d'une  conchoïde. 


205.  Supposons  maintenant  que  la  droite  projetée  à 
l'infini  rencontre  la  branche  infinie  en  trois  points  ordinaires. 
On  verra  qu'elle  divisera  toujours  la  courbe  en  trois  parties, 
dont  l'une  n'a  pas  de  points  d'inflexion,  l'autre  en  a  un  et  la 

Fig.  3a. 


troisième  deux.  La  projection  se  composera  de  trois  branckcà 
infinies  :  l'une,  que  nous  appellerons  une  hyperbole  simple, 
n'a  pas  de  points  d'inflexion  et  ne  coupe  pas  ses  asymptotes; 
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la  seconde,  que  nous  appellerons  une  hyperbole  infléchie, 
rencontre  une  asymptote  et  par  conséquent  a  uû  point  d^in- 
flexion  ;  et  la  dernière,  que  nous  appellerons  une  hyperbole 
doublement  infléchie,  coupe  ses  deux  asymptotes  et  présente 
par  conséquent  deux  points  d'inflexion  (*).  Aucune  de  ces 
hyperboles,  considérées  deux  à  deux,  ne  forme  de  couple 
hyperbolique,  mais,  prises  toutes  les  trois  ensemble,  elles 
constituent  une  suite  continue.  Ainsi,  dans  la  fig.  Sa,  si 
nous  commençons  par  la  branche  descendante  de  Thyperbole 
doublement  infléchie,  la  courbe,  après  son  passage  par  Tinfini 
négatif  sur  l'asymptote  verticale,  est  continuée  à  partir  de  Tin- 
fini  positif  de  la  même  asymptote  par  la  branche  verticale  de 
l'hyperbole  infléchie  jusqu'à  ce  que,  après  être  passée  à  l'in- 
fini sur  l'autre  asymptote,  elle  revienne  le  long  de  l'hyper- 
bole simple,  puis  de  là  à  l'hyperbole  doublement  infléchie. 

Si  Tun  des  points  à  l'infini  est  un  point  d'inflexion,  l'hy- 
perbole à  une  inflexion  devient  une  hyperbole  simple,  ou  bien 
la  branche  doublement  infléchie  devient  hyperbole  à  une  seule 
inflexion.  Si  les  inflexions  sont  toutes  les  trois  à  l'infini,  la 
coarbe  se  compose  de  trois  hyperboles  simples. 

Les  cubiques  qui  ont  trois  branches  hyperboliques  ont  été 
appelées  par  Newton  hyperboles  redondantes,  parce  qu'elles 
possèdent  une  branche  infinie  de  plus  que  les  sections  coni- 
ques; celles  qui  n'ont  qu'une  seule  branche  infinie,  comme 
dans  le  numéro  précédent,  ont  reçu  le  nom  à^ hyperboles  dé- 
fectives;  et  celles  qui  sont  tangentes  à  la  droite  de  l'infini  et 
qui  ont  en  outre  une  asymptote  à  distance  finie,  sont  nommées 
hyperboles  paraboliques. 

206.  Nous  énumérons  maintenant  les  espèces  suivantes  de 
cubiques  bipartites  : 


(')  Newton  les  nomme  :  la  première,  hyperbole  inscrite,  la  troisième 
hyperbole  circonscrite,  et  la  seconde  hyperbole  ambigène. 
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I®  La  droite  projetée  à  Finfini  rencontre  l'ovale  deux  fois 
et  Tautre  partie  de  la  courbe  une  seule  fois.  Si  ce  dernier 
point  de  rencontre  est  (a)  un  point  ordinaire,  la  courbe  se 


Fig.  33. 


compose  d*une  serpentine  et  d'un  couple  hyperbolique, 
comme  l'indique  la  /ig,  33.  Si  ce  point  est  (6)  un  point  d'in- 
flexion, la  seule  différence  consiste  en  ce  que  la  serpentine 
se  change  en  une  courbe  à  forme  conchoïdale. 

2*^  La  droite  de  FinGni  rencontre  la  courbe  en  trois  points 
réels,  dont  aucun  n'appartient  à  Tovale.  Si  les  points  sont 
(a)  tous  trois  des  points  ordinaires,  la  figure  est  celle  du  u?  205. 
Si  l'un  des  points  est  un  point  d'inflexion,  la  courbe  se  com- 
pose, ou  bien  (6)  d'un  ovale  avec  deux  hyperboles  simples  et 
une  hyperbole  doublement  infléchie,  ou  bien  (c)  d'un  ovale 
avec  une  hyperbole  simple  et  deux  autres  hyperboles  pré- 
sentant une  seule  inflexion.  Si  [d)  les  trois  points  d'inflexion 
sont  à  rinfîni,  la  courbe  consiste  en  un  ovale  et  en  trois  hyper- 
boles simples.  Dans  tous  ces  cas,  l'ovale  se  trouve  en  dedans 
du  triangle  formé  par  les  asymptotes,  et  les  courbes  peuvent 
encore  être  distinguées  les  unes  des  autres  suivant  que  les 
hyperboles  se  trouvent  dans  les  angles  qui  contiennent  le 
triangle  asymptotique  ou,  comme  dans  la  figure,  dans  les 
angles  opposés  par  le  sommet. 

3**  La  droite  de  l'infini  rencontre  la  courbe  en  deux  points 
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imaginaires  et  oous  avons  un  ovale  (a)  avec  une  serpciuiiie, 
ou  (6)  avec  une  branche  conchoïdale  (voir  n"  20^). 

Fig.  34. 


4®  La  droite  de  TinGni  est  tangente  à  Tovale  qui  prend  Ij 
forme  parabolique  et  est  accompagné  (a)  d'une  serpentine, 
(6)  d'une  branche  conchoïdale. 

5°  La  ligne  de  Finfini  est  tangente  à  Tautre  partie  de  la 
courbe.  L'ovale  reste  alors  une  figure  fermée,  tandis  que  l'autre 

Fig.  3â. 


/O 


partie  se  développe  suivant  la  forme  parabolique.  Si  (a)  le 
point  restant  est  un  point  ordinaire  à  l'infini,  une  branche 
coupe  Fasymptote  et  a  deux  inflexions,  tandis  que  l'autre 
branche  n'en  a  qu'une.  Si  (6),  au  contraire,  c'est  un  point 
d'inflexion,  les  branches  sont  toutes  deux  du  même  côté  de 
l'asymptote  et  chacune  d'elles  n'a  qu'un  point  d'inflexion. 

6^  La  droite  de  l'infini  rencontre  la  courbe  en  trois  points 
qui  coïncident.  C'est  le  cas  que  nous  avons  indiqué  (n**  199). 
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207.  Nous  arrivons  maintenant  à  la  division  des  cubiques 
unipartites  non  singulières;  il  est  clair  que  nous  ne  trouve- 
rons ici  rien  qui  corresponde  aux  espèces  (i°)  et(4**)du  numéro 
précédent.  Nous  n'avons  donc  que  quatre  espèces  de  ces  cu- 
l)iques  unipartites;  ce  sont  .des  hyperboles  redondantes,  des 
hyperboles  défectives,  des  hyperboles  paraboliques  et  des 
paraboles  divergentes,  suivant  que  les  points  de  la  courbe  sur 
lu  droite  de  Tinfini  sont  tous  réels  et  distincts,  que  deux  sont 

Fig.  36. 


imaginaires,  que  deux  sont  coïncidents  ou  enfin  que  lous  les 
Irois  points  se  confondent.  On  peut  aussi  tenir  compte  des 
variétés  de  chacune  d'elles,  comme  dans  le  numéro  précédent, 
et  les  figures  de  ce  numéro  serviront  pour  le  cas  actuel,  en  lais- 
sant toutefois  Tovale  de  côlé  :  comme  exemple  nous  donnons 
la  figure  de  la  courbe  pour  le  cas  où  la  satellite  coupe  les 
côtés  du  triangle  asymptotique  et  où  deux  centres  critiques 
(n°  192)  sont  dans  l'intérieur  du  triangle.  Nous  avons  alors 
une  portion  de  l'hyperbole  doublement  infléchie  qui  se  trouve 
à  l'intérieur  de  ce  triangle,  et  qui  présente  la  forme  d'une 
bourse;  on  conçoit  aisément  que,  en  faisant  varier  la  valeur  de 
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la  constante,  la  bourse  puisse  se  fermer;  nous  avons  alors  un 
point  double  en  un  des  centres  critiques;  d'autres  change- 
ments dans  la  valeur  de  cette  constante  nous  donneraient  un 
ovale  séparé,  dégénérant  finalement  en  un  point  conjugué  situé 
surTautre  centre  critique. 

De  la  même  manière,  nous  avons  les  quatre  mêmes  espèces 
(le  cubiques  acnodales  auxquelles  il  faut  adjoindre  une  cin- 
quième forme  pour  laquelle  le  point  conjugué  est  à  Tinfini.  Les 
ligures  données  pour  le  cas  des  cubiques  bipartites  suffisent 
pour  représenter  cette  classe,  si  nous  supposons  que  Tovale 
dégénère  en  un  point  conjugué.  Celles  qui  correspondent  au 
cas  où  le  point  conjugué*  est  à  Tinfini  ne  diffèrent  pas  nota- 
i)lement  de  celles  où  la  droite  de  Pinfini  rencontre  la  courbe 
CD  un  point  réel  et  en  deux  points  imaginaires. 

208.  Les  cubiques  crunodales  nous  donnent  les  espèces 
suivantes. 

i*^  La  droite  de  l'infini  coupe  la  boucle  en  deux  points  réels. 
Nous  avons  alors  deux  hyperboles  simples  et  une  hyper- 
bole infléchie  (figure  gauche).  On  remarquera,  en  suivant  la 


Fig.  37. 


courbe  dans  ses  passages  à  Tinfini,  qu^elle  est  unicursale.  Cette 
espèce  donne  naissance  à  deux  variétés  selon  que  le  point 
qui  reste  est  un  point  ordinaire  ou  un  point  d^inflexion. 


25o 
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Dans  le  dernier  cas,  toutes  les  hyperboles  sont  simples. 

a^  Il  y  a  trois  points  réels  à  rinfini,  et  aucun  d*eux  n'est 
situé  sur  la  boucle.  La  courbe  se  compose  d*une  hyperbole 
inscrite,  d*une  hyperbole  mixte  et  d'une  hyperbole  circon- 
scrite ;  cette  dernière  forme  une  boucle  à  l'intérieur  du  triangle 
asymptotique.  On  distingue  deux  variétés  suivant  qu'il  y  a 
un  point  d'inflexion  à  l'infini,  ou  qu'il  n'en  existe  pas. 

3"  La  droite  de  l'infini  rencontre  la  courbe  en  deux  points 
imaginaires.  Deux  variétés  comme  plus  haut. 

Fig.  38. 


4°  La  droite  de  l'infini  est  tangente  à  la  boucle  et  5*  cette 
droite  est  tangente  à  la  partie  de  la  courbe  qui  s'étend  vers 


Fig.  39 


rinfini.  Les  figures  se  comprennent  d'elles-mêmes  ;  conimo 
dans  le  cas  précédent,  il  existe  encore  ici  deux  variétés  ;  la 


GOURRB9    DU    TROlSlfeVB    ORDRB.  a5r 

courbe  est  située  tout  entière  d'un  même  côté  de  Tasym- 
ptote  quand  il  y  a  un  point  d'inflexion  à  Tinfini. 

Il  existe  un  point  double  à  l'infini  et  par  conséquent  deux 
asymptotes  parallèles;  le  point  restant  à  l'infini  peut  être 

Fig.  40. 


6"  sur  la  partie  qui  s'étend  à  l'infini,  ou  7^  sur  la  boucle.  Dans 
le  premier  cas,  le  point  d'inflexion  est  en  dehors  des  asym- 
ptotes parallèles  ;  dans  le  dernier,  il  est  à  leur  intérieur.  S'il  se 
trouvait  aussi  un  point  d'inflexion  à  l'infini,  les  deux  branches, 
dans  le  premier  cas,  seraient  situées  d'un  même  côté  de 
l'asymptote, 

8*' La  droite  de  l'infini  est  tangente  à  la  courbe  en  un  point 
d'inQexîon  et  nous  avons  la  parabole  divergente  du  n**  199. 

Fig.  41. 


9*  La  droite  de  l'infini  est  tangente  à  la  courbe  en  un  point 
double;  nous  avons  alors  la  courbe  représentée  ci-dessus,  et 
appelée  le  trident. 
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209.  Pour  les  cubiques  cuspidales,  il  n^y  a  évidemment  pas 
d'espèces  qui  correspondent  à  celles  qu^on  a  classées  sous  les 
numéros  i**,  4**?  T  dans  l'article  précédent.  Les  espèces  sont 
alors  définies  comme  il  suit  :  i°  trois  points  réels  à  rinfini, 
deux  variétés;  a°  un  point  réel  et  deux  points  imaginaires  à 
l'infini,  deux  variétés;  3**  la  droite  de  Tinfini  est  une  tan- 
gente ordinaire,  deux  variétés  ;  4  *  1^  point  de  rebroussement 
est  à  l'infini,  deux  variétés;  5'  la  droite  de  l'infini  est  une 
tangente  stationnaire  ;  6"  la  droite  de  l'infini  est  une  tan- 
gente cuspidale.  Les  figures  qui  répondent  aux  cas  i**,  a*",  3' 
peuvent  se  concevoir  aisément  au  moyen  des  figures  du 
numéro  précédent,  en  supposant  qu'on  a  enlevé  la  boucle 
(|ui  est  pointillée  dans  ces  figures,  et  qu'on  a  remplacé  le 
point  double  par  un  point  de  rebroussement.  La  figure  qui 
correspond  au  cas  (4")  se  déduit  de  la  figure  de  gauche  (n**  208) 
pour  le  cas  de  deux  asymptotes  parallèles,  en  imaginant  que 
ces  asymptotes  se  soient  réunies  et  que  la  branche  qu'elles 
renferment  soit  supprimée.  Nous  avons  alors  une  seule  asym- 
ptote avec  deux  branches  infinies  situées  de  chaque  côté  de 
cette  droite,  mais  à  la  même  extrémité.  La  figure  pour  le 

Fig.  4a. 


cas  (5**),  qui  est  la  parabole  semicubique  my^=^x^,  a  été 
donnée  (n®  39).  Enfin  la  figure  relative  au  cas  (6**),  la 
parabole  cubique  m^y  ==  or',  est  représentée  ci-dessus. 

210.  Quoique  nous  ayons  compté  environ  trente  espèces 
de  cubiques,  il  n'est  pas  difficile  de  se  rappeler  la  classifica- 
tion, si  l'on  se  grave  bien  dans  l'esprit  qu'on  n'a  fait  que 
combiner  la  quintuple  division  du  n®  196  avec  celle  du  n**  202 
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relative  à  la  nature  des  points  à  Tinfini.  Il  reste  à  dire  quelques 
mots  des  classifications  antérieures  des  cubiques.  La  pre- 
mière est  due  à  Newton,  Enumeraiio  linearum  tertii 
ordinis;  elle  est  en  substance  la  même  que  celle  que  nous 
venons  de  donner;  remarquons  toutefois  que  les  courbes  que 
Qoas  avons  comptées  comme  variétés  sont  pour  lui  des  espèces 
distinctes;  de  même  aussi,  quand  une  branche  hyperbolique 
est  tangente  àdeux  asymptotes,  nous  ne  recherchons  pas, 
parmi  les  angles  opposés  par  le  sommet  qu'elles  forment, 
quel  est  celui  où  est  située  la  branche,  tandis  que  Newton  dis- 
tingue les  cas  où  cette  branche  se  trouve  dans  Tangle  coupé 
par  la  troisième  asymptote  ou  dans  Tangle  opposé.  Les  cas 
où  trois  asymptotes  se  rencontrent  en  un  point  sont  traités 
comme  des  espèces  différentes.  £n  ayant  égard  à  ces  distinc- 
tions, le  nombre  des  espèces  monte  à  soixante-dix-huit. 
Nous  avons  pris  la  division  quintuple  comme  caractère  dis- 
tinctif  primordial,  et  celle  qui  dépend  des  branches  infinies 
ne  vient  pour  nous  qu'en  second  lieu  ;  Newton  a  adopté  la 
marche  inverse. 

Voici  comment  Newton  procède  pour  réduire  l'équation 
générale  :  un  des  axes  étant  choisi  parallèle  à  l'asymptote 
réelle,  le  coefficient  de  ^'  s'annule  par  exemple,  et  l'équation 
de  la  courbe  est  de  la  forme 

}^(ax  -^  h)-\-y(Jx^  -\-  gx  -\-  h)-^px^ -{- qx* -^  rx  -hs^=2  0. 

Le  lieu  des  points  milieux  de  cordes  parallèles  à  l'asymptote 
est  évidemment 

2axy  -\-2by  -h/x^ h-  gx  -h  A  =  o, 

et,  si  nous  supposons  que  nous  ayons  fait  une  transformation 
de  coordonnées,  par  suite  de  laquelle  les  axes  deviennent  les 
asymptotes  de  cette  hyperbole,  les  termes  6,  /,  g  s'annu- 
ieront  évidemment,  et  l'on  voit  que  cette  même  transforma- 
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lion  ramènera  Féquation  de  la  cubique  à  la  forme 
œy^  ■+■  hy  =  joo?'  -\-  qx^  -h  ra?  -h  5 

ou  bien,  en  prenant  les  notations  de  Newton, 

^yî  ^çy-—  fix^  -H  hx^  -h  co?  -+-  «/. 

Celte  équation  est,  pour  Newton,  la  forme  la  plus  générale. 
Si  cependant,  dans  l'équation  écrite  comme  nous  Tavons 
fait,  a  et  6  s'annulent,  le  lieu  n'est  pas  une  hyperbole,  mais 
une  ligne  droite;  et,  selon  que  ce  sera  (1")  la  droite  j:  =  o, 
(a**)  une  droite  arbitraire  qu'on  peut  prendre  pour  r=:u 
ou  (3**)  la  droite  de  l'infini,  l'équation  de  la  cubique  peut  se 
mettre  d'une  manière  analogue  sous  les  formes 

xy  =L  ax^  -h  hx^  ■+■  ex  -hd^ 
y*  =  ax^  -f-  bx*  -h  ex  -^d, 
y    zrzax^  ~\- bx^ -i- ex -hd. 

Le  seul  cas  qui  soit  différent  en  apparence  est  celui  011, 
dans  l'équation  que  nous  avons  écrite,  la  quantité  a  est  nulle; 
l'équation  est  une  parabole;  mais,  dans  ce  cas,  il  existe  une 
autre  asymptote  réelle;  le  lieu  des  points  milieux  des  cordes 
qui  lui  sont  parallèles  est  une  hyperbole  et  la  réduction 
s'opère,  comme  dans  le  premier  cas,  à  cette  exception  près 
que  le  coefficient  de  x^  s'annule  dans  l'équation  transformée. 
Les  résultats  de  Newton  se  déduisent  de  la  discussion  de  ces 
quatre  formes,  Si^  =  f  (^)  est  l'équation  d'une  courbe  quel- 
conque, Newton  appelle  la  courbe  xy'==  ^{x)  un  hyperbo- 
lisme  de  celte  courbe.  Ainsi  il  appelle  des  cubiques  qui  ont 
un  point  double  à  l'infini  et  dont  l'équation  peut  par  con- 
séquent se  mettre  sous  la  forme 

xy'^  -heyr=zcx-^d 

les  /type  rbo  lis  mes  de  l'ellipse,  de  l'hyperbole  ou  de  la  para- 
bole, puisque  l'équation  qu'on  vient  d'écrire  devient  celle 
d'une  conique  quand  on  r;,mplace  xv  par  y. 
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211.  Nous  avons  déjà  parlé  de  la  discussion  des  cubiques 
faite  par  Plucker  dans  son  System  der  Analytischen  Géo- 
métrie. Dans  celte  discussion,  la  nature  des  points  à  Tinfini 
est  le  fondement  primordial  de  la  classification.  Si  Ton  com- 
mence par  le  cas  de  trois  asymptotes  réelles,  où  Féquation 
est  de  la  forme  xyz  =  ku^  v,  on  distingue  d'abord  les  cas  où 
les  asymptotes  se  rencontrent  en  un  point,  ou  forment  un 
Iriangle.  On  examine  ensuite  toutes  les  positions  possibles 
(le  la  droite  satellite  v  ;  on  cherche,  par  exemple,  si  elle  coupe 
le  triangle,  si  elle  passe  par  un  sommet  ou  rencontre  tous 
les  côtés  prolongés,  si  deux  centres  critiques  coïncident 
(n^  192)  et  ainsi  de  suite.  On  dit  que  toutes  les  courbes 
qui  peuvent  être  représentées  par  Téquation  ci-dessus  pour 
(ioe  position  donnée  des  droites  x^  y,  Zy  v  forment  un 
l^roupe,  et,  en  donnant  toutes  les  valeurs  possibles  à  k,  on 


Fig.  43. 
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dislingue  les  différentes  espèces  renfermées  dans  le  même 
groupe.  On  comprendra  plus  facilement  ces  considérations 
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en  examinant  la  figure  du  premier  groupe  de  Pliicker;  nous 
la  reproduisons  ici  :  elle  répond  au   cas  où  la  droite  satel- 
lite rencontre  les  côtés  prolongés  du  triangle  asymptotique 
et  où  nous  avons  trois  centres  critiques,  un  en  dedans  er 
deux  en  dehors  du  triangle.  La  fig,  i  représente  une  courbe 
bipartite  de  Tespèce  désignée  par  I.2  dans  le  présent  Volume. 
k  changeant  de  valeur,  Tovale  se  réduit  à  un  point  et  nous 
avons  (2)  la  courbe  acnodale  III. i.   Quand  k  continue  à 
varier,  la  courbe  devient   unipartite  II.  i,  et  les  branches 
s'écartent  davantage   de    leurs    asymptotes.    Dans    (4)    les 
branches  coupent  les  autres  asymptotes  et  la  courbe  devient 
crunodale  IV.  a.  \j^  fig.  5  est  bipartite  I.i.  l^difig,  6  est, 
dans  noire  classification,  de  la  même  espèce  que  5,  7  que  .( 
et  8  que  3,  mais  la  position  des  branches  par  rapport  au 
triangle  asymptotique  est  différente.  La  division  en  groupes 
de  Plùcker  a  été  soigneusement  examinée  à  nouveau  (  Trans- 
actions 0/  the  Cambridge  Philosophical  Society,   1864) 
par  M.  Cayley,  qui  a  fait  la  comparaison  des  espèces  de  Newton 
avec  celles  de  Pliicker;  ces  dernières  sont  au  nombre  de  deux 
cent  dix-neuf.  Il  n'entre  pas  dans  le  plan  de  ce  Traité   de 
donner  une  analyse  plus  complète  de  cette  classification.  Il 
nous  suffira  de  signaler,  pour  le  cas  des  courbes  paraboliques, 
le  rôle  important  que  joue  la  parabole  asymptotique  oscula- 
trice,  ou  parabole  qui  passe  par  cinq  points  consécutifs  de  la 
courbe,  au  point  où  cette  dernière  est  tangente  à  la  droite 
de  l'infini.  L'équation  de  la  courbe  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

j7(jï  ^2zx-\-  z^)^=iz^{ay  -h  bz); 

il  est  évident  que  la  parabole  j^'^  +  2  ^^  +  5*  rencontre  la 
courbe  au  point  yz  compté  cinq  fois.  Les  groupes  se 
trouvent  ainsi  déterminés  par  la  position  de  la  parabole 
osculatrice,  par  rapporta  l'asymptote  linéaire  x  et  à  la  droite 
sulellile  ay  4-  bz. 


COORDBS    DU    TROISIÈME    ORDRE.  2.57 

Section  IV.  —  Courbes  nnicorsales. 

212.  Nous  avons  vu  (Sections  coniques,  n®  270)  que  les 
calculs  se  trouvent  singulièrement  facilités  quand  les  coor- 
données d'un  point  d'une  courbe  peuvent  s'exprimer  en  fonc- 
tion d'un  seul  paramètre,  et  nous  avons  démontré  (n^  44)  que 
ceci  est  toujours  possible  dans  le  cas  d'une  courbe  unicur- 
sale.  Nous  allons  donner  quelques  exemples  de  l'application 
dece  principe  aux  cubiques.  L'équation  d'une  cubique  cuspi- 
dale  peut  toujours  se  ramener  à  la  forme  x^z=^y^;  xy  est 
le  point  de  rebroussement,  x  la  tangente  cuspidale  et  z  la  tan- 
^'ente  stationnaire.  Un  point  quelconque  de  la  courbe  peut 
donc  s'exprimer  comme  intersection  de  0:r=:^,  B^j' =.?(*), 
ou,  en  d'autres  termes,  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque peuvent  être  prises  dans  le  rapport  de  i ,  9,  9'  ;  9 
étant  un  paramètre  variable.  La  droite  qui  joint  deux  points 
quelconques  de  la  courbe  aura  pour  équation 

oo'(e  +  6')^  —  (0»  -^  60'  -h  o'«)j  +  5  =  0, 

comme  on  peut  le  vérifier  facilement. 

Faisons  coïncider  9  et  9^,  et  nous  avons  l'équation  do  la 
tangente 

20»^— 50*^4- 5  =  0. 

Supposons  que  nous  cherchions  les  points  où  une  droite 
rtjr  4-  éj'  -I-  c5  =  o  rencontre  la  courbe  ;  remplaçons  x^yy  z 
par  I,  9,  6»,  et  nous   avons  l'équation   a-f- 69 -f- c9»  =  o; 

(*)  Ces  équations,  considérées  comme  exprimées  en  coordonnées  tangen- 
liclles,  donnent  ce  théorème  :  Si  I  est  un  point  d'inflexion,  C  un  rebrous- 
senunt,  et  T  V intersection  des  tangentes  en  ces  points,  une  tangente  quel- 

— * 
conçue  AB  coupe  les  côtés  du  triangle  ICT  de  manière  que  ~  =  k^ 

AT*         ^^ 
et,  quand  Ta  droiu  de  Vinfini  est  une,  tangente,  k  =  t,  (Voir  Sections  co 
niques,  n*  327). 

S.  ~  Courbes  planes,  ii^ 
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comme  cette  équation  en  0  n*a  pas  de  second  terme,  la 
somme  de  ses  racines  est  nulle,  et  nous  voyons  ainsi  que 
les  paramètres  de  trois  points  en  ligne  droite  sont  liés  par  la 
relation  8 -h  8' +  O'' =  o.  Donc,  en  particulier,  le  tangen- 
liel  du  point  0  est  —  aQ,  et  le  point  de  contact  de  la  tangente 
menée  par  8  est  — 58. 

Si  nous  remplaçons  de  même  x^  y^  z  par  1,  8,  8'  dans 
l'équation  d'une  courbe  d'ordre  />,  le  terme  8'/*"*  manquera 
dans  l'équaiion,  et  la  relation  qui  lie  les  paramètres  des 
Zp  points  d'intersection  de  la  courbe  avec  la  cubique  consiste 
en  ce  que  leur  somme  est  nulle.  Ain$i  le  8  du  résiduel  d'un 
sy6tème  de  points  est  la  somme  des  8  de  ces  points  prisa 
négativement,  et  celui  de  leur  corésiduel  est  la  somme  même 
de  ces  8;  et,  en  général,  les  théorèmes  relatifs  à  la  résiduation 
(n"*158etsuiv.)  deviennent  ainsi  intuitivement  évidents  pour 
les  cubiques  cuspidales.  Si,  par  exemple,  nous  représentons 
les  paramètres  des  points  par  a,  4,-..,  la  condition  poup 
(]ue  six  points  soient  situés  sur  une  conique  est 

a-h^-Hc-hef-hc  -4-/=  o. 

Celte  relation  nous  fournit  immédiatement  ce  théorème 
(n*'  lo4)  :  Étant  donnés  quatre  points  sur  une  cubique,  la 
droite  qui  joint  les  points  e^/où  une  conique  menée  par  ces 
points  rencontre  de  nouveau  la  courbe,  pa^se  par  le  point 
fixe  (a  +  6  -h  c  +  rf);  on  peut  construire  ce  point  en  tra- 
çant afr,  cd  et  joignant  les  points  où  ces  droites  coupent  à 
nouveau  la  courbe,  puisque 

—  (rt -h  6)  —  (c  4- e/)  4- (a  H-  ^  H- c -h  rf)  ~  o. 

On  obtiendra  de  la  même  manière  diverses  méthodes  pour 
construire  le  neuvième  point  où  une  cubique  passant  par 
huit  points  rencontre  de  nouveau  la  courbe,  à  la  seule  in- 
spection de  l'équation 

{avb  -hc-i-c^)-{-(cH-/-f-^4- A)-|-  1  =  0. 


COL'RIIES    DU    TROISlItMB    ORDRE.  aSg 

2i3.  On  trouvera  les  paramètres  des  points  dont  les 
tangentes  passent  par  un  point  donné  en  portant  les  coor- 
(Jonnécs  de  ce  point  dans  l'équation  aO'.r  —  36'^  -f-  ^  =  o; 
pt,  comme  le  coefficient  de  6  est  nul  dans  la  cubique  résul- 
tante, la  somme  des  inverses  des  racines  est  nulle  ou,  en 
d'autres  termes,  trois  points  dont  les  tangentes  se  rencontrent 

en  un  même  point  sont  liés  par  la  relation  â  H~  ^^  +  s?  =  o. 

De  même  on  saitque  la  condition  pourque  a  8*^  —  36M'-f-3  =  o 
soit  tangente  à  une  courbe  de  la  ^'*"*  classe  est  une  rela- 
tion du  />'•"•  ordre  entre  les  coefficients  a8',  38',  i  ;  or 
une  relation  de  ce  genre  ne  contient  évidemment  pas  le 
terme  6  :  il  en  résulte  donc  que  les  3/?  points,  où  les  tangentes 
sont  tangentes  à  une  courbe  de    la   />**•■•  clause,  sont  liés 

par  la  relation  \  f  -  |  =  o.  Voici  quelques  exercices  qui  mon- 
trent comment  on  applique  celte  méthode  à  des  exemples. 

Ë\ËRCICB  1.  —  Trouver  le  lieu  de  l'intersection  des  tangentes  dont 
la  corde  de  contact  passe  par  unpointfixe  d'une  cubique  cuspidale. 
Ceci  revient  à  éliminer  oc  et  ^  entre  les  trois  équations 

a  T^x  —  3  T.^y  -f-  5  =  o,     a  ?'  a?  —  3  ^^y  -^  ^  =  o,     a  -h  ?  -+-  y  =  ®» 

dans  lesquelles  y  est  connu.  Nous  trouvons  aisément 

rquation  d'une  conique. 

K\BRCiCE  2.  —  Si  un  polygone  d'un  nombre  pair  de  côtés  est  in^ 
scrit  dans  une  cubique  et  si  tous  les  côtés,  sauf  un,  passent  par 
des  points  fixes  situés  sur  la  courbe,  le  dernier  côté  passera  aussi 
par  un  ponit  fixe  de  la  courbe. 

Représentons  les  paramétres  des  sommets  par  a^  a^,  . . .,  et  ceux 
des  points  fixes  par  6i,  6|,  . . . .  Nous  prenons,  pour  plus  de  simpliciir, 
le  ras  du  quadrilatère,  mais  la  démonstration  est  générale.  Nou^ii 
avons  alors  les  équations 

ai  -f-  ^i  -r  aj  =  o,     ai->r-  bi-h  a^  —  o, 
o.\  -^  ^.1  -+-  cr.  =  o,     a»  -^  64  -h  ai  =  o, 
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En  les  ajoutant  membre  à  membre,  nous  obtenons 

ft.  -+-  ^3  ^  ^î  -4-  ^*; 

cette  relation  montre  que  les  droites  qui  joignent  biy  63  ;  62,  64  se 
rencontrent  sur  la  courbe  et  que,  quand  trois  des  points  sont  connus, 
le  quatrième  est  aussi  connu.  Le  théorème  est  vrai  pour  toutes  cubi- 
ques, car  la  démonstration  donnée  ici  peut  se  traduire  aisément  dans 
le  langage  de  la  résiduation;  on  voit  que  les  couples  de  points  61, 
^3}  ^i>  ^k  sont  corésiduels,  et  que  le  système  de  sommets  ai,  a^,  as, 
a^  leur  est  un  résiduel  commun. 

11  résulte,  comme  cas  particulier  de  ce  théorème,  que  si  les  côtés 
d*un  polygone  d'un  nombre  impair  de  côtés  passent  par  des  points 
fixes  de  la  courbe,  la  tangente  en  un  sommet  quelconque  passe  aussi 
par  un  point  fixe;  et,  par  conséquent,  le  problème  qui  consiste  à 
construire  un  polygone  de  cette  nature  dont  les  côtés  passent  par 
des  points  fixes  d'une  cubique  non  singulière  admet  quatre  solu- 
tions. 

Exercice  3.  —  Trouver  la  quasi-développée,  en  supposant  que  les 
deux  points  fixes  soient  sur  la  courbe,  (Voir  aussi  Ex,  5,  n*  99). 
L'équation  de  la  quasi-normale  est  (n^  107) 

(pl^_^e  — 2e«)[0a(eH-a)a:— (0«-*-Oa-i-a«)j^-h^] 

H_(a«^ae  —  aO«) [Op  (6 -h  ?)ar— (e« -+- ep -4- p«)^ H- z]  =  o. 

Si  nous  la  transformons  en  posant  6  = hr-  >  nous  obtenons,  con- 
formément au  n^  108,  une  équation  biquadratique  en  X,  dans  laquelle 
les  deux  termes  extrêmes  ne  diffèrent  que  par  un  facteur  conslant, 
et  le  discriminant,  qui  renferme  comme  facteurs  les  équations  des 
tangentes  eh  a  et  p,  représentera  par  sa  partie  restante  une  courbe 
du  quatrième  degré  seulement. 

214.  Il  nous  reste  à  faire  connaître  quelques-uns  des 
exemples  les  plus  remarquables  de  cubiques  de  la  troisième 
classe.  Nous  avons  déjà  parlé  de  la  parabole  semi-cubique 
qui  est  la  développée  de  la  parabole  du  second  degré.  Dans 
son  équation  py^==x^,  le  point  de  rebroussement  est  à 
Torigine  et  le  point  d'inflexion  à  l'infini.  Dans  la  parabole 
cubique,  au  contraire,  p^y  =  x*  le  point  d'inflexion  est  à 
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l'origine  et  le  rebroussement  à  l'infini.  Dans  la  parabole 
cubique,  Torigine  est  un  centre  et  tous  les  diamètres  de  la 
courbe  coïncident  avec  Taxe  des/;  en  effet,  si  nous  menons 
une  droite  quelconque /=  mx  4-/i,  la  somme  des  valeurs 
de  X  est  égale  à  zéro. 

La  cissoïde  de  Diodes  fait  partie  de  la  classe  des  cubiques 
cuspidales  ;  cette  courbe  a  été  imaginée  par  le  géomètre  do 
ce  nom  pour  résoudre  le  problème  qui  consiste  à  trouver 

Fig.  il. 


deux  moyennes  proportionnelles.  On  peut  la  définir  comme 
ie  Jieu  d'un  point  M',  où  le  rayon  vecteur  du  cercle  AM  est 
coupé  par  une  ordonnée  telle  que  AP'  =  PB.  Nous  aurons 
ainsi 

AM'  ^  RM 
etpar  suite 

p  =  AR  —  AM  =:  2 r  séc  co  —  2 r  coso)  =  a r  tang(o  sin  w, 

ou,  en  coordonnées  rectangulaires, 

^  ( a?* -f- r* )  =:  2 rj',     ou     (2/*  —  x)y^^=.x'^. 

L'origine  est  donc  un  point  de  rebroussement  et  2r  —  x 
une  asymptote  qui  rencontre  la  courbe  en  un  point  d'inflexion 
situé  à  une  distance  infinie. 

Newton   a  donné  la  construction  élégante  qui  suit  pour 
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décrire  cette  courbe  d'un  mouvement  continu.  Un  angle  droit 
a  le  côté  GF  de  longueur  constante  ;  le  point  F  se  meut  le 
long  de  la  droite  fixe  Cf,  tandis  que  le  côté  GH  passe  par  le 


Fîg.  45. 

G 

point  fixe  E;  un  cra^^on  fixé  au  milieu  de  GF  décrira  la  cis- 
soïde.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  celte 
proposition.  (Lardner,  Géométrie  algébrique,  f.  196-47^.) 
La  cissoïde  est  aussi  le  lieu  que  nous  trouverions  en  pre- 
nant sur  chacun  des  rayons  vecteurs  menés  du  sommet  d^unr 
parabole  une  longueur  égale  à  Tinverse  de  celle  du  rayon 
vecteur.  Par  conséquent,  c'est  aussi  le  lieu  du  pied  d'une  per- 
pendiculaire abaissée  du  sommet  d*une  parabole  sur  la  tan- 
,i;ente;  ou,  en  d'autres  termes,  si  une  parabole  roule  sur  une 
autre  parabole  égale,  le  lieu  du  sommet  de  la  parabole  mobile 
sera  la  cissoïde. 

215.  Nous  pouvons  de  la  même  manière  exprimer  on 
fonction  d'un  seul  paramètre  les  coordonnées  d'un  polnl 
(|uelconque  d'une  cubique  crunodale  ou  acnodale.  Le  point 
<louble  étant  pris  pour  origine,  l'équation  de  la  courbe  est 
le  la  forme 

r/.r=»  -i-  3 ùjc^y  -+-  3cay^  -y-  dv^  H-  3/d:*  H   %  gxy  -^Z hy'^  ^=0; 

et,  si  nous  posons  ^=:=:  Ox,  nous  avons  immédiatement  pour 
X  ely  des  expressions  rationnelles  en  fonction  de  0.  La  dis- 
cussion sera  toutefois  plus  simple. si  nous  supposons  Téqua- 
lion  transformée,  comme  cela  se  peut  toujours,  de  manière 
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qu^èllé  ait  la  forme  (j;^  ±y^)z  =  x^.  Ici  z  est  la  tangente 
au  point  réel  d'inflexion  que  la  courbe  doit  avoir;  x  est  la 
droite  qui  joint  le  point  d'inflexion  au  point  double  et  j?^  ±y^ 
sont  les  tangentes  au  point  double  ;  le  signe  supérieur  se 
rapporte  au  cas  de  la  cubique  acnodale,  le  signe  inférieur 
au  cas  de  la  cubique  crunodale.  On  peut  alors  prendre  pour 
coordonnées  dUin  point  quelconque  de  la  courbe  des  quan* 
tités  proportionnelles  à  (  i  ±:  0^),  6(1  ±  6'),  i.  Si  nous 
substituons  ces  valeurs  dans  Téquation  d'une  droite  arbi- 
traire \x  -h  (jLj'  -+•  v>5  =  o,  nous  avons,  pour  déterminer  les 
paramètres  des  poiiUs  où  cette  droite  coupe  la  cubique, 

(X -4- v)  H- |jl6  ± Xe«  ±  1x6»  =  o; 

et  ces  paramètres  sont  liés  par  la  relation 

Si  la  droite  est  tangente  en  un  poi<it  d'inflexion,  6'  =.  ô"  =  '^"' 
et,  par  conséquent,  ft*  =  ±:  J.  Donc  une  cubique  acnodale 
a  trois  points  d'inflexion  réels;  une  cubique  crunodale  a 
un  seul  point  d'inflexion  réel  et  les  deux  autres  sont  ima- 
ginaires. 

On  trouve  que  l'équation  de  la  droite  qui  joint  deux  points 
est 

(e«-f.60'-i-6'«=ti)a?— (64-6')/— ±(i:±6«)(i±:e'*)«; 
donc  l'équation  d'une  tangente  est 

(36»it:  i)  ^— 26j=  =!=  (i  zh  6»)«  5. 

Nous  voyons  par  là  que,  si  quatre  tangentes  se  rencontrent 
en  un  même  point,  la  somme  des  paramètres  correspondants 
est  nulle;  et  que  si  deux  des  points  nous  sont  donnés,  nous 
pouvons  immédiatement  former  Téqualion  quadratique  qui 
détermine  les  paramètres  des  deux  autres. 

Il  n'y  a  aucune  difliculté  à  appliquer  cette  méthode  à  des 


_k.  j 


264  CHAPITRE    T. 

exemples.  Dans  le  n°122,  Ex*ij  nous   avons   parlé  delà 

cubique  crunodale  dont  Téquation  polaire  est  p*cos  J  w  =  m^ 
et  dont  Téquation  en  coordonnées  rectangulaires  est 

cette  courbe  a  trois  points  dUnflexion  à  Tinfini:  Tun  est  réel, 
et  les  deux  autres  sont  les  deux  points  circulaires.  Le  noeud 
est  sur  Taxe  des  x,  à  la  distance  a:  =  —  8  m. 

216.  Si  une  cubique  nodale  a  trois  points  (Tinjlexion 
réels j  le  point  conjugué  est  le  pôle  de  la  droite  qui  joint 
ces  trois  points,  par  rapport  au  triangle  formé  par  les 
trois  tangentes.  Supposons  que  l'équation  de  la  cubique 
soit 

{x-^ y-\-  zy-=imxyz. 

Si  cette  courbe  a  un  point  double,  les  coordonnées  de  ce  point 
doivent  vérifier  les  équations  qu'on  obtient  par  la  différen- 
tiation  et  qui  sont 

3(j:-h/-+-5)'r=  niYzzr:!  n%zx'=:intxy. 

De  ces  équations  nous  déduisons  x^^y  =^  z,  ce  qui  prouve 
(n^  165)  le  théorème  énoncé.  Pour  la  cubique  nodale  nous 
avons  alors  m  =  27,  et  l'équation  de  cette  courbe  peut  être 
mise  sous  la  forme 

x^->ry^  4-5'  =0. 

On  peut,  dans  ce  cas,  prendre  pour  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  la  courbe  des  quantités  proportionnelles  à 
0-*,  (  I  —  0)',  —  I ,  et  l'équation  de  la  tangente  correspondante 
est 

(i— 0)»a:-he«jH-0«(i  — 0)«;;  =  o. 

216  a.  Nous  pouvons  traiter  autrement  la  question  des  ca- 
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biqaes  unicursales  (').  Nous  pouvons  partir  des  expressions 
les  plus  générales  des  coordonnées  en  fonction  d'un  para- 
mètre X  :  [X  : 

xz=ia  X»-+-36  XV -h  3c  Xjx*  -^-d  jx», 

j^  =  a' X»  H- 3 6' XV -h  3  c' X{x»  4- c^V'» 
^  =  a' X» -h  3  ^>' X'ii. -h  3  c'' X{x*  H- rf' p.», 

et  écrire  immédiatement  Téquation  de  la  cubique  résultante 
sous  forme  d'un  déterminant  (comme  dans  le  n^  44).  Mais, 
d'autre  part,  il  y  a  en  général  trois  fonctions  linéaires  de 
j,  /,  z  dont  les  expressions  en  fonction  de  X  et  [jl  sont  des 
cubes  parfaits.  En  effet,  si  dans  l'expression 

L^  -h  M  j  H-  N  ^  =  ( aX  -h  Pix)» 

nous  remplaçons  x^y^  z  par  leurs  expressions  en  X:[x,  si  nous 
égalons  les  coefficients  de  X',  X^  [x, . . . ,  et  si  nous  éliminons 
linéairement  L,  M,N  entre  les  relations  ainsi  obtenues,  nous 
trouvons 


=  o. 


a'  a  a  a 

«î?  b  y  b" 

«?-  c  c'  (f 

p*  d  d  dC 

Autrement  dit,  nous  avons  pour  déterminer  a:  ^  une  équation 
du  troisième  degré  que  nous  pouvons  écrire 

Aa»-h3Ba«p-+-3Ca?«-hDp»  =  0, 

et  A,  3B,  3C,  D  sont  les  déterminants  du  système 

X      b     c      d 


y 

b' 


d 
d" 


V)  Pour  plas  de  détails  sur  la  méthode  indiquée  ici,  voir  Icbl,  Math. 
Annal.,  t.  VI,  p.  663,  et  Haase,  Math.  Annal.,  t.  II,  p.  626. 
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Aux  irois  valeurs  de  a  :  ^  correspondent  trois  valeurs  de 
Lx-^My  -^-Nz.  Si  donc  nous  écrivons  les  trois  équations 

L'a:  -h  M'v  -h  N';5  =  (a'XH-  p»'. . .  ;! 

si  nous  prenons  les  racines  cubiques  des  deux  membres  el 
si  nous  éliminons  linéairement  \  l  [jl,  nous  aurons  Téqualion 
de  la  courbe  sous  forme  d^une  relation  linéaire  entre  les 
racines  cubiques  de  trois  fonctions  linéaires.  On  peut 
exprimer  ce  résultat  de  la  manière  la  plus  simple  en  posani 

X=:  (a'  X  -h  p'  [lY  (a"  p*^  -  a'P')S 

Z  =  (a-'X  -f-  p'^  jx)»  {ol'  P^  —  a''  p'  )\ 

Nous  obtenons  alors  l'équation  de  la  courbe  sous  la  forme 
(n«  216) 

X^  +  Yï4-Z»=zo, 

qui  représente  une  cubique  nodale  ;  X,  Y,  Z  sont  les  trois 
tangentes  d'inflexion;  X+Yh-Z=o  est  la  droite  qui 
joint  les  trois  points  d'inflexion  et  X  =  Y  =  Z  est  le  point 
double. 

216  6.  Nous  pourrions  arriver  par  un  autre  procédé  à 
une  cubique  identique  avec  la  cubique  canonisante  du  numéro 
précédent.  La  condition  générale  pour  que  trois  points  soieni 
en  ligne  droite  s'obtient  en  égalant  à  zéro  le  déterminant  des 
coordonnées  x'jy'y  z\  . . .  des  points.  Si  dans  cette  expres- 
sion nous  remplaçons  x'  par  aV^  -\-  . . . ,  nous  avons  la  con- 
dition pour  que  trois  points  de  la  courbe  soient  situés  sur 
une  même  droite.  Il  est  facile  de  voir  qu'elle  peut  se  décom- 
poser en  déterminants,  divisibles  chacun  par 

(XV*-XV)(X'';x''  — X-'ti'')(X''{JL'  — X'fx*'), 
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et  la  condition  en  question  peut  étrj  écrite  aussi  sous  la  forme 

A  ix^V"  4- B  ( X  W' H- >  V  P-' -H  ^'^  H^ V) 

-h  C(X'X'ijl'  -h  X'X'ijl'  -f-  X'X>»)  -I-  DX'X'X'^  =  G, 

Jans  laquelle  A,  B,  . . .  ont  la  même  signification  que  dans 
le  numéro  précédent.  En  d^autres  termes^  si  lesX  :  \l  des  trois 
points  sont  déterminés  par  Téquation 

A'X»  -+-  3 B'X«[i-f-  3C'X{JL*  -h  D' ji»  =  o, 

la  condition  pour  que  ces  trois  points  soient  en  ligne  droite 

est 

(AD'  -  A'D)  -  3  (BC  -  B'C)  =  o. 

Nous  obtenons  le  X  :  [jl  d^un  point  d'inflexion  en  posant 
\'=zy  =  y\  [ji' =  [x'' =  jx'"  dans  l'équation  précédente,  et 
nous  retombons  ainsi  sur  la  cubique 

A|ji» -h  31iXHi«  +  3C  X^ix -+- DX' =  o. 

Nous  pourrions  arriver  à  la  même  cubique  sous  une  forme 
un  peu  difl(érente.  L^équation  générale,  sous  forme  de  déter- 
minant, de  la  droite  qui  joint  deux  points,  montre  que,  pour 
une  cubique  unicursale  dont  les  coordonnées  Xy  y  y  z  nous 
sont  données  en  fonction  d'un  paramètre,  Téquation  de  la 
tangente  en  un  point  quelconque  est 

X       y 

x\     y\     z\     —  o. 

^v-  y^  ^^ 

Les  indices  représentent  ici  le  symbole  d'une  différentiation 
Jes  expressions  de  x^y^  z  par  rapport  à  X  ou  [jl.  On  trouvera 
de  même  que  la  condition  pour  que  trois  points  consécutifs 
soient  sur  une  même  droite  est 


x\\     yn     zx\ 
Xi^    y\^    z\^ 

^W      ^KH>       *l*l* 


=  o. 


=  o; 
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Ainsi,  dans  le  cas  de  la  cubique  que  nous  considérons,  les 
X  :  [X  des  points  d'inflexion  sont  fournis  par  Téquation 

a  1-^  b  \L  6X-+-C|A  c  X-^-d  [x 
a'X-^b'iL  b'I-^c'ix  c''k-\-d'iL 
a^l-hb' Il     b''\'^c''i>.    c'X4-rf'fx 

et  l'on  peut  voir  (Algèbre  supérieure,  n°  169)  qu'elle  est 
identique  avec  la  cubique  dont  on  a  déjà  parlé. 

216  c.  Il  y  aura  un  point  double  sur  la  courbe  quand  le 
même  point  correspondra  à  deux  valeurs  différentes  du  rap- 
port X  :  [JL.  SoienlX'  :  [x'etX*^  :  [x^^deux  valeurs  qui  correspondent 
au  même  point;  quel  que  soit  Tauti'e  point  V  :  [jl"'  que  nous 
prenions  sur  la  courbe,  la  condition  du  numéro  précédent 
(que  ce  point  soit  sur  une  même  droite  avec  les  deux  points 
qui  coïncident  au  point  double)  devra  être  vérifiée.  Si  donc 
nous  égalons  à  zéro  les  parties  de  cette  relation  qui  sont  res- 
pectivement multipliées  par  V  et  [x"',  nous  aurons 

A  ^Y  -+-  B  (XV  -h  XV')  -+-  C  X'X'^  =  o, 
B  H^V'  -H  G  (X  V  -h  XV')  H-  DXO/  =:  o. 

D'après  la  théorie  des  équations,  si  les  deux  valeurs  de  \1\l 
qui  correspondent  au  point  double  sont  données  par  une 
équation  du  second  degré,  cette  équation  devra  être 

XVV  —  X{x  (XV  -h  XV')  -H  îi.*X'X'  =  o. 

Si  donc  nous  éliminons  [x',  ^^\, . .  entre  ces  trois  équation  s, 
nous  obtiendrons  l'équation  du  second  degré 

•        XjX       [l 


A 
B 


B 
C 


C 
D 


=  0, 


qui  déterminera  les  valeurs  du  paramètre  du  point  doubV. 
En  d'autres  termes  {voit  Algèbre  supérieure,  n*  195),  celle 
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équation,  qui  déterniiae  les  deux  valeurs  du  paramètre  Dodal, 
est  le  Hessien  de  la  cubique  canonisante. 

Si  nous  posons  X"  :  [x*'  =  X'  :  jjl'  dans  la  condition  donnée 
au  numéro  précédent,  nous  obtenons  les  relations  qui  lient 
le  paramètre  d'un  point  quelconque  à  celui  de  son  tangentiel. 
Od  remarquera  que  les  facteurs  qui  multiplient)/''  et  |jl'"  sont 
les  dérivées  de  la  cubique  par  rapport  à  X  et  |a. 

216  d.  Dans  ce  qui  précède  nous  avons  supposé  que  les 
racines  de  la  cubique  canonisante  sont  inégales.  Pour  consi- 
dérer sous  sa  forme  la  plus  simple  le  cas  où  il  y  a  deux  racines 
égales,  supposons  que  ^  etjK  sont  deux  fonctions  linéaires 
qui,  exprimées  en  fonctions  du  paramètre ,  soient  des 
cubes  parfaits;  autrement  dit,  prenons  ic  =  X',^  =  [x'.  Si 
z  =  cf\^  -f-  3  V\^  [x  -i-  3  (f\^'^  4-  ûT  [X*,  la  cubique  canonisante 
devient  ap(t'P  — c''a)==:o.  Elle  n'aura  deux  racines  égales 
que  si  l'on  suppose  que  V  ou  d' soit  égal  à  zéro.  Dans  ce  cas 
nous  pouvons,  à  l'aide  d'une  transformation  linéaire,  ramener 
la  troisième  équation  à  la  forme  z  =  X^jx  et  la  cubique  de- 
viendra js' =:r*^;  en  d'autres  termes,  elle  aura  un  point 
de  rebroussement.  Clebsch  a  montré  {Journal  de  Crelle, 
t.  64,  p.  43)  qu'en  général  l'équation  du  degré  3  (/i  —  a) 
qui  détermine  les  paramètres  des  points  d'inflexion  aura  un 
couple  de  racines  égales  pour  tout  point  double  qui  devient 
un  point  de  rebroussement. 

Si  la  cubique  canonisante  a  trois  racines  égales,  la  courbe 
se  décompose  en  une  droite  et  une  conique. 

Section  V.  —  Inyariants  et  coyariants  des  cubiques. 

217.  L'équation  d'une  cubique  non  singulière  peut  tou- 
jours se  ramener  à  la  forme  canonique 

^i  4-^»  4-  -3  _|»  6  mxyz  =:  o. 


270  CHAPITRE    V. 

Dans  cette  Ibrme  x,  y  y  z  contiennent  implicitement  chacune 
trois  constantes;  celles-ci,  jointes  à  celle  qui  est  mise  en 
évidence  dansTéquation,  donnent  dix  constantes,  c'est-à-dire 
le  nombre  qu'une  forme  doit  contenir  d'après  le  n^  ai,  afin 
d'être  assez  générale  pour  représenter  une  cubique.  Nous 
allons  montrer  maintenant  comment  Téquation  d'une  cubi- 
que quelconque  peut  être  ramenée  à  la  forme  que  nous 
venons  d'indiquer.  Nous  pouvons  mettre  Téquation  précé- 
dente sous  la  forme 

{x  -\- y  —  imz){^tùx  4-  tù^y  —  'xmz){tù^x  -^  wy  —  OLmz) 

-t-(i  4- 8m»)  5»  m  o, 

dans  laquelle  co  est  une  racine  cubique  imaginaire  de  l'unité. 
Sous  cette  forme,  on  voit  que  la  droite  z  joint  trois  points 
(l'inflexion,  et  Ton  peut  démontrer  de  la  même  manière  qu'il 
en  est  de  même  pour  les  droites  x  ely.  Ces  trois  droites  con- 
stituent donc  un  des  quatre  S}^stèmes  de  trois  droites  qui. 
nous  l'avons  vu  (n°  174),  peuvent  être  menées  par  les  neul 
points  d'inflexion;  et  nous  pouvons  voir  d'avance  que  lo 
problème  qui  consiste  à  réduire  l'équation  d'une  cubique 
quelconque  à  la  forme  canonique  admet  quatre  solutions. 

La  forme  indiquée  ici  est  celle  que  nous  emploierons  géné- 
ralement dans  nos  recherches  relatives  aux  cubiques;  cepen- 
dant il  est  nécessaire  de  déterminer  d'abord  les  invariants 
quand  l'équation  est  mise  dans  la  forme  générale  que  nous 
écrivons  comme  il  suit  : 

aa'^  -h  b  >-'  +  c  w»  -h  3  a*  x^y 
-f  Zai.T'z-\-Zb^y*x 

-i-3c,4;->- -h  6mxKs  =^  o  (*). 


(')  Dans  les  Mémoires  de  M.  Cayley,  les  coefûcienu  des  termes 
y*Zy  z*Xj  a?V,  yz*,  ta:\  xy^  sont  respectivement/,  g,  A,  i,  y,  k.  Dans  les 
Mémoires  allemands  modernes,  les  variables  sont  généralement  représentées 
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218.  Nous  formerons  d'abord  réquatîon  de  la  Hessienne. 
Les  dérivées  secondes  de  la  cubique  sont,  en  négligeant  le 
lacleur  6  qui  leur  est  commun  à  toutes, 

a  z=z  ax  H-ai7-f-  a,c,  /=:  mx  -+-  b^y  -+-  Cj5, 
Oz=i:  biX-h  by  -hbiZj  s^=^aiX -h  my -hCiZj 
c  =  Cl  J  -H  Cj  V  ~^czy      h=z  a^x  H-  bxy  H-  mz. 

En  formant  H  ==a6c-h  2/^/1  —  a/^ — 6^^  —  cA-,  H  est  une 
cubique  dont  les  coeflicients  sont  respectivemeni 

a  —  abx c,  —  am}  4-  2 /wa, ^j  —  6j aj  —  Cxa\, 

b=:6ei,cj —  6m* -f-  2mb^b^  —  ciiK  -c^b], 

c  —coibj —  cm-  4-  2/7tCsCt  —  ajcj  —  ^jCj; 
oaj=:a6ci—  %ambi-^  ab^c^—  6aJ  4- m*a,— ^iCi^iH-  aa,a,63  — c,aj, 
3a,z2ac6|  —  2amct-habiCi —  ca\-h  m^a^—  b^c^a^-^-  'xa^a^c^  —  b%a  , 
31),— 6ar,  —  2bmai-\-  ba^Ci  —  a6}-h  m' 61  —  c,a,6, 4- 26, 6,^3  — c,  6- , 
3b,zr  ^crtj—  a6mCi4-  fta^c,  — c6J  4- /w* 63  — c, a, 6, 4-26,63^1  —a,^;;. 
3c,:ncei6j —  2c/wa,4-  ca,6|  — acj  4-  m*c,  —  aib^Ci  4-  2CiC,aj  —  ^ic], 
3ci  =  cba3—  2cmbi-h  catbi—  bc]  4- m*c,  —  «3630,  4-  2CiC5/>,  —  ûffC;. 
6ni  =  a/rc  —  ( «63 Cj  4-  bci  a,  4-  ca,  6,) 

4-  2m» —  am(6iC,4-  c,a,4-  aibi)-h^{a^biCi-\-  aibiC^), 


par  Xp  â?,,  â?3  et  les coefûcients  en  question  par  a,„,  aj^,,  a,,,,  ....  La  pre- 
mière notation  a  l'avantage  d'être  très  compacte;  dans  la  seconde,  au  con- 
traire, chaque  coefficient  indique  le  terme  auquel  il  appartient.  Dans  les  for- 
mules auxquelles  nous  aurons  beaucoup  affaire,  Tusage  des  suffixes  convient 
moins  qu'une  notation  dans  laquelle  chaque  coefficient  est  représenté  par 
un  seul  caractère;  mais,  comme  l'équation  générale  de  la  cubique  est  em- 
ployée seulement  dans  les  articles  qui  suivent  immédiatement,  j'ai  pensé  que 
le  second  avantage  était  celui  auquel  il  convenait  de  moins  s'attacher.  La 
notation  employée  dans  le  texte  concorde  avec  la  notation  allemande,  en 
remplaçant  a,„  a„,  a„  para,  6,  c  respectivement.  D'après  le  même  prin- 
«'ipc  les  coefficients  de  x*,  >^,  z^  pourraient  s'écrire  a,,  A„  c,  et  l'étaienl 
ainsi  dans  la  première  édition.  Je  ne  mets  pas  de  suffixes  dans  le  cas  de  ces 
trois  coefficients,  non  seulement  pour  abréger,  mais  aussi  pour  diminuer 
le»  risques  de  confondre  l'un  d'eux  avec  l'un  quelconque  des  six  autres  cocl- 
ficicnts. 
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Comme  cas  particulier  du  précédent,  la  Hessienne  de 

^'  H-  /'  -+-  ^'  -H  6  w  xyz  =  o 

—  m*(a7'-|- j»4-5')  +  (i4-2m»)  xyz  =  o. 

21 9.. Nous  pouvons  aussi  former  l'équation  de  la  Cayleyenne. 
Ce  contravariant  exprime  la  condition  pour  que  la  droite 
ajT  H-  P^  +  yz  soit  divisée  en  involution  par  le  système  de 
coniques  Ui,  Ua,  U3,  où 

U I  =  a  07*  -h  6,  r'  -h  Cl  5'  -h  2 myz  -h  2 a, «a:  -+-  2  a^xy^ 
U2  —  a^x^ -h  ^  j' -h  c,5*  +  2  h%yz  -h  2mzx  -{-2bi xy, 
\]3=^  a^x^ -h  bzy^ -h  c  z^-h  ic^yz-^-2CxZx  -h^mxy. 

La  méthode  pour  former  ce  contravariant  a  été  donnée 
(Sections  coniques^  n°  388  a)  et  le  résultat  y  est  exprimé  en 
i onction  des  coefficients  des  trois  coniques.  En  appliquant 
cette  formule  au  cas  actuel,  nous  trouvons 

P  =  Aa'H-  Bp'-h  Cy'-+-  3A,a«p  -+-  3A,a«Y 

+  3B,  p»a  +  3  B,p*Y  H-3C,  Y«a -H  3C,y'P  +  6Ma?Y, 
A=  6c/n  —  bciCi  —  cbib^  —  mbiC^-h  ^iCj-hc, ôj, 
B  =  ca/n  —  cajflj  —  aciCi  —  majC, -h  a,cî  4-c,aî, 
C  =:  abm  —  abi  bz—  ba^a^  —  mbia^-h  ^jaj-l-aj^}, 
3  A,  nz  —  bca^  —  cmbx  -H  bc\  h-  2  ca,  63 

+  2/n'c,—  ZmbzCi  -h  0,0,634-  6iC,c,—  2a,c*, 
3A3=  —  ^caj —  bmCx-^cb\-\-  ^ba^c^ 

'\-irn}bi—Zmc^bx+  b^a^c^-ir  b^c^bi—  2a^b\^ 
3  B,  =  —  cab^  —  cma^  -h  ac\  -\-  2  ca^  b^ 

4-  2/w'ci—  3/nasC,-h  c,a,ôj-i-  a,CiCj—  261CJ, 
3B,=z:  ^  cabi—  amci-h cal-h  labiC^ 

H-2m*a,— 3mCia,-|-a,6,Ci-hajCj«3— 2a,6J, 
3Ci=  —  abCi—  bmai-\-  abl-h  iba^c^ 

-^  2m^bi^3maib^-h  biaiC^-h  a^bib^—  2Ci6J, 
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3Cj=  —  abci  —  ambi  -h  ba]  -h  a  abi  c, 

6M  =  a^c  —  (a6,c, -h  6c, a, -h  ca, 6i  )  —  ^m^ 

En  particulier,  la  Cayleyennede  x^  +  J'*  +  ^'  -f-  6mxyz  esf 

2âO.  Si,  dans  le  conlravariant  qu^on  vient  de  trouver,  nous 
remplaçons  a,  ^,  y  par  des  symboles  de  difTérentiation  par 
rapport  à  x,yj  z,  respectivement  et  qu'ensuite  nous  opérions 
sur  la  cubique  donnée  U,  le  résultat  sera  un  invariant  (Al- 
gèbre supérieure,  n**  139). 

Cel  invariant,  que  nous  représenterons  par  S,  est  du  qua^ 
irième  degré  par  rapport  aux  coefficients  ;  il  est  é^al  à 

S  =  abcm  —  (  bca^  a,  -h  cabi  b^  -h  abci  c,  ) 

—  m(a65C,-+-  6c, «3 -h  caj 61  ) 

-h ( abi cj  H-  aci 6J  -h  6a, c\  4-  bc^a]  -h  c6, a\  -h  ca^  b\ ) 
— /n*-i-2/n*(6iCi-f-c,a,4-a3  6,) 

—  3  m  ( a,  6,  c,  4-  «j  6,  C2 )  —  (  6}  c}  -h  cj  a*  -h  a J  65  ) 
4- (c, a, a, 63 4- a, 65 6, c,  4-  6iCiC,a,). 

Il  revient  au  même  de  dire  que  l'équation  de  la  Cayleyenne 
peui  s'écrire 

Nous  avons  indiqué  (Algèbre  supérieure,  n®  162)  la  mé- 
thode symbolique  par  laquelle  Aronhold  a  primitivement  ob- 
tenu cet  invariant  S  ;  sa  notation  symbolique  est(i  a3)(234)(34 1) 
(4 1 2)  ;  celle  de  son  é vectant ,  la  Cayleyenne ,  es t  (  1  a3)  (a  a3)  (a  3 1  ) 
;^ïi2).  Pour  la  forme  canonique,  S  est  m  —  m*,  et,  comme  S 
est  nul  quand  m  =  o,  c'est-à-dire  quand  l'équation  est  de  la 
S.  —  Courbes  planes.  18 
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forme  x^  -h y*  4-^'  =  o,  il  en  résulte  que  S  est  nul  quand 
Téqualion  peut  se  ramener  à  la  somme  de  trois  cubes. 

231.  Supposons  que  nous  ajons  une  forme 

IJ  =zaa;'*-^  by^ -h  es" -^  ... 

et  un  covariant  V  du  môme  degré 

aa:'»-|-bj'»-f-C5'*-H  ...  ; 

si  nous  connaissons  un  invariant  quelconque  de  U  et  si  nous  for- 
mons rinvariant  correspondant  de  U  -f-  XV,  les  coefficienls 
des  différentes  puissances  de  X  seront  évidemment  des  in- 
variants. Nous  concluons  de  là  que,  dans  le  cas  supposé,  de 
tout  invariant  de  U  nous  pouvons  déduire  un  nouvel  inva- 
riant en  effectuant  sur  lui  l'opération 

d        ,   d  d 

'"Ta-^^Tb-^'^dc^"- 

Appliquons  ce  principe  à  la  cubique  et  à  sa  Hessiennc; 
nous  pouvons  de  l'invariant  S  déduire  un  nouvel  invariant  T 
du  sixième  ordre  par  rapport  aux  coefficients;  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  nous  pouvons  obtenir  T  en  remplaçant  dans 
la  Cayleyenne  a,  p,  y  par  des  symboles  différentiels,  et  opé- 
rant ensuite  sur  l'équation  de  la  Hessienne.  Nous  trouvons  ainsi 

pour  T  la  valeur 

I 

a^b'^c^ — 6a6c(a6,Ct-h^Cia,-i-ca,6i)— 2oa6cm*H- 1 2a6cm(6iC|-hc,at-i-ai''i 

-4-  6a6c(a,6,Ci  -hajfriC,)  H-  4(«*^cJ  -+-  a^cb\  -f-  b^ca\  -+-  6*acJ  -{-c^ab\  -k-c^ha\ 

H-36//i*(ôca,a5-f-ca64  63H- a6ci<?i)  i 

—  il\m{bcb^a\  -h  bcc^ a\  -h  caCib\  -h  caa^bl  -Ka6a,cJ -H  abb^c^  ) 

—  3 (a* 6J c* -h  ^*c} aj -hc^aj  6 J) -h 1 8( 6c6iC,a,a3 -h  cac,a,6,6i -f-  a6a,fc3C|C 
— 12 (bec fG^al-^-  bcb^a^al-hcacib^b^  -i-caa^bibl-habajCic]  -|-a6fr,c,c 

—  i2m»(a68Cï-h  bcia^-h  ca^b^) 

H-i2m*( a^icj  H-  acx  b\  4-  ba^cl  -+-  bc^a\  H-  cb^a\  H-  ca^b\) 

—  6o/w(aôi6jC,Cj-h  ^CiCtataj-h  ca^a^bib^) 
-i-i2m{aafbiC\'^  aaiCibl-h  ^ôsC,a*-h  66,a,cî-h  cc,a,6î-h  cct^jo!  » 
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-h2!i{abib\c\ -h  ac,c\ b]  -h  bc^cla\  4-  banale]  -+-  ca,aj 6J 4-  c6,^>}aî) 
-i2(fl(ï,6tc; -+-  aa^Ci bl  -+-  bb^c^al  -h  bb^a^cl  -h  ccia,6»  4-  ccjô^a») 
-8/»*+a4/»*(6t^i-t-c,a,-has^s)  — 36/n'(a'6,c,  4-aafe|C,) 
-i2m«(6,C|C,a,-+-c,a,aa6,-ha,^a6,C|)  — a4m»(6îcî-hc;a;4-a;^>:) 
+36OT(a,6,Ci-ha,6iC,)(^iCi4-c,a,4-aj^,)-h8(6;c;4-cîaÎ4-aî6J) 
-27(fl;6;c}4-aJ6;cî)  — 66iCiC,a,a,6, 

-i2(6;cîc,a,-h6;c;a,6,-hc;a;a,6,-hc}aJ6iC,4-aJ^îViH-aî^.  Cjor,). 

Pour  la  forme  canonique  cet  invariant  se  réduit  à 

I  —  20  m» — 8m*. 

Sa  forme  symbolique  est  (laS)  (124)  (aSS)  (3 16)  (456)^. 
Nous  pouvons  de  Tinvariant  T  déduire  un  évectant 

doDtnous  n'avons  pas  besoin  d'écrire  les  coefBcients  tout  au 
long.  Pour  la  forme  canonique,  ce  contravariant,  que  nous  re- 
présenterons par  Q,  est  égal  à 

Q=(i  — iom»)(a»-hp»H-Y*)  — (3om«-h24'w»)apY  =  o. 

Tout  invariant  de  la  cubique  peut  s'exprimer  en  fonction 
rationnelle  de  S  et  de  T.  Ceci  peut  se  démontrer  de  la  môme 
manière  qu'on  l'a  fait  pour  le  théorènxe  correspondant  relatif 
à  une  quartique  binaire  {Algèbre  supérieure,  n®  215);  il  y  a 
beaucoup  de  ressemblance  entre  la  théorie  d'une  quartique 
binaire  et  celle  d'une  cubique  ternaire. 

22s.  Nous  avons  exposé  aux  n®'  91  et  188  la  méthode  à 
saivre  pour  former  l'équation  de  la  réciproque  d'une  cubique. 
Nous  donnons  le  résultat,  en  écrivant  seulement  tout  au  long 
les  termes  dont  la  forme  est  réellement  distincte.  Les  autres 
coefficients  peuvent  se  déduire  de  ceux-là  par  une  permutation 
symétrique  de  lettres  : 
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oi^b*c*—6bcb^Ct-h^bc\-{-^cbl—^blc\), 
6a*P( —  bc^bi-\-  2bcmCj^'{'  bcb^Ci —  ^mcbl-^  ^cc^b^bi 

3a*p*(2^c*at--4'wôcc, +  3c'6î  —  ^bcc^a^-h  i6/n*c^, 

—  1 2  mcb^c^  -f-  4  bc\  Cj  H-  4  cû^s  ^Î  ^^ca^  6,  Cj  —  ôcôjèjC, 

—  [\m}c\—  Smb^CiCf—  é^jcj— 2a,Ô3cJ-h4«jCj-H  i  ^^i^i^i)» 

6a*pY[^^(  — 4'w'h-56jC,— 2a,6,  — 2c,a,) 
+  6(2/wciC,-+-  4^jCî —  36,cJ) 
-h  c(2m6i^,  4-4^,62  —  3c,  ^î) 

—  8m' 6, c,  -h  io/n(  ^5 c,  H-  cj  ô,  ) 

—  2a,C2  6|  —  ^a^b^cl  —  1 1  ^i^jCjCj], 

2a'P'[--aôc'--9c'a,6,  -+- 3 ôcci a, 4- 3 ac6j c,  —  2 oc J 

—  260}  — i6c/n'-hcm(i86iCi-i-i8c,a, —  24^363) 
+  9c ( a, ôjCj -+- aj ô,  c, )  4- 12 /n*c,  c, 

-H  6m  (  a,  cj  4-^jcJ)H-6aj  6,  (?,c,-- 18  61  cjc, —  iBaiCjC}], 

6a^^'Y[^^^^»^"^^^''*^3 —  ^bcatCi-^  2acbl-^  ab^cl-{-2mbc\ 

—  5ôc,c,a3  4-4cm'6, — 10  cma^^bi -h  ^cbia^b^ — 6cb\Ci 
-^gcaiCibi-hSm^Cj  — 16  m^  b^Ci -h  1 2  ma^b^Ci — 8ma,cj 
—2mbiC^Ct — [[aib\Cx-^i  06,  b^c\  -h  1 3aj6,CiCî— - 1 1  a,6,cî], 

6  a'  p'  Y*  [  —  4  ût^cm  -h  (  6ca,  a^  -H  ca^j  ô,  4-  abcx  Cj  ) 

—  8m(a6jC,4-  ôCi«3  4-caj6i) 

4-5(a6ic54-  ac,ôÎ4-  fecjaj4-6a,cj4-cÔ3aÎ4-c«3/>^î) 

—  8  m*  4-4'^*  (^1^1  H-  Cjûtj4-  «3^3) 
4-i8m(aj^,c,4-a3^,c,)4-4(^î<^î  +  ^î«î-^«î^5) 

—  i9(6iC,c,a,-hc,a,a,ô,4-as63^c,)]. 

Le  contravariant  que  nous  venons  de  former  est  le  second 
évectant  de  T,  autrement  dit,  Téquation  de  la  réciproque  peut 
s'écrire 
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Nous  avons  indiqué  (n^  91)  que,  pour  la  forme  canonique, 
l'équation  est 

—  24/n«a3Y(«*^-  P'-+- Y*)  — (^4'^  +  4S'^*)«'P*T'=o• 
223.  Les  invariants  d'une  cubique  peuvent  aussi  se  calculer 
ao  moyen  des  équations  différentielles  auxquelles  les  invariants 
doivent  satisfaire  {Algèbre  supérieure,  n**  143).  A  cet  effet,  il 
convient  d'ordonner  Téquation  par  rapport  à  une  des  varia- 
bles et  de  récrire  comme  il  suit  : 

rz^->r^{aQX  -h  ajj)  5* -h  3(^00:' -h  ib^xy -\-  b^y^)z 

-!-(Co^'-l-  3ciX*7-h  3c,^j'-i-Cj/^)  =  o. 

Si  nous  voulons  former  un  invariant  d'un  ordre  et  d'un  poids 
donné,  nous  pouvons  écrire  sans  calcul  la  partie  littérale.  Par 
eiemple,  nous  pouvons  prévoir  que  S  est  de  la  forme 

/•(c*ô)-+-(c*a»)-f-(c6»a)H-(^*), 

dans  laquelle  nous  désignons  par  {c^b)  une  fonction  du  se- 
cond degré  en  c  et  du  premier  en  6;  et  nous  voyons  aussi 
qu'elle  doit  être  un  invariant  de  cet  ordre  pour  b^x^-\-  . . ., 
etCoX'  4- . . .,  considérées  comme  des  formes  binaires,  l'une 
quadratique,  l'autre  cubique;  par  conséquent,  la  théorie  des 
formes  binaires  nous  permet  de  prévoir  la  forme  de  ce  terme. 
U  en  est  de  même  pour  les  autres.  L'invariant  doit  de  plus 
vérifier  l'équation  différentielle 

d         [  d  d\ 

''d^,^V''^db,^''^dbJ 

Par  ce  moyen  nous  trouvons  que  S  est 

—  r(c«6)-i-(c»a*)-h(c6*a)  — (6»)«, 
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OÙ 

(c«a»)  =  (CoC,— cî)aî— (CoCs  — c,c,)a,ao4-(c,c,— cî)a;, 

(c6*a)=aoCo^î— (Coai4-3c,ao)^î*i-l-(«o<?i4-aiC,)(a6;-h6o^) 
—  («oCs  +  3aiC,)6o^iH-aiCs6î, 

De  la  même  manière,  T  est  égal  à 
r^c^)  —  6r(c»6a)  +  4(c»a») 

où 

(C*)=:cjcj  4- 4<^0<?t  ■^"  4^»^î  ~~  3cJcJ  — 6CoCtC,C„ 

-h(ai6oH-2ao^i)(a^iCÎ  — Cicj  — CoC,c,) 

-h  «1 6,(c,cJ  -h  acj  —  3coC,c,) 
(c'a*)  =:  a;(coc}H-  2CÎ—  3c,c,c,) 

-h3aja,(ac,cî  — CicJ  —  CoCjC,) 
4-3aoa}(2CoCÎ  —  CjcJ  —  CqCiC,) 

(c«6»)-3(^»)(c«6)=cî^^î-6coC,6,^«4-6coC,6,(a6î-6oW 

-hcoc,(66o^>,6,--86î)4-9cî^o^; 

—  iSciCibobibi-hdCiC^boi^b]—  b^bt) 

-^gclblbtSCiC^bibl-^cîbl 

{c*b*a*)  =  cl  b\  a]  —  aCoC,  (6J  ai  ao  +  2  6, 6,0}  ) 

—  2CoC,(ôo^t«ÎH-a6îaî  —  iobibtaoai-h^b\a\) 

-+-c}(86;aj4-965aj  — ia^i6,ao«i-h4^o*tOÎ) 

+  2C,Cj(6o6iaoa, -ha^îao^i—  66|6jaJ  — ô^o^taj) 

—  2C,C,(6o^i«î  -HîôJaJ  —  io6o^i«o«i-*-4^o^î) 
-i-cî(86îaj4-96îaî  — i2é>,fto«o«f-t-4^o^««î) 

—  2C,c,(6îao«i-+-a6o6,aî)-|-c;6JaJ, 

ou  bien  encore  nous  pouvons  écrire 

(c'6*a«)n=(c6a)«H-4(c*a«)(^>«)— 8(c«6)(a»6), 
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OÙ 

{cba)  =  c,ao^o—  Cî(«i ^o-^-  2ao^i) 

-4-  Ci(ao6, -h  2ai6|)  —  CcOibi, 

224.  Si  la  courbe  a  un  point  double ,  nous  pouvons  le 
prendre  pour  origine;  r,  a^,  a\  seront  alors  tous  égaux  à 
ïéro;Sseréduit  à  — (6*)*  et  T  à  8  (6*)*.  Nous  voyons  ainsi 
que  T^+  64  S'  est  nul  quand  la  courbe  a  un  point  double. 
Celte  quantité  est  donc  le  discriminant,  comme  on  le  démon- 
trera plus  tard  par  d'autres  moyens.  Si  la  courbe  a  un  rebrous- 
sèment,  {b^)  s'annule;  il  en  est  donc  de  même  pour  S  et  T. 
Poar  la  forme  canonique,  le  discriminant 

T*-h64S»  =  (n-8m»)». 

225.  Dans  les  numéros  qui  vont  suivre,  nous  nous  servirons 
de  la  forme  canonique.  Nous  avons  démontré  (n'^  218)  que 
Téquation  de  la  Hessienne  de  x^  4-^'  -\-  z^  -\-  Qmxyz  =  o  est 
de  la  même  forme,  avec  une  valeur  différente  de  m  et  que, 
par  conséquent,  le  système  des  trois  droites  xyz  passe  par  les 
intersections  de  la  courbe  et  de  saHessienne,  comme  on  Tavait 
prouvé  autrement  (n**  217).  On  voit  également  que  l'équation 
de  la  Hessienne  est  aussi  de  la  même  forme  et  que,  par  consé- 
quent, les  points  d'inflexion  d'une  cubique  sont  aussi  des 
points  d'inflexion  sur  saHessienne,  comme  on  l'avait  démontré 
d'une  autre  manière  (n®  173).  Toute  équation  de  la  forme 
^(^*-i-J''  4-  ^')4-  ^xyz  =  o  peut  évidemment  se  ramener  à 
la  forme  W]  +  |J^H  =  o.  Nous  avons  en  effet 

x*  4-^  +  -s*  -H  ^myzx  =  U, 
—  m* (o?*  -h ^  -h  >5*)  -h (i  -t-  2 m' ) xyz  •=  H 

et,  en  résolvant, 

(I -h  8m»)(ar» -h  j» -h  5»)  =  (i -+- 2m»)U  —  6/nH, 
(n-8m»)a?j2  =  m«U  4- H, 
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d'où 

(i4-8/n*)X  =  a(i-+-2/n')-f-p/n%     (i-h  8m*)iA  =  —  6m« -h  p. 

Formons  maintenant  l'équation  de  la  Hessienne  de  XU+6[jiII, 
c'est-à-dire  de 

(X  — 6|xm*)(a?*-h  j'-h«')-f-6[Xm  -h  (i(n- a/w')]j7/-5  =  o; 

le  résultat  est 

—  (X  —  6|j./n*)[Xm-t-  jx(i -h2/n')]*(a:»4-7*4-5') 
-+-  |(X  —  6|x/n')'4-  2[X/n-f-  ijl(i  h- 2m')]*j  j?^'5=:o. 

Comme  on  vient  de  le  démontrer,  cette  quantité  est  de  la 

forme  X'U  -h  |x'H  =  o  ;  donc 

(i  -h  8/n»)X'  =  — (i  -h  2m»)<X  —  6ixm«)[Xm  h-  hl(  i  h-  am»)]* 
-Mn»j(X  — 6{Am*)»-f-a[X/n-+-  [i(i  4- 2 m*)]*!, 

(1 -h8/n»)iJi'=  6m(X  —  6|im«)[Xm  4- (Ji(i  4- am»)]» 

H-|(X  — 6{x/n*)*-h2[Xm4-  (iL(n-2m')]*j. 

En  développant  et  en  nous  rappelant  qu'on  a 

S=r/n  — m^     T=  I  — 2o/n*4-8/n% 

ces  quantités  peuvent  s'écrire 

V  =  —  2SXV  —  TXji' -+-  8SV',     H^'  =  X»  4-  laSXji* -+-  2T11». 

Les  valeurs  de  V  et  |jl'  étant  exprimées  en  fonction  des 
invariants,  les  formules  que  nous  venons  de  donner  continue- 
ront à  être  exactes  de  quelque  manière  qu'on  transforme 
Téquation  ;  et  par  conséquent  la  Hessienne  de  X  U  -h  6  {jlH,  dans 
laquelle  U  et  H  ont  les  valeurs  générales  du  n*  217,  est 
X'  U  +  }jl'H,  X'  et  [Ji'  ayant  les  valeurs  qu'on  vient  de  donner  (*). 

Ainsi,  quand  on  nous  donne  le  rapport  X'  :  {jl',  nous  avons  une 


(*)  Dans  rédilion  précédente,  cette  relation  était  démontrée  par  un  calcul 
direct  ;  et  c'était  ainsi  qu'on  obtenait  les  valeurs  de  S  et  T. 
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équation  du  troisième  degré  pour  déterminer  le  rapport  X  :  [jl, 
c'est-à-dire  qu'ily  a,  comme  on  l'a  déjiétabli,  trois  cubiques 
qui  ont  pour  Hessienne  une  cubique  donnée. 

Comme  cas  particulier  de  ce  qui  précède,  la  seconde  Hes- 
sienne est 

H(HU)=8S»U-H2Tn; 

il  en  résulte  que  T  =  o  exprime  la  condition  pour  que  la 
seconde  Hessienne  soit  la  courbe  primitive.  Si  S  =  o,  c'est- 
à-dire  (n^  220)  si  l'équation  est  réductible  à  la  somme  de 
(rois  cubes,  la  Hessienne  coïncide  avec  sa  propre  Hessienne 
et  se  compose  de  trois  droites,  comme  nous  le  montrerons 
dans  le  numéro  suivant. 

226.  La  Hessienne  rencontre  une  courbe  en  ses  points 
d'inflexion,  c'est-à-dire  aux  endroits  où  trois  points  consé- 
cutifs de  la  courbe  sont  en  ligne  droite;  si  donc  une  courbe 
n'est  pas  une  courbe  propre,  mais  un  système  comprenant 
une  ligne  droite  comme  partie  intégrante,  tout  point  de 
cette  droite  est  un  point  de  la  Hessienne  et,  par  conséquent, 
quand  la  courbe  se  compose  de  trois  droites,  ces  lignes  con- 
tituent  la  Hessienne.  Ceci  peut  se  vérifier  en  formant  la 
Hessienne  de  xyz  =  o.  Ainsi,  le  système  de  conditions  pour 
quePéquation  générale  représente  trois  lignes  droites  s'obtient 
en  exprimant  que  les  coefficients  dans  l'équation  de  la  Hes- 
sienne (n^  218),  sont  proportionnels  aux  coefficients  corres- 
pondants dans  l'équation  de  la  cubique.  Ce  sont 


a b c ai_ 

aj bi b, Cl Cj m 

a^  b       c       a,  ~ 

"âi^6^~"^~~cj^~c,  ~~m 

C'estun  système  de  quarante-cinq  équations,  qui  paraissent 
équivalentes  à  neuf,  mais  qui  en  réalité  ne  sont  équivalentes 
qn*à  trois  équations  indépendantes.  En  effet  (Sections  co- 
niques, n®  78)  trois  conditions  seulement  sont  nécessaires 
pour  qu'une  équation  du  troisième  degré  contenant  neuf  con- 
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slantes  indépendantes  représente  un  système  de  trois  droites 
qui  ne  renferment  que  six  constantes.  On  peut,  au  moyen 
des  valeurs  (n®  S18)  de  a,  b,  . . .  vérifier  que  les  quarante- 
cinq  équations  équivalent  actuellement  à  trois  équations, 
comme  on  l'a  énoncé. 

V 

227.  LaHessienne  de  >wlH-6[xH  étant  )/U-i-|i'H,  la 

première  courbe  représentera  trois  lignes  droites  si-r^=  t?; 

en  introduisant  les  valeurs  (n*^  225)  de  V  et  |jl',  ceci  donne 
l'équation 

X*-+-24SX*ii»-h8TX|x«  — 48S*|x*  =  o. 

Cette  équation  est  du  quatrième  degré  et  nous  voyons  ainsi, 
comme  on  l'a  déjà  énoncé  plus  d'une  fois,  qu'on  peut  mener 
quatre  systèmes  de  trois  droites  par  les  intersections  de  U 
et  H.  Cette  équation,  résolue  par  les  méthodes  ordinaires 
(  voir  ToDHiiNTER,  Tlieory  of  équations) (  '  ),  donne 

où  ^1,  ^2)  h  sont  les  racines  de  l'équation 

i'-+-i2S«»-+-48S««-T*  =  o    ou    (^  +  4S)»  =  T»-t-64S». 

Ainsi,  étant  donnée  l'équation  d'une  cubique  quelconque, 
nous  pouvons  former  l'équation  de  sa  Hessienne  (n**  218)  et 
calculer  les  valeurs  des  invariants  S  et  T  (n°»  220,  221).  Le 
présent  numéro  montre  alors  comment  nous  pouvons  former 
une  équation  XU  +  6[xH  =  o  qui  soit  décomposable  en  trois 
facteurs  linéaires.  Nous  pourrons  trouver  ces  facteurs X,  Y,  Z 
en  résolvant  une  équation  du  troisième  degré  ;  si  nous  com- 
parons alors  l'équation  donnée  avec  la  forme 

aX»-+-  6Y'-^cZ>-h6mXYZ  =  o, 
(')   Voir  aussi  Sekbct,  Algèbre  supérieure,  t.  II,  p.  447  ®^  S"'^- 
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noas  pouvons  déterminer  a,  bj  c,  m  par  des  équations  du 
premier  degré.  C'est  de  cette  manière  qu'on  peut  effectuer  la 
rédaction  de  l'équation  d'une  cubique  non  singulière  à  la 
forme  canonique. 

Exercice  i.  —  Calculer  les  invariants  de  la  cubique 

228.  Parmi  les  quatre  tangentes  qu'on  peut  mener  à  la  cu- 
bique par  un  point  de  cette  courbe,  deux  coïncident  seule- 
ment lorsque  la  courbe  a  un  point  double,  puisqu'une 
cubique  n'a  pas  de  tangentes  doubles.  L'équation  des  quatre 
langentes  est  (n**  78)  A*  =  4  A'U  et,  si  l'on  prend 

U  =  J7*  -i- /*  -h  5*  -h  ^myzx^ 

En  faisant  ^==0  dans  A^  =  4^'U,  nous  obtenons  une 
équation  du  quatrième  degré  qui  détermine  les  quatre  points 
où  les  tangentes  rencontrent  la  droite  z  ;  cette  équation  est 

Z{x' x^ -\- y y^ -^  ^mz^xy)^ 
ou  bien 

-{'l\{x'^—my'z')xy*-\-{y'^  -h  8/nVj:')/*=:o. 

D'après  ce  qu'on  a  dit,  il  est  clair  que  le  discriminant  de 
cette  quartique  doit  contenir  comme  facteur  le  discriminant 
de  la  cubique.  Si  maintenant  nous  nous  rappelons  que 

x'*  4-  yt  4.  5'»  -h  6  m  x'y  z'  —  o, 

nous  trouvons  pour  les  invariants  5  et  ^  de  la  quartique 

5:r:I2(/n*— /n)5'*:=  — 125'*S 

^=:  — (1  —  aom» -  8/n«)5'«=  —  s'^T. 
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Par  suite,  le  discriminant  de  la  quartique  27/^—5' 
est  27 -5'^  (T^  4-  64  s*),  et  Ton  voit  facilement  d'après  cela  que 
le  discriminant  de  la  cubique  est  T*  +  64 S*. 

229.  La  fonction  anharmonique  des  quatre  points  déter- 
minés parla  quartique  du  numéro  précédent  est  évidemment 
la  même  que  la  fonction  aiiharmonique  du  faisceau  des 
quatre  tangentes.  Mais,  si  les  racines  sont  a,  p,  y,  8,  la  fonction 
anharmonique  de  ces  racines  est  un  quelconque  des  rapports 

mutuelsdesquantités(a— PXy— 8),(a— Y)(P""S)>(°^~"S)(P~ï)• 
Nous  pouvons  former  par  la  méthode  des  fonctions  symé- 
triques Téquation  qui  détermine  ces  quantités;  et  si  Téquation 
de  la  quartique  a  pour  coefficients  a,  4^>  6c,  4^9  ^>  ^^^^ 
trouvons  pour  résultat 


o' v'  —  i2as}^  -h  16^/5'  —  27^*=:  o. 

Les  rapports  mutuels  des  racines  ne  sont  pas  altérés,  si 
nous  les  faisons  croître  toutes  dans  la  même  proportion,  en 

i 
substituant  par  exemple  aj'  =  2zs^,  ce  qui  nous  montre  que 

les  rapports  anharmoniques  sont  les  rapports  mutuels  des 

racines  de 


ou 


»-3.s-+-2l   '  '*' 


64  S' 

La  fonction  anharmonique  dépend  donc  seulement  du  rap- 
port T'  :  S',  mais  nullement  du  point  par  lequel  on  mène  les 
tangentes  (n**  167).  Si  T=o,  l'équation  qu'on  vient  de 
donner  se  réduit  à  2* +  35  +  2  =  0  dont  deux  racines  sont 
égales;  donc  un  des  rapports  devient  Tunité  et  le  rapport 
anharmonique  devient  un  rapport  harmonique  ordinaire. 

Si  S  =  o,  l'équation  en  y  manque  de  second  terme 
et  devient  de  la  forme  j^'*  =  m*  ;   ses   racines   sont  de   la 
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forme  m,  ntiù,  mci)^,  en  désignant  par  co  une  des  racines 
cubiques  imaginaires  de  l'unité  et  le  rapport  commun  des 
racines  est  co.  C'est  ce  qu'on  appelle  la  section  équi-^anhar- 
monique* 

230.  A  l'aide  de  la  forme  canonique,  nous  pouvons  former, 
comme  dans  le  n**  223,  les  invariants  S  et  T  de  XU  -|-  6  jjlH, 
ou  de 

(X  — 6  jxm«)(j?* -4-/* -+-«•) -h  6[/nX  4- fx(i  -h  3m»)]^/>c, 

et  nous  trouvons  sans  difBcullé 

S(XU+6HLn)=:SX*-i-TX»iJi— 2iiS»YV— 4STX(x»^(T*-+-48S»)it* 
T(XU-i-6|xH)=:  TX«  -  96S«X»pi  -  60STX*  fx» 

—  2oT»XV'-i- 24oS«TX*|x* 
-48(ST*-h96S*)Xfi»-8(7aS'T-hT»)|x«, 

et  si,  au  moyen  de  ces  valeurs,  nous  formons  le  discriminant  R 
ou  T*4-  64s*,  nous  obtenons 

R(XU-f-6[jLH)=R(X*-+-24SX*|x«-f-8TXtx»-48SV*)'. 

Dans  cette  relation  le  facteur  qui  multiplie  R  est  le  cube  de 
la  fonction  du  quatrième  degré  en  X  et  [jl  formée  au  n  '  227; 
nous  aurions  pu  le  prévoir,  car,  si  la  cubique  U  n'a  pas  de 
point  double,  les  seules  cubiques  à  points  doubles  qu'on  peut 
mener  par  les  points  d'inflexion  sont  les  quatre  systèmes  de 
lignes  droites.  Les  valeurs  que  nous  venons  de  donner  pour 
les  S  etT  de  XU  -}-  6[xH  sont  des  covariants  de  cette  fonction 
du  quatrième  degré  en  X  et  [jl;  elles  diffèrent  seulement  par 
les  facteurs  numériques  4  et  a  respectivement  de  la  Hessienne 
et  du  covariant  appelé  J  {Algèbre  supérieure,  n**  209);  et 
les  coefficients  de  U  et  H  dans  la  valeur  de  H(XU  -i-6|xH) 
ne  diffèrent  que  par  des  coefficients  numériques  des  dérivées 
par  rapport  à  X  et  |x  de  la  forme  du  quatrième  degré. 

Tous  les  covariants  cubiques  peuvent  s'exprimer  sous  la 
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forme  >iU  +  |JiH;  les  exemples  qui  suivent  en  donnent  la 
preuve. 

ExERCiCK  1 .  —  Si  a/bfCj . ,.  représentent  les  dérivées  secondes  et 
A,  B,  ...  les  quantités  te  —  /*,...,  comme  dans  le  n*  184,  et  si  a\ 
h',  ...  ;  A',B'  représentent  les  quantités  correspondantes  pour  la 
Il'essienne,  alors 

Aa'-f-B6'-hGc'-+-  aF/'-h  aG^'-h  aHA'^o 

est  un  coçariant  cubique. 
Nous  employons  les  valeurs 

a  =  x,  /  =  mx,  X  —  yz  —  /n^a?^,  F  =  m'^yz  —  mx'^y 
^  =.^>  ^  =  m/,  B  =  ^07  —  w'^'^,  G  =3  m'^zx —  my-^ 
c  =  Zj     h  =  mzy     C  =  xy  —  m*^*,     U  =  m^ay  —  mz-\ 

a'  =  — 6/n*ir,    Z' =(n- a/n»)ar, 

b'  =  —  6/n«7,     ^'  =  (i  +  a/n»)/, 

A  =36m*7z~(i-4-a/n»)*a7*,  F'=(n-am»)*7z-t-6/n*(i-4-a/n»)«V 
B'  =36m*.w?— (i-+-a/n»)«7*,  G'=(i-h2/»»)«^flr-+-6m*(n-am»)/». 
G'  =  36/n*a7— (n-a/n»)«^*,     H'  =  (i  -Ham»)*a7  -4-6  m*(i-t-am»)«». 

Donc  le  covariant  en  question  est  —  a  SU.  On  aurait  pu  prévoir 
qu'il  n'en  pouvait  différer  de  SU  que  par  un  facteur  numérique,  car 
c'est  un  covariant  du  cinquième  degré  par  rapport  aux  coefficients,  et 
par  conséquent,  s'il  est  delà  forme  a  U  -4-  6  H,  a  doit  être  du  quatrième 
degré  et  b  du  second  en  fonction  des  coefficients  ;  mais  il  n'a  pas  d'inva- 
riant du  second  degré  et  S  est  le  seul  invariant  du  quatrième  degré. 

Exercice  2.  —  Calculer  de  la  même  manière  le  covariant 

X'a  -4-  B'b  -4-  Ce  -4-  aF7-4-  aGV  H-  aH'A. 

Réponse.  —  TU -4- 1  a  SU. 

231.  L'ordre  d'un  covariant  d'une  cubique  en  fonction 
des  variables  est  un  multiple  de  trois,  et,  en  général,  si 
l'ordre  d'une  forme  ternaire  est  un  multiple  de  trois^  il  en 
est  de  même  pour  tout  covariant  de  cette  forme.  Ceci  résulte 
immédiatement  de  la  méthode  de  représentation  symbolique 
exposée  dans  l'yi /^è ère  supérieure j  Chap.  XIV;  en  effet,  tout 
symbole  (ia3)  diminue  de  trois  unités  l'ordre  de  la  fonction 
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sarlaquelle  il  opèreet,  dans  cette  méthode  symbolique,  Tordre 
de  la  fonction  sur  laquelle  on  opère  est  un  multiple  de  celui 
de  la  forme  donnée. 

II  est  facile  de  voir  que  Péquation  de  tout  covariant 
cubique  de  x^  -h y*  -t-«*  -f-  bmxyz  =  o  est  de  la  forme 
«(jj'H-^''  -h^')  4-  ^xyz  =  o;  et  cette  expression  est,  comme 
nous  l'avons  vu,  réductible  à  la  forme  XU  -h  |jlH  =  o  ;  cepen- 
dant, pour  exprimer  les  covariants  d'ordre  plus  élevé,  il  est 
nécessaire  d'avoir  un  troisième  covariant  fondamental.  Celui 
que  nous  choisissons  peut  se  définir  comme  il  suit  :  considé- 
rons la  polaire  conique  d'un  point  ax^  H-  ...  et  la  polaire 
conique  du  même  point  par  rapport  à  la  Hessienne  a'x^  + . . .  ; 
il  existe  alors  {Sect.  coniques,  n® 378)  une  conique  covarianle 
de  ces  deux  courbes  qui  est  donnée  par  l'expression 

(B'C 4-  B'C  —  2  FF) a:«  H-  . . .  =  o, 

et  la  condition  pour  que  cette  conique  passe  par  le  point  pri- 
mitif fournit  un  covariant  de  la  cubique.  Puisque  B,C,. . .  con- 
tiennent chacun  les  variables  au  second  degré,  le  covariant 
est  du  sixième  degré  par  rapport  à  ces  variables  ;  el, 
comme  B,  C,  ...  sont  du  second  degré  et  B^,  G'  du  sixième^  par 
rapport  aux  coefficients,  il  est  du  huitième  ordre,  par  rap- 
port à  ces  coefficients.  La  valeur  effective  de  ce  covariant 
pour  Téquâtion  générale  n'a  pas  été  calculée;  mais,  si  nous 
nous  servons  des  valeurs  de  A,  B;  ...  données  dans  le 
numéro  précédent,  nous  trouvons  que,  pour  la  forme  cano- 
nique, ce  covariant  est  4^;  ^  est  égal  à 

3TO*(i  4-2  m»)(a?»-h7»-h-5»)*— m(  I  — 2om»-- 8 /n«)(a?»-H7»-h-8»)j?/5 
-3in«{i— 2o/n«-H8in«)x«7«-5«  — (i4-8m,)*(7»^»+aî»+5»x»7») 

ou 

m» (2  -H  /n»)U«  —  m(i  -h  2/?i»)UH 

-f.3m«H»  — (i  +  8/w»)*(j'-3»-h«'^'-+-d:V) 

Il  existe  deux  autres  covariants  du  même  ordre  que  6  par  raf  - 
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port  aux  variables  et  aux  coefficients,  qui  ont  les  mêmes  titres  à 
être  choisis  pour  le  covariant  fondamental  du  sixième  ordre. 
Le  premier  représente  le  lieu  d'un  point  dont  la  droite 
polaire  par  rapport  à  la  Hessienne  est  tangente  à  la  conique 
polaire  du  même  point  par  rapport  à  la  cubique  ;  ou  bien 

AU»  +  BM'«  -f-  CN'«  4-  2  FM'  N'  +  2  GN'  L'  -+-  2  HU  M'. 

Dans  cette  expression,  L',  M',  N'sont  les  dérivées  de  la  Hes- 
sienne. Ce  covariant  s'exprime  immédiatement  en  fonction 
de0,  au  mojen  de  la  formule  OS'  —  F  {Sections  coniques, 
n**  38i ,  Ex.  1).  Ici  nous  devons,  dans  cette  formule,  remplacer 
0  par —  2 SU;  S'  par^ôH  et  F  par  4Ô;  nous  trouvons  ainsi 
que  le  covariant  en  question  est  —  4  (  ®  +  3  SUH).  Il  existe  de 
même  un  covariant  qui  représente  le  lieu  d'un  point  dont  la 
polaire  par  rapport  à  la  cubique  est  tangente  à  la  conique 
polaire  du  même  point  par  rapport  à  la  Hessienne  ou  bien 

A'L»  -+-  B'M»  4-  C'N*  -f-  2FMN  -+-  2G'NL H-2irLM  —  o. 

En  calculant  encore  cette  valeur  par  la  formule  O'S  —  F{Sec- 
/lo/i^co/iiywc^,  n**  381),  eteny  remplaçant©' par — TU+iaSH, 
S  par  U  et  F  par  40»  le  covariant  en  question  devient 

-(TU»-  i2SUH4-4e). 

232.  Tout  covariant  de  x'  -f-^'  -h  -z'  -h  Gmxyz  sera  évidem- 
ment une  fonction  symétrique  dex^y^z;  il  pourra  donc  s'ex- 
primer en  fonction  de  x^-{-y^-^z^^xyZjj^^z^-]-z^x^-\-x*y* 
et  par  suite  en  fonction  de  U,  H,  6  et  des  invariants.  Mais  un 
covariant  n'est  pas  nécessairement  une  fonction  rationnelle 
de  U,  H,  0.  En  effet,  nous  pouvons,  comme  dans  YAlgèbre 
supérieure,  u^  223,  former  un  covariant  dont  le  carré  soil  une 
fonction  rationnelle  de  ces  quantités  sans  que  le  covariant  lui- 
même  jouisse  de  cette  propriété.  Soient/),  y,  r  les  coefficients 
de  la  cubique, 

p»—  (i  -+-  8m»)  (^«4.7»  -+-  5«)p* 
4-(H-8m')*(j'5'+5»^5  4-xV)p  — (i-h8/n»)«a:»/»5«^o. 
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D'après  la  théorie  des  équations,  si  J  est  égal  à 

nous  avons 

J*=:/?*9*  -h  iSpgr  —  2  7r*  —  49*  —  4'7>*- 

Mais  Py  Çf  f"  sont  immédiatement  exprimables  en  fonction 
de  U,  H,  6;  en  les  remplaçant  par  leurs  valeurs  dans  Téqua- 
lion  qu'on  vient  d'écrire,  on  a 

jî-4e«4-TU»e« 
4.e(-4S»U*4-2STU»H-72S«U«H«-i8TUH»-f-io8SH*) 
-i6S*U»H-  iiS«TU*H«- 4T«U»H»  +  54STU«H* 
-432S*UH»— 27TH«. 

L'identité  que  nous  venons  de  donner  peut  ôtre  mise  sous 
la  forme 

4e  (e  -f-  XU«)(e  -*-  |aU«)  =  J»  +  II*. 

Celte  expression  montre  que  le  système  0  (0  +  ^U^)(B -h  |Jt  U*) 
est  tangent  à  H,  c'est-à-dire  que  H  est  tangente  à  chacune  des 
courbes  représentées  par  les  trois  facteurs,  ou  bien  passe  par 
leurs  intersections  deux  à  deux.  Mais  6,  U  et  H  n'ont  pas  de 
point  qui  leur  soit  commun  à  toutes  les  trois  :  donc  H  est  tan- 
gente à  9.  La  courbe  J  qui  passe  par  les  points  de  contact  se 
compose  des  polaires  harmoniques  des  neuf  points  d'inflexion . 
Nous  donnons  encore  un  exemple  ou  deux,  pour  montrer  qu'il 
est  possible  d'exprimer  les  autres  covariants  en  fonction 
de  U,  H,  e. 

Exercice  1.  —  Former  l* équation  des  neuf  tangentes  d inflexion. 
Nous  avons  fait  voir  (n*  217)  que  les  tangentes  d'inflexion  sont 

Lî~(i-t-8/w5)ir5,     U— (H-8m»)73,     U  — (n- 8m5)-s'. 
Faisons  le  produit  de  ces  trois  facteurs,  nous  aurons 

-4-  (i  -+-  8m5)*(^'^»  -+-^^a:5  -H  x^y^)\}  -^{i  +  ^m^yx^y^ z"^  =  o; 
S.  —  Courbes  planes,  '9 
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si  nous  remplaçons 

et  (i'hSm^)xyz  par   leurs  valeurs  données  précédemment,  nous 
trouvons  que  l'équation  cherchée  des  neuf  tangentes  est 

5SU»H  — H»— Ue  =  o. 

La  forme  de  cette  équation  montre  que  H  et  6,  qui  sont  tangentes 
entre  elles,  comme  nous  l'avons  démontré,  ont  les  neuf  tangentes 
pour  tangentes  communes. 

EXERCICE  2.  —  Former  r équation  de  la  Cayleyenne  en  coordon- 
nées ponctuelles. 

Nous  avons  à  trouver  la  réciproque  de  l'équation  tangentielle  de  la 
Cayleyenne  qui  est  (n*  219) 

m(a»H-  p»-f-  Y»)-4-(i-t-4in>)aPY  =  o. 

La  réciproque  s'obtient  d'après  le  n""  222  et  en  exprimant  les  quan- 
tités a?«H-^'-f-^',   ...  en  fonction  de  U,  H,  6.  On  trouve  ainsi  que       i 
l'équation  résultante  de  U  Cayleyenne  est 

4Se  — TH»— i6S«UH  =  o. 

233.  On  peut  de  même  exprimer  tout  contravariaDt  de  la 
cubique  en  fonction  de  trois  contra  variants  fondamentaux; 
et,  à  cet  efiet^  nous  pouvons  employer  les  troiâ  contravariants 
dont  nous  avons  déjà  parlé  :  ce  sont  les  évectants  de  S  et  T 
(n***  219,  221  ),  que  nous  avons  appelés  P  et  Q  et  en  fonction 
desquels  tout  contravariant  cubique  peut  s'exprimer,  et  In 
réciproque  F  (n**  222).  Nous  pouvons,  comme  dans  le  n**  230, 
former  les  invariants  de  la  quantité  XP  +  |jlQ,  qui  est,  pour 
la  forme  canonique, 

[/?/X-h(i— iom')|A](ot»4-p»-+-Y»)-t-[(i  — 4m»)X  — 6mV(5-^4»»*)M 
et  nous  trouvons 

S(XP-+-|AQ)=i(i92S»-T»)X*4-768S«TXV-^ai6(3ST«—64S*)A'a^ 
-h2i6(T'— 64TS»)Xjx»-i296(5S«T«-+-64S»)p.\ 
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T{)iP-hiiQ)  =  (T»-+-576S«T)X«-ha88(5S«T«-.i92S»)X»|x 

-f.  54o(3ST'— 32oS*T)X*|A«-+.  54o(T*  -  448S»T*)X»[JL» 
— 19440(7  S*T»— 64  S»T)X«[JL* 

—  ii664(3ST^  — 32S*T«4-ao48S')X|A» 

—  5832(T»  +  4oS»T'4-a56oS«T)|A«, 

RaPH-jiQ)=[SX*-+-TX»|x-h7aS*X»|jL'-Hio8STXjx»4-27(T*— i6S»)fx*pR« 

De  même  que  dans  le  n^  230,  les  fonctions  du  quatrième  et 
du  sixième  degré  en  X  et  {ji  qui  figurent  dans  les  valeurs  de  S  etT 
sont  les  covariants  de  la  fonction  du  quatrième  degré  dont  le 
cube  entre  dans  la  valeur  de  R. 

On  a  aussi 

H(XP-hHtQ)=[TX»-M44S»XV'4-324STX|jL«4-io8(T»-i6S«)ii']P 
-(4SX»4-3TX«jiH-i44S*XV-Mo8STjii»)Q 

les  quantités  qui  multiplient  P  et  Q  respectivement  étant 
les  dérivées^  par  rapport  à  pi  et  \  de  la  même  fonction  du 
quatrième  degré. 

234.  Nous  pouvons  former  de  la  même  manière  le  P  et  le  Q 
de  WJ  H-  6|xH,  et  nous  trouvons 

P(XU+6|AH)  =  PX»-hQXV— i2SPXii*4-4(SQ-TP)[jl', 

Q(XU-h6|xH)  =  QX»-i-6oSPXV  — 3oTPX»|a'— loTQXV' 
H-i2o(2S«Q  — STP)Xhl* 
H-24[STQ-(T«4.24S»)P]ix»; 

si  maintenant  nous  représentons  par  ^  et  ^  le  S  et  le  T  de 
XU4-6[xH,  donnés  dans  le  n®  230,  ces  valeurs  diffèrent 
seulement  par  les  facteurs  3(T2-f-64S»)  et  (T2-1-64S3) 
respectivement  de 

(48S«P  +  TQ)^-^(3TP-4SQ)^, 
(48S«P  +  TQ)^  +  (3TP-4SQ)0; 
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si  nous  formons  encore  le  P  et  le  Q  de  (XP  -h  jxQ),  les  résul- 
tats sont 

P(XP-maQ)  =  X»(8S*U  — TH)-hi8XV(STU4-8S*H) 
-h  9X|A»[(T«  —  32S»)U  -+- 12  STH] 
-54|i'[4S*TU-(T«-h32S')H] 

Q(XP-+-iiQ)  =  X»[i6S«TUm-(T»-M92S»)H) 

H-3oX*}x[S(T«— 64S»)U-hi6S«TH] 

+  i5X»ïi«[T(T«— 32oS»)U4-48STni] 

— 27oXV'[i6S*T*U-T(T«-64S»)H] 

-i62oXix*[ST»U4-4S*(T«-64S»)H] 

—324  [1»  [(T*4-24T'S»-h5i2S«)U-6ST(T«4-i28S»)ll]; 

et  si  maintenant  nous  désignons  par  ^  et  ^  le  S  et  le  T 
de)wP+  |jlQ,  que  nous  avons  calculés  n**  223,  ces  valeurs 
diffèrent  seulement  par  des  facteurs  de 

(48S«U  4. 18TH)  ^  -f.(TU  -  24SH)  j- 
et 

(48S=U  H-  18TH)  ^  4-  (TU  -  24SH)  ^. 

A  ces  formules  on  peut  ajouter  la  réciproque  de  XU  H-6(xll, 
qui  est 

(X^-t-24SXV'-H8TXHL»  — 48SV*)F 

—  24|i(X»-h2T[jL»)Pî  — 24p.«(X»— 4S|A«)PQ  — 8X|x»Q« 

et  celle  de  XP  +  |jlQ,  qui  est 

4[SX*-+-TXV  +  72S«X«ïi*-Mo8STXix«-h27(T«— i6S»)ft^]e 

-[TX*4-2i6STXV*-Hio8(T*-64S»)Xhi»4.3888TSV']I1- 
—  [i6S«X*-4-23STXV-Hi8T«XV'4-2i6S(T«-h32S')ft*]Un 
-f-[64Sn'ïH-i44S*TXV'-+-io8ST«Xii»4-27T(T«-M6SV]U*. 

235.  Nous  allons  maintenant  indiquer  ici  une  identité  fort 
utile.  Supposons  que,  dans  une  cubique,  nous  remplacions  jt, 

^',  Zy  par  a:  +  X^, ^+Vk',  z-^-Xz'^  et  que  nous  écrivions 
le  résultat  sous  la  forme 

U-h3XS-h3X«P+X»U', 
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aalrement  dit,  supposons  que  S  et  P  représentent  la  conique 
polaire  et  la  droite  polaire  de  (a/,j^,  ^)  par  rapport  à  U;  ce 
qui  donne,  pour  la  forme  canonique 

P=(a?'«-+-2myV)a:4-(7'*-H2/w5'a?')7-+-(2''-h2mj7'y)5; 

supposons  de  même  que  le  résultat  d'une  substitution  sem- 
blable dans  H  soit  écrit  sous  la  forme 

H^_3Xn-3X'n  +  x»ir, 

c'est-à-dire  soient  2  et  II  la  conique  polaire  et  la  droite 
polaire  de  (^j^,  V)  par  rapport  à  laHessienne,  nous  pour- 
rons alors,  à  l'aide  de  la  forme  canonique,  vérifier  l'équation 
identique  qui  suit 

3(Sn— 2:P)-H'U-riu'. 

Il  résulte  de  là  que,  si  (^',y ,  z')  est  sur  la  courbe  et  si,  par 

conséquent,  U'=  o,  l'équation  U  =  o  peut  être  écrite  sous  la 

forme 

Sn—  2P  =  o. 

De  cette  forme  découlent  immédiatement  les  conséquences 
suivantes  : 

(a)  Les  droites  P  et  II  se  coupent  sur  la  cubique  :  c'est- 
à-dire  le  tangentiel  du  point  (x^^y,  z'^)  ou  le  point  où  la  tan- 
gente P  rencontre  de  nouveau  la  cubique  est  l'intersection  de 
P  avec  U,  polaire  de  (^',^',  z')  par  rapport  à  la  Hessienne 
(n-  183). 

(6)  Les  points  de  contact  des  tangentes  menées  de  (^',^,^') 
à  la  cubique,  qui  sont,  comme  on  le  sait,  les  intersections  de  S 
avec  U,  sont  aussi  les  intersections  de  S  avec  S,  conique  po- 
laire de  {x'y  y,  y)  par  rapport  à  la  Hessienne. 

(c)  L'équation  S II  —  SP  =  o  est  le  résultat  qu'on  obtien- 
drait en  éliminant  une  indéterminée  9  entre  S  -h  8S  =  o, 
P-f- 811  =  0.  La  première  équation  représente  une  conique 
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passant  par  les  intersections  de  S,  2;  la  seconde  est  la  polaire 
de  (pcf^y^  z')  par  rapport  à  la  même  conique  :  par  conséquent, 
la  cubique  donnée  peut  être  engendrée  comme  lieu  des  points 
de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point  (a^,  y,  z')  à  un 
système  de  coniques  passant  par  quatre  points  fixes. 

(rf)  Si  S  4- OS  représente  deux  droites,  P  +  6n  passe 
évidemment  par  leur  intersection  :  cette  intersection  est  donc 
un  point  de  la  cubique,  et  P  +  QH  est  la  tangente  en  ce 
point  :  donc  les  quatre  points  de  contact  des  tangentes  à  la 
cubique,  issues  de  (^,^,  js'),  forment  un  quadrangle  dont  les 
trois  centres  sont  sur  la  cubique  et  sont  les  points  cotan- 
gentiels  de  (^,  y,  z'){voir  n®  150). 

(e)  Si  nous  considérons  les  points  d'intersection  de  la 
courbe  et  de  sa  Hessienne  par  une  droite  quelconque,  par 
exemple  .s  =  o,  l'identité  du  présent  numéro  nous  donne 

ab  —  ba  =  3(a|6i  — biaj), 

c'est-à-dire  que  l'invariant  P  des  deux  cubiques  binaires 
s'annule.  On  voit  donc  encore  que  la  Hessienne  rencontre 
la  courbe  en  ses  points  d'inflexion.  En  effet,  puisque  P  est  nul, 
l'éliminant  des  deux  formes  est  Q  =  o  (Algèbre  supérieure, 
n^  200).  Donc  aux  points  d'intersection,  u  +  'kif  renferme 
un  cube  parfait. 

236.  Je  me  suis  servi  de  cette  identité  {Philosophical 
Transactions f  i858,  p.  535)  pour  former  l'équation  de  la 
conique  qui  passe  par  cinq  points  consécutifs  d'une  cubique. 
Puisque  S  est  tangente  à  la  cubique  et  que  P  est  la  tangente 
commune,  l'équation  d'une  conique  tangente  à  U  en  (^,  j^,  sf) 
est  S  —  PL  =  o,  L  =  ax  +  p^  H-  Y^  étant  une  droite  arbi- 
traire. Mais,  au  moyen  de  l'identité  que  nous  avons  établie, 
l'équation  de  la  cubique  peut  se  mettre  sous  la  forme 

D(S  — PL)— P(2  — nL). 
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Donc  les  quatre  points  odi  S  —  PL  rencontre  de  nouveau 
la  cubique  sont  ses  intersections  avec  S  —  LII;  et,  si  cette 
dernière  conique  passe  par  (a/jj^^,  z!)^  la  première  passera  par 
trois  points  consécutifs  de  la  courbe.  Mais,  si  nous  rem- 
plaçons j;,  y,  z  par  oc' y  y,  y,  nous  aurons  S'  =  II'  =  H'  et  la 
condition  pour  que  S  —  IIL  passe  par  (a/,  y,  jj/)  est  L  =  i . 

Maintenant,  pour  que  S  —  LP  passe  par  quatre  points  con- 
séculifs,2 —  LII  doit  avoir  P  pour  tangente  au  point  (ar',j^,z'). 
Mais  la  tangente  à  S  —  LD  (qui  est  la  polaire  de  ai  y  z^  par 
rapport  à  cette  fonction)  est 

2n  — L'n  — LD' 

ou  bien   II  —  H'L  (puisque  L'=:  i  ;  11'=  H'),   et,    comme 
celle  quantité  doit  être  proportionnelle  à  P,  nous  avons 

L*équalion  générale  d'une  conique  passant  par  quatre  points 
consécutifs  est  donc 


cl 


S~eP«-jpPn  =  o, 


£  — epn— jl^n'rrio 


passe  par  les  deux  points  où  Ja  précédente  conique  rencontre 
de  nouveau  la  cubique;  Téquation  de  la  cubique  est  réduc- 
tible à  la  forme 

n ^S  —  ep«  -  jiyPn)  =  p (^2  -  epn  -  ji^ n» y 

237.  Puisque  ces  deux  coniques  ont  P  pour  tangente  com- 
mune, il  sera  possible,  en  ajoutant  les  équations  multipliées 
par  des  constantes  convenables,  d'obtenir  un  résultat  divisible 
par  P,  et  le  quotient  représentera   la   droite  qui  joint  les 
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points  où  la  conique  rencontre  à  nouveau  la  cubique.  Il 
est  nécessaire  pour  cela  de  déterminer  |jl  de  manière  que 

[jlSh-S—  777  n*  soit  divisible  par  P;  nous  y    arrivons    en 

égalant  à  zéro  le  discriminant  de  cette  quantité.  Mais  on  trou- 
vera,   en    eflfectuant    le    calcul,    que    ce    discriminant    est 

6' 
jjL»H'4-4t^^ï77^  c^tte  quantité  sera  donc  décomposable  en 

facteurs,  si  |jl=  —  717^;  et,  comme  l'un  des  facteurs  est  P,  si 
nous  représentons  l'autre  par  M,  nous  aurons 

Au  moyen  de  cette  équation,  Téquation  de  la  cubique 
donnée  à  la  fin  du  dernier  numéro  se  transforme  en  la  sui- 
vante : 

(n  +  ixP)(^S-eP^~jJ,Pn)  =  P«[^M~^n-ô(n  +  ïxP)j. 

La  forme  de  Péquation  montre  que  II  4-  [jlP  est  la  tangente 
RU  tangentiel  du  point  donné  sur  la  cubique,  et  que  M  —  ^  D 
passe  par  le  second  tangentiel  du  point  donné  (voir  n°  1S5). 

238.  Pour  que  la  conique  puisse  passer  par  cinq  points 
consécutifs,  les  coordonnées  ^,J^,  z'  doivent  vérifier  l'équation 

M-^n-e(nH-[jLP)=o. 

La  seule  difficulté  consiste  à  déterminer  le  résultat  de  la 
substitution  de  a:',  ^',  z^  dans  M.  Si  nous  différentions 
Téquation 

1*8-4-2:- jin«  =  MP, 
par  rapport  à  x^y  ou  z  et  si  nous  remplaçons  Xy  y^  z  par  a/, 
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/,  J  dans  les  résultats,  en  remarquant  que 

^_    ^'       d^'  _    du' 
dx'  dx'       dx'  dx' 

nous  avons  M'=  2{ji,  et  le  résultat  de  la  substitution  de  x', 
r',  J5'  à  la  place  de  ar,  y  y  z  dans 

M_j'J-n-e(n  +  j.P)=o, 

A' 6 
est  [JL  —  6H'=  o;  et,  comme  nous  avons  trouvé  |jl=  —  rrj^» 

nous  avons  9=  —  —7^»  et  le  problème  est  complètement 
résolu. 

239.  Nous  allons  indiquer  une  autre  forme  générale  à 
laquelle  on  peut  ramener  l'équation  d'une  cubique  et  qui  est 
ia  suivante  : 

ax'  4-  by^  -t-  cz^  4-  du}  =  o 
où 

X  -^  y  -^  z  -\-  u^=io. 

La  conique  polaire  d'un  point  {x'^y'^z!,  u')  étant 

ax'x'  -H  bfy-  4-  cz'  z-  4-  du'  u'  =  o, 

la  conique  polaire  du  point  pour  lequel  x'=  o,  ^=  o  est 
un  couple  de  droites  passant  par  m  =  o,  2  =  o,  on  voit  par  là 
quelespointsxj',  ^u;a;.3,j2/;ara,^^sontdes  couples  de  points 
correspondants  sur  la  Hessienne.  La  forme  que  nous  venons 
d'écrire  contient  implicitement  onze  constantes  et  l'équation 
générale  d'une  cubique  peut  s'y  ramener  d'une  infinité  de 
manières.  Les  valeurs  des  invariants  pour  cette  forme  sont' 

S  =  —  abcdf 

T  =  b^c-d"  -4-  c^-d'a-  4-  d'à-  b*-  4-  a-  b*'C^ 

—  2abcd(ab  -\-  ac  -\-  ad  -^  bc  -^  cd -^  db). 

Le    discriminant  se  forme  au  moyen  de  trois  équations 
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obtenues  en  prenant  les  dérivées  par  rapport  k  x,y,  z  respec- 
tivement; ces  équations  sont 

ax^=:du^,     bj^=zdu*y     cz^^=du^; 

donc  0?,  jK>  Zj  u  sont  respectivement  proportionnels  aux 
inverses  de  y/a,  y/6,  ^^c,  y/rf.  En  substituant  ces  valeurs  dans 
x-^y  4-^4-  «=  o,  nous  obtenons  le  discriminant  sous  la 
forme 

sjbcd  -h  y/Wa  +  \Jdab  -h  ^abc  :=  o. 

Cette  expression,  débarrassée  de  radicaux,  donne,  comme 
plus  haut,  R  =  Tî»  +  64S»  =  o('). 

210»  Nous  terminons  ce  Chapitre  par  quelques  remarques 
sur  le  cas  où  la  cubique  se  décompose  en  une  conique  et  une 
droite.  Si  une  courbe  possède  deux  points  doubles,  ou  un 
rebroussement,  non  seulement  son  discriminant  est  nul, 
mais  il  en  est  aussi  de  même  des  fonctions  obtenues  en  dif- 
férentiant,  par  rapport  à  un  quelconque  des  coeflicients  de 
Téquation  primitive,  l'expression  générale  du  discriminant 
en  fonction  de  ces  coefficients  (voir  Algèbre  supérieure, 
n<>*  103,  113).  Mais  Texpression  du  discriminant  d'une  cu- 
bique étant  de  la  forme 

T»H-64S»=o, 

ses  différentielles  sont  de  la  forme 

^^T  c.^S         rw^dT  o.^S 


(')  Pour  les  autres  invariants  et  contra  variants,  quand  l'équation  est 
écrite  sous  cette  forme;  voir  Philosophical  Transactions f  p.  aSa  ;  1860.  Voir 
aussi  la  Géométrie  à  trois  dimensions,  n*  538,  pour  quelques  remarques  sur 
la  méthode  par  laquelle  on  forme  les  invariants,  etc.,  quand  Téquation  a  été 
écrite  avec  une  variable  additionnelle  liée  aux  variables  originelles  par  une 
relation  linéaire. 
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Si  la  courbe  a  un  point  de  rebroussement,  nous  avons 
S  =  0,  T  =  o  (n^  224),  et  toutes  ces  différentielles  s'annulent 
conformément  à  la  théorie.  Si  la  courbe  a  deux  points 
doubles,  c'est-à-dire  si  la  cubique  se  décompose  en  une 
conique  et  une  droite,  nous  avons  la  suite  d'égalités  de 
rapports 


dT.dS 
da  *  da 


dT 
db 


dS 
db 


de  '  de 


Ces  équations,  écrites  tout  au  long,  formeraient  un  système 
d'équations  dont  chacune  est  du  huitième  ordre  par  rapport 
aux  coeflicients;  elles  constituent  le  système  de  conditions 
pour  que  l'équation  générale  du  troisième  degré  soit  résoluble 
en  facteurs. 


241.  Il  est  une  autre  forme  sous  laquelle  on  peut  écrire  les 
conditions  précédentes.  Remarquons  d'abord  qu'un  point 
double  sur  la  courbe  étant  aussi  point  double  sur  sa  Hessienne, 
les  équations  d'un  pareil  point  satisferont  aux  équations 
obtcDues  en  différentiant  par  rapport  k  x^y^  z  les  équations 
et  de  la  courbe  et  de  la  Hessienne.  Dans  le  cas  de  la  cubique, 
ces  six  équations  différentielles  sont  toutes  du  second  degré, 
et  nous  pouvons  en  éliminer  linéairement  les  six  quantités 
^S  7*>  ^^^y^j  ^-^j  ^y  de  manière  à  obtenir  le  discriminant 
sous  la  forme  du  déterminant 


a 

^t 

^1 

m 

«3 

aj 

«1 

b 

Cf 

h 

m 

b. 

«3 

b. 

c 

Ct 

Cl 

m 

a 

b, 

Cl 

m 

a3 

aj 

a, 

b 

Cj 

b, 

m 

bi 

as 

b, 

c 

Cî 

Cl 

m 

=  o. 


Nous  avons  vu  aussi  (n^  226)  que  les  conditions  pour  que 
la  courbe  ait  trois  points  doubles  s'expriment  en  prenant  une 
quelconque  des  trois  premières  lignes  horizontales,  la  ligne 
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correspondante  dans  les  trois  autres  et  en  égalant  à  zéro  le 
déterminant  formé  avec  deux  colonnes  quelconques  de  ces 
lignes.  De  la  même  manière  aussi,  les  conditions  pour  que 
la  courbe  ait  deux  points  doubles  s'expriment  en  prenant 
deux  quelconques  des  trois  premières  lignes  et  les  deux 
lignes  qui  leur  correspondent  dans  les  trois  autres,  et 
en  égalant  à  zéro  le  déterminant  formé  avec  quatre  colonnes 
quelconques  de  ces  lignes.  Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  re- 
marquer que,  si  U  =  PV,  V  représentant  une  conique  et  P 
une  droite  a x  -h  p^  -f-  yz,  la  Hessienne  de  U  est  de  la 
forme  )iU  +  |jlP',  comme  nous  le  démontrerons  dans  le  nu- 
méro suivant.  £n  conséquence,  nous  avons 

nous  en  déduisons 

ce  qui  montre  que  les  différentielles  de  H  et  U  relativement 
à  X  et  y  sont  liées  par  une  relation  linéaire  identique  et  que, 
par  conséquent,  le  déterminant  formé  des  coefficients  de 
quatre  termes  correspondants  de  ces  équations  s'annule. 

242.  La  Hessienne  de  l'expression  PU,  dans  laquelle  P  re- 
présente la  droite  olx  -i-  ^y  •+■  ^z  et  U  une  fonction  de  degré 
quelconque,  peut  se  former  de  différentes  manières.  Les 
dérivées  secondes  de  PU  sont  Pa+aaL,  Pé-ha^M, 
Pc4-2yN,  P/+pN+YM,P«^-+-YL-haN,PA-}-aM  +  pL; 
dans  ces  expressions,  L,  M,  N  représentent,  comme  précédem- 
ment, les  dérivées  premières,  et  a,  6, . .  •  les  dérivées  secondes 
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de  U.  Servons-nous  de  ces  valeurs  pour  former  Téqualion  de 
la  Hessîenne  et  réduisons  le  résultat  au  moyen  du  théorème 
sur  les  fonctions  homogènes 

(n  —  I  )L  =  ew?  -h  A/  -+-  ^s; 
Dous  obtenons  pour  la  Hessienne  de  PU 

P»H ^— FPU; 


(n  — I)'  n  — I 

ici  F  est  la  quantité  {bc  — /2)a^  -1-  . . .  (n®  184)  qui,  géomé- 
triquement, représente  le  lieu  des  points  dont  les  coniques 
polaires  sont  tangentes  à  la  droite  donnée. 

Plus  généralement,  nous  trouverons  de  la  même  manière 
qae  la  Hessienne  de  UV  est 

(n'  — I)»  (n  —  iy 

(rt__i)(n'  — I) 

Comme  dans  les  Sections  coniques,  n°  370,  B  et  B'  repré- 
sentent respectivement  ici  (6c— /*)a'+.  . .  et(éV— /^)a-i-..., 
et  W  est  le  covariant 

La  forme  que  nous  venons  d'écrire  montre  que  les  inter- 
sections de  U,  V  sont  des  points  doubles  sur  la  Hessienne  et 
que  les  tangentes  en  ces  points  sont  respectivement  les  tan- 
gentes à  U  et  V  (*). 

(')  Pour  la  théorie  générale  des  formes  cubiques  ternaires,  voir  les  Mé- 
moires d'ÀRORBOLD,  Journal  de  CrellCy  t.  39,  p.  i4o  (i85o)  et  t.  55, 
P*  97  (i858);  le  troisième  et  le  septième  Mémoire  sur  les  formes  de  M.  Catley. 
PhUosophical  Transactions,  i856  et  i86i,  et  le  Mémoire  de  Clbbscb  et 
^onjtxn.Mathematische  Annalen,  1. 1,  p.  56  (1869),  t.  VI,  p.  436  (1873).  Voir 
anssi  Gcsideltimcer,  âfath,  AnnaL,  t.  IV,  p.  i44  (1871). 
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COURBES  DU  QUATRIÈME  ORDRE. 


243.  On  se  rappelle  que  nous  avons  établi  la  classification 
des  courbes  du  troisième  ordre  en  combinant  entre  elles  une 
division  fondée  sur  les  éléments  caractéristiques  que  la  pro- 
jection n'altère  pas,  et  une  autre  division  basée  sur  la  nature  de 
leurs  branches  infinies.  Les  mêmes  principes  de  classification 
sont  applicables  aux  courbes  du  quatrième  ordre  ou,  comme 
nous  les  appellerons,  aux  quartiques ;  mais  le  nombre  des 
espèces  est  si  grand  et  la  discussion  de  leurs  formes  constitue 
un  tel  travail  qu'il  semble  sans  utilité  d'entreprendre  la  tâche 
d'une  énumération.  Nous  nous  contenterons  ici  d'attirer  Tat- 
lention,  d'une  manière  générale,  sur  les  points  principaux 
dont  on  doit  tenir  compte  dans  une  énumération  complète. 
Une  quartique  peut  être  non  singulière,  c'est-à-dire  n'avoir 
pas  de  points  multiples,  ou  bien  elle  peut  avoir  un,  deux  ou 
trois  points  doubles,  et  quelques-uns  d'entre  eux  ou  même 
tous  ces  points  peuvent  être  des  points  de  rebrousseroent. 
D'après  cela,  nous  avons  dix  classes,  pour  lesquelles  les  carac- 
téristiques de  Pliickeretle  genre (n®"4i, 82)  sont  les  suivants: 
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Dans  chacun  des  quatre  derniers  cas,  la  courbe  est  uni- 
cursale. 

Toate  quartique  peut  être  considérée  comme  comprise  dans 
lune  ou  Tautre  de  ces  classes.  Il  existe  toutefois  des  formes 
spéciales,  provenant  de  la  coïncidence  dépeints  doubles  ou  de 
points  de  rebroussement  qui  méritent  qu'on  les  considère  à 
part. 

i*^  Deux  nœuds  peuvent  coïncider,  en  donnant  naissance 
à  la  singularité  appelée  nœud  de  tangence  ou  point  tacnodal; 
c'est  par  le  fait  un  contact  ordinaire  (biponctuel)  de  deux 
branches  de  la  courbe  {voir  n®  38,  III).  Il  faut  remarquer  que  la 
tangente  commune  compte  deux  fois  comme  tangente  double 
de  la  courbe;  ainsi,  en  supposant  qu'il  n'y  ait  pas  (en  outre 
da  point  tacnodal)  de  nœud  ou  de  point  de  rebroussement,  la 
courbe  appartient  à  la  classe  IV  et  ses  caractéristiques  sont 
celles  que  nous  avons  indiquées  ci-dessus  ;  mais  8=2  indique 
qn'il  y  a  un  point  tacnodal,  ett  =  8  que  les  tangentes  doubles 
se  composent  de  la  tangente  au  point  tacnodal  comptée  deux 
fois  et  de  six  autres  tangentes  doubles. 

a^  Un  nœud  et  un  rebroussement  peuvent  coïncider,  en 
donnant  naissance  à  la  singularité  nommée,  d'après  cela, 
rebroussement  nodal  et  que  nous  avons  appelée  un  rebrous- 
sement ramphoidal  (n®  58). 

Remarquons  que  la  tangente  compte  une  fois  comme  tan- 
gente double  et  une  fois  comme  tangente  stationnaire.  Si 
donc  nous  supposons  qu'il  n'y  ait  pas  d'aulre  nœud  ou 
d'autre  point  de  rebroussement,  la  courbe  appartiendra  à 
la  classe  V  et  ses  caractéristiques  sont  données  ci-dessus  ;  mais 
0  =  I,  X  =  I  montrent  qu'il  existe  un  rebroussement  nodal  ; 
T  =  4  comprend  la  tangente  au  point  de  rebroussement  et 
trois  autres  tangentes  doubles;  i  =  10  donne  la  tangente  au 
rebroussement  et  neuf  autres  tangentes  stationnaires. 

3**  Trois  nœuds  peuvent  coïncider  si  on  les  considère 
comme  points  consécutifs  d'une  courbe  de  courbure  finie; 
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ils  ne  donnent  pas  naissance  à  un  point  triple,  maiâ  à  la 
sin^larité  appelée  nœud  d'osculation  ou  point  oscnodaL 
C'est  par  le  fait  une  osculalion  ou  un  contact  triponctuel  de 
deux  branches  de  la  courbe.  La  tangente  en  un  point  de 
ce  genre  compte  trois  fois  comme  tangente  double  de  la 
courbe  ;  la  classe  de  la  courbe  est  VII  et  les  caractéristiques 
en  sont  données  plus  haut;  mais  8  =  3  signifie  qu'il  y  a  ici 
un  point  oscnodal  et  t  =:  4  comprend  la  tangente  en  ce 
point,  comptée  trois  fois  et  une  autre  tangente  double. 

4°  Deux  nœuds  et  un  rebroussement,  ou  un  point  tacnodal 
et  un  rebroussement  considérés  comme  points  consécutifs 
d'une  courbe  à  courbure  finie  peuvent  coïncider  ;  ils  ne 
donnent  pas  naissance  à  un  point  triple,  mais  à  la  sin- 
gularité appelée  rebroussement  tacnodal;  c'est  en  réalité 
une  osculation  ou  intersection  quartiponctuelle  des  deux 
quasi-branches  en  un  point  de  rebroussement.  La  classe  de 
la  courbe  est  VIII  et  ses  caractéristiques  sont  celles  qui 
figurent  au  Tableau  ci-dessus;  S  =  2,  x  ==  i  indiquent  qu'il 
existe  un  point  de  rebroussement;  t  =  2,  que  la  tangente  au 
rebroussement  compte  deux  fois  comme  tangente  double; 
i  =  4»  que  la  tangente  au  rebroussement  compte  une  fois 
comme  tangente  stationnaire,  et  il  y  a  trois  autres  tangentes 
stationnaires. 

5*"  Trois  nœuds  peuvent  coïncider,  comme  sommets  d'un 
triangle  infinitésimal,  en  constituant  un  point  triple  (point 
triple  ordinaire  avec  trois  tangentes  distinctes).  La  courbe 
est  de  la  classe  VIII  avec  les  caractéristiques  qui  s'y  rappor- 
tent; 8  ;=  3  indique  qu'il  y  a  un  point  triple. 

6  '  Deux  nœuds  et  un  rebroussement  peuvent  coïncider  en 
engendrant  un  point  triple  spécial,  où  une  branche  ordinaire 
de  la  courbe  passe  par  un  point  de  rebroussement.  La  courbe 
est  de  là  classe  VIII  avec  les  caractéristiques  données  ci-dessus  ; 
8=  a,  X  =  I  caractérisent  ici  ce  point  triple  spécial. 

7"  Un  nœud  et  deux  rebroussements  peuvent  coïncider  en 
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formant  un  point  triple  particulier  qui  ne  difTère  pas  d'une 
manière  visible  d'un  point  ordinaire  de  la  courbe.  Cette 
dernière  appartient  à  la  classe  IX,  dont  les  caractéristiques 
ont  été  données  plus  haut  ;  S  =  i ,  x  =  a  se  rapportent  ici  au 
point  triple  en  question. 

244.  Pour  mieux  montrer  la  distinction  entre  les  diflférents 
genres  de  points  doubles  que  nous  avons  énumérés,  suppo- 
sons que  l'origine  soit  un  point  double  pour  lequel  les  deux 
tangentes  coincïdent  avec  la  droite  y  =  o;  Téqualion  de  la 
quartique  sera  de  la  forme  ^^  -4-  «3  4-  «4  =  o,  dans  laquelle 

Nous  procédons  maintenant  comme  dans  le  n"  36.  Pour 
déterminer  la  forme  de  la  courbe  dans  le  voisinage  de  Toriginc, 
nous  posons  y  =  mx?  et  nous  déterminons  ^  de  manière  que 
deux  ou  plusieurs  exposants  de  x  deviennent  égaux  entre 
eux  et  moindres  que  l'exposant  d'un  autre  terme  quelconque  ; 
et  nous  nous  attachons  seulement  aux  termes  du  degré  le 
moins  élevé  en  x.  Supposons  que  a  ne  soit  pas  nul.  Nous 
trouvons  ^  =  |;  la  forme  de  la  courbe  près  de  l'origine  est 
la  même  que  celle  de  la  courbe/^  -f-  ax'  =  o  et  l'origine  est 
un  rebroussement  ordinaire. 

1**  Supposons  a=o.  Nous  avons  alors  p=  2  et  m  est 
déterminé  par  l'équation  du  second  degré  m^  4-  bm  4-^=0. 
La  courbe  se  compose  de  deux  branches,  dont  les  formes 
près  de  l'origine  sont  respectivement  les  mêmes  que  celles 
,des  courbes  Jr=zm^x^,y  =  m2X^^  m^  et  m2  étant  les  ra- 
cines de  Péquation  ci-dessus.  Les  branches  sont  tangentes 
entre  elles  et  l'origine  est  un  point  tacnodal. 

2"*  Supposons  que  l'équation  du  second  degré  dont  il  vient 
d'ctre  question  ait  ses  racines  égales;  la  forme  de  l'équalioii 
est  alors 

(/  —  m^')'-h  cxy'^  -h  dy^  -^Jx^y  -+-...  r:=  o, 
S-  —  Courbes  planes,  '  20 
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et,  au  degré  d'approximation  auquel  nous  nous  sommes  tenus 
jusqu'ici,  les  deux  branches  coïncident  dans  le  voisinage  de 
Torigine.  Pour  faire  la  distinction  entre  elles,  nous  poserons 
yz=  mx^  4-  nxy  et  nous  déterminerons  n  et  y  comme  plus 
haut.  Nous  trouvons  alors  y  =  |  et  /i2  =  —  (cm^  +//?»).  La 
forme  de  la  courbe  près  de  Torigine  se  rapproche  donc  de 

celle  de  la  courbe  j'  =  m  jr^  -f-  no:  '  que  nous  avons  considérée 
(n"58).  D'après  cela,  Torigine  est  un  rebroussement  rom- 
phoïdal  ou  rebroussement  nodal. 

3^*  Si  cependant,  en  plus  des  conditions  précédentes,  nous 
avons/ =  —  cm,  l'équation  de  la  courbe  est  de  la  forme 

( V  —  mx^)*  -+- cxy{y  —  mx^)-^  dy^  -i-  gx^y-  h-  . , .  =o. 

En  faisant  y  =  m^^-f-  /ij;T;  nous  trouvons  y  =  3  et  /i  esl 
déterminé  par  l'équation  du  second  degré 

n}  -hcmn  -h  m'{dm  -\-g)^^o. 

Soient  /11,  /i2  les  racines  de  cette  équation;  dans  le  voisi- 
nage de  Torigine,  la  courbe  se  compose  de  deux  branches 
osculatrices,    dont   les   formes    sont    représentées    par    les 

équations 

y=zmx^-\-niX^y    y:=mx'^-hnfX^. 

Comme  la  différence  de  ces  valeurs  de^  a  pour  premier  terme 
une  puissance  impaire  de  x,  les  branches  se  coupent,  tout  en 
étant  tangentes  àl'origine.  L'origine  est  alors  un  point  O5c/2oâf^/. 
4*^  Si,  en  plus  des  conditions  précédentes,  les  racines  de 
la  dernière  équation  du  second  degré  deviennent  égales  ou 
si  dm  -\-  g=z  |c^,  l'équation  de  la  courbe  est  de  la  forme 

{y  —  mx- —  cxy  —  dy')-=iA.xy^'^  Bj*, 

et  nous  trouvons,  comme  plus  haut,  que  sa  forme  près  de 
l'origine  est  donnée  par  l'équation 

7 

y=zmx^  -\-cmx^'^px^. 
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L'origine  est  un  rebrousseinent  tacnodal.  Le  point  double 
ordinaire  ne  peut  pas  donner  de  singularité  d'ordre  plus 
(•levé  dans  une  quartique  proprement  dite;  car  la  dernière 
hypothèse  à  faire  consisterait  à  supposer  que  A  est  nul,  et 
(!ans  ce  cas  Véquation  se  décomposerait  en  deux  facteurs  du 
second  degré.  Le  cas  où  l'origine  est  un  point  triple  ne  nous 
semble  pas  exiger  de  plus  amples  développements. 

âio.  Nous  n^avons  jusqu'ici  fait  aucune  distinction  eatre 
le  réel  et  l'imaginaire.  Si  nous  admettons  que  la  courbe  soit 
réelle,  les  nœuds  et  rebroussements  imaginaires  ne  se  présen- 
tent que  par  couples,  et  leur  présence  nous  permet  de  distin* 
guer  les  différents  cas  en  conséquence;  ainsi  nous  pouvons 
avoir  un  seul  nœud  réel,  deux  nœuds  réels  ou  deux  nœuds 
imaginaires,  trois  nœuds  réels  ou  un  nœud  réel  et  deux  iova- 
pnaircs;  il  en  sera  de  même  pour  les  points  de  rebrous^ 
scment. 

Un  point  double  réel  peut  aussi  être  crunodal  ou  acno* 
dal.  Ces  distinctions,  relatives  au  réel  et  à  l'imaginaire,  se 
présentent  rarement  en  ce  qui  regarde  les  singularités  dont 
nous  avons  parlé  plus  haut  (la  condition  que  les  imaginaires 
^e  présentent  par  couples  implique  le  plus  généralement  la 
réalité  de  ces  singularités).  La  seule  distinction  qu'il  semble 
utile  de  faire  s'applique  au  point  triple  ordinaire;  il  peut 
uvoir  trois  tangentes  réelles,  ou  bien  une  réelle  et  deux  ima* 
!,nnaires.  Dans  le  premier  cas,  le  point  est  l'intersection  de 
trois  branches  réelles  de  la  courbe;  dans  le  second,  il  est  la 
conimune  intersection  d'une  branche  réelle  et  de  dewt 
branches  imaginaires;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  nous 
ivons  une  branche  réelle  qui  passe  par  un  point  conjugué. 
Ce  point  ne  diffère  pas  visiblement  d'un  point  ordinaire 
(le  la  courbe,  il  ressemble  à  cet  égard  au  point  triple  spécial 
que  nous  avons  mentionné  ci-dessus  sous  le  n^  7;  la  diffé- 
rjQce  consiste  en  ce  que,  dans  le  cas  d'une  branche^  ordinaire 
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passant  par  un  point  conjugué,  les  tangentes  sont  Tune  réelle 
et  les  deux  autres  imaginaires,  tandis  que,  dans  le  cas  du  point 
triple  spécial;  elles  sont  toutes  trois  réelles  et  coïncidentes. 

î246.  Il  existe  encore  d'autres  singularités  dont  il  faut  tenir 
compte.  Un  nœud  ou  point  double  peut  être  un  point  d'in- 
flexion sur  une  des  branches  qui  le  constituent,  c*esl-à-dire 
que  la  tangente  à  cette  branche  au  point  double  peut  ren- 
contrer cette  branche  en  trois  points  consécutifs  (ou  la  courbe 
en  quatre  points  coïncidents);  le  nœud  peut  aussi  être  un 
point  d'inflexion,  sur  chacune  des  branches  qui  le  consti- 
tuent. 

Un  pareil  point  double  peut  être  considéré  (dans  le  pre- 
mier cas)  comme  formé  par  la  réunion  d'un  point  double 
ordinaire  avec  un  point  d'inflexion,  et  (dans  le  second  cas) 
de  ce  même  point  double  avec  deux  points  d'inflexion;  le 
nœud  pourrait  s'appeler  un  nœud  injlexionnel,  point  ^ec- 
nodal  ou  point  bijlecnodal  suivant  le  cas.  Le  point  ou  les 
points  d'inflexion  qui  coïncident  ainsi  avec  le  point  double, 
doivent  être  comptés  parmi  les  points  d'inflexion  de  la 
courbe  et  le  nombre  des  points  d'inflexion  restants  doit  être 
diminué  en  conséquence.  Un  point  biflecnodal  a  des  pro- 
priétés analogues  à  celles  que  nous  avons  établies  (n^*  170 
et  suivants)  pour  les  points  d*inflexion  des  cubiques.  En  géné- 
ral, si  nous  cherchons  le  lieu  des  moyennes  harmoniques  sur 
les  rayons  vecteurs  issus  de  l'origine  que  nous  supposons  être 
un  point  double  de  la  quartique  m*  4-  Ws  H-  Wj  =  o,  nous 
trouvons  u%-\-  2112  =  0.  Si  donc  U2  est  facteur  dans  e/j,  le 
lieu  devient  une  ligne  droite,  et  le  point  double,  qui  a  une 
polaire  harmonique,  jouit  des  propriétés  établies  (n**  170). 
Les  points  de  contact  des  tangentes  issues  de  ce  point  se  trou- 
vent sur  une  ligne  droite  et  la  courbe  peut  être  projetée  do 
manière  qu'il  devienne  un  centre,  ou,  encore,  de  manière 
que  toutes  les  cordes  parallèles  à  une  droite  donnée  soient 
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coopées  en  deux  parties  égales  par  un  diamètre  fixe.  Dans  ce 
dernier  cas,  la  Corme  de  Téquation  est,  en  général, 

y*(x  —  a){x  —  6):=  ±:  k{x  —  c)(x  ^d){x—  c)(a7— /). 

Il  n'y  a  pas  de  difficulté  à  discuter,  comme  daos  les  n""  39 
et  199,  les  différentes  formes  possibles  de  courbes  comprises 
dans  cette  équation,  en  ayant  égard  à  la  réalité  et  à  la  gran- 
deur relative  de  a,  6,  ...  ;  on  en  déduit  aisément  les  diffé- 
rentes formes  que  peuvent  affecter  les  projections  de  ces 
courbes. 

247.  Enfin  unequartique  peut  encore  avoir  un  autre  genre 
de  point  singulier  dont  il  faut  tenir  compte  dans  la  classifi- 
cation; c*est  un  point  d'ondulation,  c'est-à-dire  un  point  où 
la  tangente  rencontre  la  courbe  en  quatre  points  consécutils. 
La  tangente  en  un  pareil  point  remplace  deux  tangentes 
stationnaires  et  une  tangente  double.  Une  quartique  peut 
avoir  quatre  points  d'ondulation  réels.  Il  est  facile  de  s'en 
convaincre  en  écrivant  l'équation  sous  la  forme  wxyz  =  S*, 
dans  laquelle  S  est  une  conique  tangente  aux  quatre 
droites  w,  x,  y^  z. 

248.  Nous  n'avons  pas  encore  épuisé  la  liste  des  éléments 
caractéristiques  que  la  projection  n'altère  pas  et  dont  il  fau- 
drait tenir  compte  dans  une  classification  complète  des  quar- 
tiques.  On  se  rappelle  que  nous  avions  divisé  les  cubiques 
non  singulières  en  cubiques  unipartites  et  en  cubiques  bipar- 
tites, suivant  que  tous  les  points  réels  de  la  courbe  constituent 
ou  non  une  suite  continue.  Il  est  naturel  de  penser  qu'il  doit 
exister  une  distinction  semblable  pour  les  quartiques. 

Zeuthen  a  étudié  en  détail  [Math,  Annalen,  t.  VIÏ,  p.  4  »  0 
les  formes  possibles  des  quartiques  non  singulières.  Il  fait 
remarquer  que  les  branches  d'une  courbe  peuvent  être  divi- 
sées en  branches  d'ordre  impair,  qu'une  droite  rencontre  en 
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un  nombre  impair  de  points,  et  en  branches  d'ordre  pair. 
Ces  dernières  sont  ce  que  nous  avons  appelé  des  ovales  (n**200); 
nous  employons  ce  mot  pour  désigner  non  seulement  les 
ovales  dans  le  sens  ordinaire  du  mot,  mais  encore  leurs  pro- 
jections. Par  exemple,  dans  cette  acception,  nous  dirons  que 
toutes  les  formes  des  coniques  sont  des  ovales.  Zeuthen 
montre  qu'une  courbe  non  singulière  ne  peut  avoir  plus 
d^une  branche  d'ordre  impair  et  que,  par  conséquent,  une 
•courbe  de  degré  pair  ne  peut  en  posséder.  Une  quartique  ne 
peut  donc  se  composer  que  d'ovales.  On  voit  immédiatement 
que,  si  une  quartique  se  compose  de  deux  ovales,  dont  Tuu 
soit  entièrement  intérieur  à  l'autre,  elle  ne  peut  pas  avoir 
aucun  autre  point  réel.  En  effet,  s'il  en  existait  un,  en  le  joi- 
gnant par  une  droite  à  un  point  situé  au  dedans  de  Tovalc 
intérieur,  cette  droite  couperait  la  courbe  en  cinq  points. 
«Pour  la  même  raison,  l'ovale  intérieur  ne  peut  avoir  ni  tan- 
«gentes  doubles,  ni  points  d'inflexion.  On  donne  le  nom  de 
quartique  annulaire  aune  quartique  composée  de  deux  ovales 
dont  l'un  est  intérieure  l'autre.  Les  raisonnements  qui  pré- 
cédent n'excluent  pas  le  cas  d'ovales  extérieurs  les  uns  aux 
autres;  toutefois  la  quartique  ne  peut  pas  se  composer  de 
plus  de  quatre  ovales;  si,  en  effet,  elle  avait  d'autres  points 
-réels,  une  conique  passant  par  l'un  d'eux  et  par  des  points 
situés  à  l'intérieur  des  ovales  couperait  la  courbe  en  neul 
-points.  La  courbe 

f(c<[  6)que  nous  avons  considérée  (p.  64-65)  montre  qu'une 
'quartique  peut  effectivement  se  composer  de  quatre  ovales; 
cela  résulte  aussi  de  l'exemple  suivant  que  Plûcker  a  donné 
j'pour  montrer  que  les  vingt-huit  tangentes  doubles  d'une 
iquartique  non  singulière  peuvent  toutes  être  réelles.  Consi- 
dérons la  courbe  Û  =  dz  Ar,  dans  l'équation  de  laquelle 

"=(/'- ^'^)(^-l)(^-t)-2[7«-hx(x-  2)]'. 


COCIBBS    DU    QUÀTllfcMB    ORDRB.  3ll 

L'équatîon  û  =  o  représente  une  quartique  à  Iroîs  points 
doubles,  dessinée  en  traits  gras  dans  la  fig.  46-  L'équa- 
tion Û  =  A:   est   celle  d'une    courbe  qui   ne  rencontre    la 


Fig. 


courbe  Û  en  aucun  point  à  distance  finie,  qui  s'écarte  d'au- 
tant moins  de  la  courbe  û  que  k  est  plus  petit,  et  qui,  suivant 
le  signe  attribué  à  cette  quantité,  est  tout  entière  à  l'intérieur 
ou  à  l'extérieur  de  la  courbe  û.  Quand  elle  est  tout  entière 
à  l'extérieur,  la  courbe  est  unipartite  ;  si,  au  contraire,  elle  est 
entièrement  à  l'intérieur,  elle  se  compose  de  quatre  ovales  en 
forme  de  ménisques,  situés  chacun  dans  l'une  des  boucles  en 
lesquelles  la  courbe  û  est  subdivisée.  Chaque  ménisque  a  une 
tangente  double;  on  verra  de  plus  que  deux  ovales  quel- 
conques ont  quatre  tangentes  communes  et  il  y  a  six.  couples 
Tonnés  par  ces  ovales  pris  deux  à  deux.  Si  l'on  suppose  que 
la  valeur  de  la  constante  varie,  il  est  facile  de  concevoir  que 
l'un,  puis  l'autre  de  ces  ovales  devienne  imaginaire;  il  s'en- 
suit que  les  quartiques  non  singulières  peuvent  être  uni- 
partites,  bipartites,  tripartites  ou  quadripartites.  Nous  pou- 
vons conclure,  de  la  même  manière,  que  si  une  quartique 
a  un  point  double,  elle  peut  être  unipartite,  bipartite  ou  tri- 
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partlte;  que  si   elle   a  deux  poinls  doubles,  elle  peut  élre 
unipartile  ou  bipartite  (*.)• 

248  a,  Zeuthen  prend  pour  base  de  sa  classification  des 
quartiques  les  bitangentes  réelles  de  la  courbe  et  il  les  divise 
en  deux  classes.  Quand  une  quartique  se  compose  d'un 
couple  d'ovales  extérieurs  Tun  à  l'autre,  il  est  facile  de  voir 
(de  même  que  si  c'étaient  deux  coniques)  que  ces  ovales  ont 
quatre  tangentes  communes  et  qu'ils  ne  peuvent  en  avoir 
davantage.  Ce  sont  ces  tangentes  communes  qui  sont  pour 
Zeuthen  les  bitangentes  de  seconde  espèce.  Quand  une  quar- 
tique a  deux  ovales  extérieurs  l'un  à  l'autre,  le  nombre  de 
ces  bitangentes  est  4  \  quand  elle  se  compose  de  trois  ovales, 
le  nombre  des  bitangentes  est  1 2  ;  si  elle  en  comprend  quatre, 
le  nombre  en  question  est  ^4*  Les  bitangentes  de  première 
espèce  sont  :  (a)  les  droites  doublement  tangentes  à  une 
branche  unique  de  la  courbe,  ou  (6)  les  bitangentes  dont 
les  deux  points  de  contact  sont  imaginaires. 

Zeuthen  a  démontré  que  toute  quartique  a  quatre  bitan- 
gentes de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  deux  dernières  classes; 
nous  les  appellerons  les  bitangentes  de  Zeuthen.  Le  nombre 
total  des  bitangentes  réelles  d'une  quartique  s'obtient  ainsi 
en  ajoutant  aux  quatre  précédentes  o,  4»  '^  ^^  ^4  bitan- 
gentes de  seconde  espèce;  ce  nombre  est  donc  4 f  8, 16  ou  a8. 
La  méthode  de  Zeuthen  consiste  à  considérer  le  système  de 
quartiques  S  +  XS',  dans  lequel  S  et  S'  sont  deux  quartiques 
non  singulières.  Le  nombre  des  bitangentes  réelles  d'une 
courbe  du  système  ne  changera  que  si  \  est  tel  que  la  courbe 
présente  quelque  singularité.  Zeuthen  démontre  que,  si  \ 
passe  par  une  valeur  pour  laquelle  la  courbe  a  un  point 
double,  on  ne  perdra  ou  on  ne  gagnera  que  des  bitangentes 


(*)  En  général,  le  nombre  maximum  des  parties  d'une  courbe  est  supé- 
rieur d'une  unité  au  genre  de  la  courbe. 
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de  seconde  espèce  et  qu'aucune  singularité  ordinaire  ne 
change  les  bitangentes  de  première  espèce  en  bitangentes  de 
seconde  espèce  et  réciproquement.  Considérons  une  bitan- 
gente  de  première  espèce,  tangente  à  une  branche  en  deux 
points  réels.  Si  le  paramètre  contenu  dans  Téquation  varie, 
ces  points  peuvent  se  rapprocher  Tun  de  l'autre,  et  Tare  qui 
les  sépare  devenir  de  plus  en  plus  petit.  A  la  limite,  ces  points 
se  confondent  et  la  courbe  a  un  point  d'ondulation  ;  après 
cela,  la  bi tangente  a  ses  points  de  contact  imaginaires.  Nous 
voyons  aussi  que,  pour  la  valeur  de  X  qui  détermine  un  point 
(1  ondulation  sur  la  courbe,  les  bitangentes  de  Zeuthen  de  la 
classe  (a)  se  changent  en  bitangentes  de  la  classe  (b)  ou 
inversement.  La  seule  modification  qui  affecte  les  tangentes 
de  première  jsspèce  consiste  en  un  échange  de  ces  deux  classes  ; 
ic  nombre  total  de  ces  bitangentes  est  donc  le  même  pour  le 
svstème  entier  des  quadriques  compris  dans  la  forme  S  -H  )^S'; 
il  est  par  conséquent  le  même  pour  une  quartique  quel- 
conque, et  l'exemple  donné  par  Plûcker  montre  qu'il  est  égal 
à  quatre. 

248  6.  Quand  une  branche  a  une  tangente  qui  lui  est 
tangente  en  deux  points  réels,  il  est  évident  qu'en  chacun  de 
ces  points  l'arc  tourne  ^a  convexité  vers  la  tangente  et  qu'il 
existe  une  partie  intermédiaire  de  l'arc  total  qui  tourne  sa 
concavité  vers  cette  même  droite  ;  la  partie  concave  est  séparée 
(les  parties  convexes  par  un  point  d'inflexion  situé  à  chacune 
de  ses  extrémités.  Toute  bitangente  de  cette  espèce  implique 
donc  l'existence  de  deux  points  d'inflexion  réels;  et  il  n'est 
pas  difficile  de  voir  que  la  réciproque  est  vraie.  Puisqu'il  peut 
exister  au  plus  quatre  tangentes  de  cette  espèce,  une  quar- 
tique  peut  avoir  tout  au  plus  huit  points  d'inflexion  réels. 
Zeuthen  réserve  le  nom  à^ ovale  aux  branches  qui  n'ont  ni 
bitangentes  ni  points  d'inflexion  réels;  si  la  branche  a  une 
seule  bitangente  réelle,  il  l'appelle  unijolium;  si  elle  en  a 
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deux,  trois  ou  quatre,  il  lui  donne  les  noms  de  bijolium, 
trifolium  ou  quadrifolium.  Ainsi,  dans  la  figure  donnée  par 
Plûcker,  la  courbe  extérieure  est  un  quadrifolium;  les 
quatre  courbes  intérieures  sont  des  unifolium.  La  Jig.  3, 
p.  65,  représente  deux  bifolium;  la.  Jig,  5,  p.  65,  repré- 
sente une  quartique  annulaire,  qui  est  an  quadrifolium  avec 
ovale  intérieur. 

248  c.  Zeuthen  démontre,  par  la  méthode  du  n^  12j 
(Ex.  4),  que  les  points  de  contact  de  trois  quelconques  de  ses 
bi tangentes  sont  situés  sur  une  conique  et  que  de  plus  c'est 
la  même  conique  qui  passe  par  les  points  de  contact  des 
quatre  bitangentes.  Si  donc  w,  j?,  y,  z  représentent  quatre 
droites  et  V  une  conique,  Téquation  de  la  quartique  doit  élre 
de  la  forme  wxyz=^W^,  Zeuthen  analyse  les  différentes 
formes  possibles  de  quartiques  en  discutant  les  différentes 
positions  que  peuvent  avoir  les  points  d'intersection  des 
quatre  droites  et  de  la  conique  par  rapport  au  quadrilatère 
formé  par  ces  droites.  Quand  V  rencontre  toutes  les  droites 
en  des  points  réels,  il  distingue  les  cas  suivants  :  i^  quar- 
tique annulaire,  un  quadrifolium  et  un  ovale  intérieur;  2*"  un 
quadrifolium  et  deux  ovales;  3**  quatre  unifolium;  4**  "" 
trifolium,  un  unifolium  et  un  ovale;  5°  un  bifolium,  deux 
unifolium  et  un  ovale  ;  6°  deux  bifolium  et  un  ovale;  7" deux 
bifolium  et  deux  ovales;  8'*  un  bifolium  et  deux  unifo- 
lium;  9°  un  trifolium,  un  unifolium  et  deux  ovales.  II 
énumère  trente-six  cas  en  tout,  mais  les  figures  qu'il  donne 
pour  les  neuf  cas  que  nous  venons  de  mentionner  suffisent 
pour  donner  une  idée  des  autres;  il  suffit  en  effet  d'une 
très  légère  modification  pour  changer  un  unifolium  en  un 
ovale,  ....  Remarquons  que  la  classification  ainsi  établie 
repose  uniquement  sur  les  propriétés  projectives,  mais  qu'elle 
n'a  trait  en  rien  à  la  droite  de  l'infini.  Nous  donnerons  dan** 
le  n^  249  les  principes  qui  permettent  de   subdiviser  ce< 
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classes  en  espèces,  en  tenant  compte  de  la  nature  des  branches 
infinies. 

248  d.  Zeuthen  a  aussi  appliqué  sa  méthode  de  classifi- 
cation aux  quartiques  nodales  considérées  comme  cas  limites 
des  quartiques  non  singulières.  Il  énumère  et  discute  les  cas 
suivants  :  (a)  points  conjugués  considérés  comme  cas  limites 
des  ovales;  (6)  nœuds  qui  prennent  naissance  dans  les  cas 
limites  des  quartiques  annulaires,  quand  la  branche  intérieure 
vient  à  couper  la  branche  extérieure;  dans  aucun  de  ces  cas 
les  bitangentes  de  Zeuthen  ne  subissent  de  modification; 
(c)  nœuds  produits  par  Tintersection  mutuelle  de  deux  branches 
extérieures  Tune  à  Tautre  ;  (</)  nœuds  qui  se  produisent  quand 
une  branche  d'ordre  pair  se  décompose  en  deux  branches 
d  ordre  impair  qui  se  coupent.  Dans  les  cas  où  les  bitangentes 
de  Zeuthen  éprouvent  des  changements,  la  discussion  se 
fait  en  considérant  les  formes  représentées  par  Téquation 
trx/^=:V*,  quand  V  passe  par  le  point  d'intersection  de 
deux  droites,  ou  quand  deux  de  ces  droites  coïncident  Tune 
avec  l'autre. 

249.  Pour  reconnaître  comment  on  peut  classer  les  quar- 
tiques en  ayant  égard  à  leurs  branches  infinies,  nous  remar- 
querons que  la  droite  de  l'infini  peut  rencontrer  une  quar- 
tique:  (a)  en  quatre  points  réels,  (6)  en  deux  points  réels  et 
deux  points  imaginaires,  (c)  en  quatre  points  imaginaires, 
{d)  en  deux  points  coïncidents  et  deux  points  réels,  (e)  en 
deux  points  coïncidents  et  deux  points  imaginaires,  (/)  en 
deux  couples  de  points  coïncidents  réels,  (^)en  deux  couples 
de  points  coïncidents  imaginaires,  (A)  en  trois  points  coïn* 
cidents  et  un  point  réel,  (/)  en  quatre  points  coïncidents.  On 
pourrait  encore  établir  des  distinctions  spéciales  dans  les 
cas  (rf),  (e),  (/),  (^),  suivant  que  la  droite  de  l'infini,  dans 
ses  points  de  rencontre  avec  la  courbe,  est  simplement  une 
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tangente,  ou  qu^elle  passe  par  un  point  double;  ce  point 
double  peut  être  lui-même  crunodal  ou  acnodal,  ou  appar- 
tenir à  Tune  des  variétés  particulières  dont  nous  avons  parlé 
précédemment.  De  même,  dans  le  cas  (A),  la  droite  de  Tinfini 
peut  être  une  tangente  stationnaîre  ordinaire,  ou  une  tan- 
gente en  un  point  double  ou  en  un  point  de  rebroussement, 
ou  bien  encore  elle  peut  passer  par  un  point  triple  et,  dans 
le  cas  ((),  elle  peut  être  tangente  en  un  point  d'ondulation, 
ou  en  un  point  double  de  variété  spéciale,  ou  enfin  être  tan- 
gente en  un  point  trijple.  L'un  quelconque  des  points  qui 
comptent  seulement  comme  des  points  d'intersection  simples 
de  la  droite  de  l'infini  avec  la  courbe  peut  être  sur  cette  der- 
nière un  point  d'inflexion  ou  d'ondulation.  Quand  ce  cas  se 
produit,  il  en  résulte  dans  la  configuration  de  la  courbe  une 
difl'érence  dont  il  faudrait  tenir  compte  dans  une  classifica- 
tion complète  des  quartiques. 

250.  Nous  avons  déjà  montré  (n®  70)  comment  on  forme 
l'équation  de  la  Hessienne  d'une  quartique  ;  c'est  une  courbe 
du  sixième  degré  qui  coupe  la  quartique  aux  vingt-quatre 
points  d'inflexion.  Nous  avons  vu  aussi  que  l'équation  de  la 
réciproque  d'une  quartique  est  de  la  forme  S*  =  T',  dans 
laquelle  S  représente  une  courbe  de  quatrième  classe  et  T 
une  courbe  de  la  sixième  classe  ;  la  forme  de  l'équation  fait 
reconnaître  que  ces  deux  dernières  courbes  sont  toutes  les 
deux  tangentes  aux  vingt-quatre  tangentes  stationnaires. 
Nous  réservons  pour  un  autre  Chapitre  la  solution  du  pro- 
blème qui  consiste  à  former  l'équation  d'une  courbe  passant 
par  les  points  de  contact  des  tangentes  doubles  d'une  courbe 
donnée.  Quand  nous  traiterons  cette  question,  nous  mon- 
trerons que,  dans  le  cas  d*une  quartique,  l'équation  d*une 
courbe  bitangentielle  de  cette  sorte  peut  être  écrite  sous  la 
forme  6  =  3H0;  6  est  le  covariant  AL'^ -h  . . .  comme  dans 
le  n°  231.  En  d'autres  termes,  L',  ...    sont  les   dérivées 
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premières  de  la  Hessienne  et  A  représente  la  quantité  bc  — /-, 
dans  laquelle  a^  bj  * , .  sont  les  dérivées  secondes  de  U.  De 
même  $  représente  la  quantité  Aa'+  • . .,  comme  dans  le 
n°  230(^0?.  1). 

TâNGENTES  DOUBLES. 

251 .  Pour  traiter  cette  question,  il  est  commode  de  commen- 
cer par  étudier  préalablement  une  théorie  plus  générale  dans 
laquelle  se  trouve  comprise  celle  des  bitangentes.  Considérons 
d'abord  la  forme  UW  =  V^,  dans  laquelle  U,  V,  Wreprésentent 
des  coniques;  elle  contient  implicitement  seize  constantes;  on 
peut,  par  conséquent,  y  ramener  l'équation  de  toute  quartique, 
et  cette  réduction  est  possible  d'une  infinité  de  manières, 
comme  nous  le  verrons  d'une  manière  plus  complète  dans  la 
suite.  La  forme  de  l'équation  montre  que  U  et  W  sont  tan- 
gentes chacune  à  la  quartique  en  quatre  points,  ceux  où  elles 
rencontrent  respectivement  V*.  Nous  avons  déjà  discuté 
(Sections  coniques,  n*»  270)  l'équation  UW  =  V»  quand  U, 
Y,  W  représentent  des  droites  ;  les  résultats  que  nous  avons 
obtenus  sont  encore  applicables  au  cas  où  ces  quantités 
représentent  des  coniques,  à  la  condition  d'y  apporter  les 
modifications  convenables.  U  suffira  simplement  de  nous 
rappeler  que  deux  coniques,  représentées  par  des  équations 
delà  forme  XU  +  jiV  +  vW  =  o,  au  lieu  de  se  couper  en  un 
seul  points  se  rencontrent  suivant  quatre  points,  et  que,  si 
l'on  nous  donne  un  point  d'une  conique  dont  l'équation  doit 
pouvoir  être  mise  sous  cette  forme,  nous  en  connaissons 
nécessairement  trois  autres  points;  en  effet,  si  nous  avons 
XU'-h  |x V'-h  V W  =  o,  la  conique  X U  -h  (x V  -h  v  W  =  o  pas- 
sera, cela  est  clair,  par  les  quatre  points  déterminés  par  les 

U        V        W 

équations  jp  =  :rr7  =  ^,  •  Il  résulte,  de  la  discussion   faite 

dans  les  Sections  coniques  et  qu'on  vient  de  rappeler,  que  la 
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qiiarlique  UW  =  V*  peut  être  considérée  comme  l'enveloppe 
d'une  conique  variable  X^U-f- 2XV-I- W  =  o,  où  ).  esl 
variable,  et  qui  est  tangente  à  la  quartique  donnée  aux  quatre 
points  déterminés  par  les  équations 

XU-+-V  =  o,     XV-+-W  =  o. 

Les  deux,  systèmes  de  quatre  points  suivant  lesquels  deux  des 
coniques  enveloppantes  touchent  la  quartique  sont  situés  sur 
une  autre  conique^  comme  on  le  voit  en  écrivant  l'équation 
donnée  sous  la  forme 

(X=U4-2XV-hW)(ix«U-h2txV-+-W)  =  [XHLU-h(X-+-t^)V-t-W]-. 

On  peut  de  même  étendre  les  propriétés  des  pôles  et  polaires 
à  la  courbe  dont  nous  nous  occupons.  Par  un  point  (ou  bieo, 
si  nous  le  voulons»  nous  pouvons  dire  par  un  système  quel- 
conque de  quatre  points)  on  peut  mener  deux  coniques  du 
système  X*U  -h  aXV  4-  W  =  o  ;  les  deux  systèmes  de  points 
de  contact  sont  situés  sur  la  conique  UW'-f-WU'  —  aVV'  =  o 
qu'on  peut  appeler  la  polaire  du  point  donné  ou  du  système 
de  points  et  la  symétrie  de  l'équation  montre  que  la  polaire 
(dans  le  sens  propre  du  mot)  d'un  point  quelconque  appar- 
tenant à  la  dernière  conique  passera  par  le  point  dooné. 
Réciproquement  une  conique  quelconque  a  U-|-6V-HcW=  0 
rencontre  la  quartique  en  deux  séries  de  quatre  points;  par 
chacun  de  ces  systèmes  on  peut  faire  passer  une  conique  qua- 
druplement  tangente,  et  ces  deux  coniques  se  coupent  suivani 
un  système  de  points  qui  constituent  dans  ce  sens  le  pôle 
deaU-hèV-+-cW. 

2oâ.  Il  est  utile  de  rappeler  ici  les  propriétés  établies 
(  Sections  coniques,  n^  338,  . . .  )  pour  un  système  de  coniques 
comprises  dans  l'équation  aU  -|-  p  V  +  y  W  =  o.  En  premier 
lieu,  si  cette  équation  représente  un  couple  de  droites,  leur 
point  d'intersection  se  trouve  sur  une  cubique  fixe  qui  est  la 
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Jacobienne  de  U,  V,  W;  cette  courbe  peut  aussi  se  définir 
comme  le  lieu  d'un  point  dont  les  polaires  par  rapport  à 
loules  les  coniques  du  système  aU  -h  PV  -f-  yW  =  o  se 
coupent  en  un  même  point.  Si  nous  considérons  deux  co- 
niques faisant  partie  de  ce  système,  Téquation  d'une  conique 
passant  par  leurs  points  d'intersection  doit  être  de  forme 
similaire  et  par  conséquent  les  points  d'intersection  de  chacun 
(les  trois  couples  de  droites  qui  joignent  les  quatre  intersec- 
lions  des  deux  coniques  doivent  être  situés  sur  la  Jacobienne. 
Si  les  deux  coniques  sont  tangentes,  deux  de  ces  trois  points 
(l'intersection  coïncident  avec  le  point  de  contact;  et  par 
conséquent,  si  deux  coniques  du  système  aU -4- PV -4- yW 
sont  tangentes  l'une ^à  l'autre,  leur  point  de  contact  se  trouve 
sur  la  Jacobienne. 

En  second  lieu,  le  système  aU-j-pV  +  yW  peut  être 
considéré  comme  un  système  de  coniques  polaires  d'un 
point  variable  («^y)  par  rapport  à  une  certaine  cubique  fixe, 
qui  a  pour  Hessienne  la  Jacobienne  du  système  et  dont 
Téquation  peut  se  former  quand  on  connaît  les  équations  des 
trois  coniques. 

Troisièmement,  si  aU  -f-  P  V  +  Y  W  représente  un  couple 
de  droites,  toutes  les  droites  de  cette  nature  sont  tangentes  à 
une  courbe  de  la  troisième  classe  qui  est  la  Cayleyenne 
de  la  cubique  mentionnée  ci-dessus. 

2S3.  Une  conique  enveloppante  )v*U  +  2)vV  +  W  et  la 
conique  qui  passe  par  les  quatre  points  de  contact  faisant 
chacune  partie  du  système  aU  -f-  P  V  -h  yW,  nous  en  dédui- 
sons en  particulier  que,  si  nous  menons  les  trois  couples  de 
droites  joignant  les  points  de  contact  d'une  conique  quel- 
conque qui  enveloppe  UW  =:  V^,  les  intersections  de  chaque 
couple  se  trouvent  sur  une  cubique  fixe  qui  est  la  Jacobienne, 
et  les  droites  elles-mêmes  sont  toutes  tangentes  à  une  courbe 
fixe  de  la  troisième  classe,  la  Cayleyenne. 
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Si  les  deux  'coniques  XU  H- V  =  o,  )^ V -f- W  =  o  sont 
tangentes  entre  elles,  la  conique  A^U -|- 2XV  -f- W,  au  lieu 
d'être  tangente  à  la  quartique  en  quatre  points  distincts,  a 
deux  fois  un  contact  ordinaire  avec  elle,  et  elle  la  rencontre 
une  fois  en  quatre  points  consécutifs.  D'après  ce  que  nous 
venons  de  voir,  ce  point  de  contact  d'ordre  supérieur  est 
situé  sur  la  Jacobienne.  Nous  concluons  de  là  que  douze 
coniques  du  système  X2U+ a)^V-|- W  =  o  ont  avec  la 
quartique  ce  même  contact  d'ordre  supérieur  :  ce  sont  les 
douze  coniques  qui  passent  chacune  par  une  des  intersections 
de  la  Jacobienne  avec  la  quartique. 

254.  Six  coniques  du  système  X^U -h  a).V  4- W  se  ré- 
duisent à  un  couple  de  droites,  car  le  discriminant  de  cette 
forme,  étant  une  fonction  du  troisième  degré  de  ses  coeffi- 
cients,sera  une  fonction  du  sixième  degré  enX,  et  par  conséquent 
on  peut  trouver  six  valeurs  de  X  pour  lesquelles  il  sera  nul. 
Quand  une  conique  enveloppante  se  réduit  à  un  couple  de 
droites,  les  quatre  points  de  contact  sont  situés  deux  à  deux 
sur  chaque  droite,  et  chacune  de  ces  dernières  est  une  tan- 
gente double  de  la  quartique.  Il  résulte  du  n^  349  que,  si  abj 
cd  sont  deux  quelconques  de  ces  six  couples  de  bitangentes, 
Téquation  de  la  quartique  peut  être  ramenée  à  la  iorme 
abcd  =  Y^,  et  les  huit  points  de  contact  sont  situés  sur  une 
conique  V.  Nous  voyons  ainsi  que  la  forme  X^U-f-aXV-f-W 
comprend  les  six  couples  de  bitangentes  de  la  quartique;  ces 
douze  bitangentes  sont  toutes  tangentes  à  une  courbe  de  la 
troisième  classe;  la  Cayleyenne  du  système  et  les  point» 
d'intersection  de  chaque  couple  sont  situés  sur  U  Jacobienne. 
De  même  aussi,  si  l'on  joint  directement  et  transversalement 
les  points  de  contact  de  ces  couples  de  bitangentes,  les 
droites  de  jonction  sont  tangentes  aussi  à  la  Cayleyenne  et  les 
intersections  de  chaque  couple  se  trouvent  sur  la  Jacobienne.  On 
peut  établir  cette  propriété  sous  une  forme  un  peu  différente, 
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en  considérant  la  cubique  S  dont  U,  V,  W  sont  des  coniques 
polaires.  En  effet,  si  l'équation  d'une  quartique  est  une 
fonction  du  second  degré  en  U,  V,  W,  en  égalant  cette 
(onction  à  zéro,  on  obtient  la  condition  pour  que  la  droite 
xU  +  vV  -h  z  W  =  o  soit  tangente  à  une  conique  fixe  ;  il  est 
alors  facile  de  voir  que  la  quartique  peut  être  définie  comme 
le  lieu  d'un  point  dont  la  polaire  par  rapport  à  S  est  tan- 
1,'ente  à  une  conique  fixe,  ou,  en  d'autres  termes,  comme  le 
liea  des  pôles  par  rapport  à  S  des  tangentes  de  cette  conique 
llxe;  il  revient  au  même  de  la  définir  comme  l'enveloppe  des 
coniques  polaires  des  points  de  cette  conique.  Les  tangentes 
doables  de  la  quartique  correspondent  aux  points  où  la 
conique  rencontre  la  H?ssienne  de  S. 

2a5.  Considérons  maintenant  deux  des  bitangentes  d'une 
quartique  et  prenons-les  pour  axes  des  x  et  des  y;  si 
nous  faisons  j;  =  o,  l'équation  de  la  quartique  doit  se  réduire 
à  un  carré  parfait,  par  exemple  («^  4- «>'2  +  6^*)*  et, 
si  nous  posons  y=zo,  nous  devons  avoir  de  même 
{z^'\-cxZ'^dx^y,  Par  conséquent,  l'équation  de  la  quar- 
tique doit  évidemment  être  de  la  forme 

xyU  =(w*  H-  ayz  H-  br-  -f-  cjcz-hrij^')-, 

c'est-à-dire  de  la  forme  xyU  =  V*,  que  nous  avons  discutée  ; 
cette  équation  peut  aussi  s'écrire 

x/(>/-U4-2XVH-a:j)  — (^V-f-XV)'. 

Comme  nous  l'avons  vu,  en  outre  de  la  valeur  X-=  o  qui 
correspond  au  couple  de  droites  oy^,  il  y  a  cinq  autres  valeurs 
tle  X  pour  lesquelles  X^U  +  a)^V -h  .r^  représentera  un 
couple  de  droites,  et,  par  conséquent,  l'équation  peut  de  cinq 
manières  différentes  se  ramener  à  la  forme  wxyz=Y^, 
Donc,  par  les  quatre  points  de  contact  de  deux  bitan- 
gentes  quelconques,  nous  pouvons  mener  cinq  coniques, 
S.  —  Courbe»  planes.  n 
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dont  chacune  passe  par  les  quatre  points  de  contact  de 
deux  autres  bitangentes. 

Une  quariique  non  singulière  a  28  bitangentes  et  il  y  a 
par  conséquent  ^(28.27),  ou  878  couples  de  bitangentes; 
chacun  de  ces  couples  donne  naissance  à  cinq  coniques  dif- 
férentes; mais  chaque  conique  peut  provenir  d*un  quel- 
conque des  six  couples  différents  formés  par  les  quatre  bitan- 
gentes qui  correspondent  à  cette  conique.  Donc  il  y  a  en 
tout  1(378)  01/  3i5  coniques,  dont  chacune  passe  par  les 
points  de  contact  de  quatre  bitangentes  d'une  quar- 
tique  (*). 

2o6.  Nous  avons  vu  que  chaque  couple  de  bitangentes  se 
combine  avec  cinq  autres  couples  pour  former  un  groupe  de 
six  couples,  tel  que  les  points  de  contact  de  deux  queIconque> 
de  ces  couples  soient  sur  une  conique.  Il  en  résulte  qu  * 
les  378  couples  peuvent  être  partagés  en  63  groupes  de 
six.  Les  douze  bitangentes  de  chaque  groupe  sont  tangentes 
à  la  même  courbe  de  la  troisième  classe  et  celte  dernière  est 
aussi  tangente  aux  droites  qui  joignent  directement  et  trans- 
versalement les  points  de  contact  de  chaque  couple.  Les 
intersections  de  chaque  couple  de  bitangentes,  de  même  que 
celles  des  droites  qui  unissent  les  points  de  contact,  sont 
situées  sur  une  cubique.  Il  y  a  douze  coniques  en  correspon- 
dance avec  chaque  groupe,  et  chacune  d'elles  est 'tangente 
à  la  quartique  en  deux  points  de  contact  ordinaire;  elle  lui 
est  en  outre  tangente  en  un  autre  point  où  elle  a  quatre 
points  consécutifs  communs  avec  la  quartique  ;  ces  points  de 


(')  Plûcker  a  indiqué  le  premier  la  possibilité  de  mettre  l'équatioa  d'une 
quariique  sous  la  forme  xyzw  =  V;  mais  il  en  a  conclu  trop  précipitam- 
ment que  les  six  points  de  contact  de  trois  bitangentes  quelconques  sont 
•;ur  une  conique;  il  a  été  ainsi  conduit  à  une  conclusion  erronée  pour  le 
nombre  total  des  coniques  passant  par  huit  points  de  contact  de  bitangentes. 
{voir  la  Théorie  der  algebraischen  Curven^  p.  2 {6}. 


TANGENTBS    DOUBLES.  3à^ 

contact  d*ordre  supérieur  sont  situés  sur  la  cubique  dont 
nous  avons  parlé  en  dernier  lieu.  Comme  il  y  a  63  groupes, 
on  peut  mener  en  tout  ^56  coniques  de  ce  genre. 

257.  Nous  allons  montrer  comment  on  peut  former  un 
tableau  des  3i5  coniques  et,  à  cet  effet,  nous  représentons 
provisoirement  les  a6  premières  bitangentes  par  les  lettres 
de  Talphabet,  en  ajoutant  les  deux  symboles  f  et  ^  pour 
indiquer  les  deux  autres.  Nous  représentons  par  abcd  la 
conique  qui  passe  par  les  huit  points  de  contact  des  bitan- 
gentes a,  6,  Cy  d.  Si  maintenant  abcd^  abef  sont  deux  des 
3i5  coniques,  les  couples  ab,  cd^  e/ appartiennent  au  même 
groape  et,  d'après  ce  que  nous  avons  vu,  cdef  sevdi  une  autre 
de  nos  coniques.  On  peut  aussi  le  démontrer  directement 
comme  il  suit.  Soit  abcd=zY^  Téquation  de  la  quartique, 
ou 

ab(cd-\-i\\  -h  'k'ab)zzz{\  -^  lab)\ 

Nous  pouvons  déterminer  \  de  manière  que  Ton  ait 

cd-\-  2XV-i-X*aft  — c/. 

Tirons  V  de  cette  équation  et  portons  sa  valeur  dans 
l'équation  de  la  quartique;  il  vient 

X*a*6*  4-  C'd*  -+-  e'/*  —  2 l^abcd—  2 l^abef—  icdet  =z  o 

ou  bien 

!^cdef—{cd-\-ef—  l^ab)\ 

Cette  forme  démontre  le  théorème  énoncé.  On  voit  ainsi 
que,  étant  donnés  trois  couples  de  droites  qui  doivent  être  des 
couples  de  bitangentes  du  même  groupe  d'une  quartique, 
Téquation  de  la  quartique  sera  de  la  forme 

l\/ab  -h  m  \^cd  -h  n  \Jef  —  o, 

en  sorte  que,  si  Ton  donnait  deux  points  de  plus,  on  pour- 
rait trouver  une  quartique  unique  satisfaisant  aux  conditions; 
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requises.  En  correspondance  avec  chaque  groupe,  il  y  a 
i5  coniques  passant  respectivement  par  les  points  de  contact 
de  deux  des  six  couples  qui  composent  le  groupe.  Il  semble 
donc  qu'il  y  aurait  ainsi  63xi5  =  945  coniques;  mais 
chaque  conique  est  comptée  trois  ibis  comme  appartenant  aux 
trois  groupes  ab,  edj  . .  »,  ac,  bd^  . . . ,  ad^  bc,  ...  ;  le  nombre 
total  est  donc  3i5,  comme  on  Ta  énoncé  ci-dessus. 

258.  Considérons  une  conique  quelconque  abcd]  le 
groupe  aby  cd,  ...  et  le  groupe  ac,  bd^  ...  ne  peuvent  avoir 
d'autre  bitangente  commune,  si  nous  supposons  que  la 
quartique  est  une  courbe  non  singulière.  Par  exemple,  si 
ate/est  une  conique  du  premier  groupe,  aceg  ne  peut  être 
une  conique  du  second.  En  effet  (n®  257),  Téquation  de  la 
conique  passant  par  les  points  de  contact  de  a,  by  c,  d  peut 
ctre  mise  sous  la  forme 

Xa^H-  7-{cd  —  ef)^=:Oy 

et,  si  aceg  est  une  autre  conique,  elle  doit  être  identique  avec 
la  forme 

jxac  H —  (hd—  eg)  =  o. 
Nous  déduisons  immédiatement  de  cette  identité 

Il  en  résulte  que,  e  étant  identique  avec  un  des  facteurs 
dans  lesquels  se  décompose  le  premier  membre,  elle  passe  par 
Tintersection  de  a  et  c,  ou  b  et  d.  Mais,  dans  Tun  et  l'autre 
cas,  le  point  par  lequel  on  a  démontré  que  e  passe  sera  un 
point  double  de  la  courbe 

t^X^abcdrzzQ^ab-^-cd  —  ejy, 

et  par  conséquent  la  quartique  ne  pourrait  pas  être  une 
courbe  non  singulière. 
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Nous  voyons  précisément  de  la  même  manière  que  si  abef^ 
acmn  sont  deux  coniques,  il  existe  entre  elles  une  identité 


{Xb 


^^c)(^a^l-^d)^Le/-^lmn, 


ci,  par  conséquent,  les  diagonales  du  quadrilatère  e/mn 
passent  Tune  par  ad^  l'autre  par  bc\  en  d'autres  termes,  les 
intersections  de  chaque  couple  de  bitangentes  sont,  d'après 
ane  certaine  loi,  situées  trois  par  trois  sur  des  droites.  Quand 
on  a  une  fois  fait  un  tableau  des  3i5  coniques,  il  n'y  a  aucune 
difliculté  à  distinguer  quelle  est  la  diagonale  qui  passe  par  ad 
et  quelle  est  celle  qui  passe  par  bc.  Par  exemple,  si  nous 
savons  que  aeniu,  afnv^  aduv  sont  des  coniques  du  système, 
nous  concluons  de  la  même  manière  que  les  diagonales  emfn 
passent  par  ad  uv,  et  que  par  conséquent  ad  est  situé  sur  la 
droite  qui  joint  en,  /m.  Considérons  maintenant  une  co- 
nique abcd;  elle  appartient  aux  trois  groupes  a6,  ce/,  . . ., 
aCy  bdf  ...  et  ad,  bCj  . . . ,  et  nous  voyons  maintenant  que 
chacun  des  seize  quadrilatères  que  l'on  forme  en  combinant 
un  des  quatre  autres  couples  appartenant  au  groupe  oc,  bdsL\ec 
un  couple  du  groupe  ad,  bc  aura  une  diagonale  passant  par  ab. 
Mais  le  couple  ab  fait  partie  de  cinq  coniques  différentes  et, 
par  conséquent,  il  y  a  quatre-vingts  quadrilatères  qui  ont  une 
diagonale  passant  par  ab.  On  trouvera^  comme  nous  l'avons 
indiqué,  que  ces  quadrilatères  peuvent  se  partager  en  cou- 
ples ayant  une  diagonale  commune;  donc,  par  chacun  des 
378  points  a6,  on  peut  mener  4o  droites  qui  passent  chacune 
par  deux  autres  points  du  même  genre,  et  il  y  a  en  tout  5o4o 
de  ces  droites. 

2S9.  Nous  pouvons  maintenant  former  un  tableau  des 
3i5  tangentes,  dans  lequel  il  n'y  aura  plus  rien  d'arbitraire 
que  la  notation.  Commençons  par  écrire  le  groupe  a6,  cd^ 
^fy  gf^'i  (/>  *';  comme  les  groupes  acybd  et  arf,  bc  ne  peuvent' 
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avoir  de  bitangente  commune  avec  le  précédent,  ni  Pun  avec 
l'autre,  ces  groupes  peuvent  s'écrire  ac,  bd,  mn^  op,  qr^  st\ 
ad,  bc,  uVy  iVXy  yz,  ^A.  Ecrivons  maintenant  le  groupe  ae, 
bf\  il  ne  doit  pas  renfermer  de  bitangente  du  groupe  ah, 
:.iais  dans  chaque  terme  une  des  bi tangentes  du  groupe  ac^ 
sera  combinée  avec  une  bitangente  du  groupe  ad.  Comme 
nous  étions  libres  d'écrire  les  couples  de  chaque  groupe  dans 
Tordre  que  nous  voulons,  ce  n'est  simplement  qu'une  affaire 
de  notation  et  nous  n'introduisons  aucune  condition  géonié- 
trique,  si  nous  prenons  pour  ce  groupe  ae,  6/,  mw,  0(v,  qy^so. 
De  la  même  manière,  c'est  une  pure  affaire  de  notation  que 
supposer  que  les  bitangentes  ont  été  représentées  par  des 
lettres,  de  manière  que  ag  et  mx,  ai  et  mz,  ak  et  mi 
appartiennent  au  même  groupe.  Ceci  admis,  on  trouvera  que 
le  groupe  a/,  be  est  nécessairement  nv^  px^  rz^ti/^  et  nous 
pouvons  procéder  ainsi  pas  à  pas,  pour  écrire  le  système  en- 
tier. Nous  avions,  d'après  cela,  introduit  dans  l'édition  précé- 
dente une  Table  des  3i5  coniques;  nous  ne  la  reproduisons 
pas  ici,  parce  que  Hesse  adonné  (Crelle,  i855,  t.  49,  p.  ^43) 
un  algorithme  discuté  ensuite  plus  minutieusement  par 
M,  Cayley  {C  relie  ^  i858,  t.  68,  p.  176),  qui  présente  sous  une 
forme  facile  à  reconnaître  les  relations  mutuelles  des  28  tan- 
gentes. La  méthode  de  Hesse  s'appuie  sur  des  considérations 
tirées  de  la  Géométrie  à  trois  dimensions.  Il  égale  à  zéro  le 
discriminant  de  l'expression  aU-hPV  +  YW  =  o  dans  la- 
quelle U,  V,  W  représentent  des  surfaces  du  second  degré. 
Ce  discriminant  étant  une  fonction  du  quatrième  degré  en 
a,  p,  y,  si  l'on  regarde  ces  quantités  comme  des  variables, 
r^'quation  représente  une  quartique  plane.  Mais,  pour  une 
valeur  quelconque  de  a,  ^,  y  qui  fait  annuler  le  discriminant. 
aU-l- pV-l- yW  représente  un  cône,  en  sorte  qu'à  chaquo 
point  de  la  quartique  plane  correspond  un  point  de  l'espac  * 
qui  est  le  sommet  de  ce  cône.  Le  méthode  de  Hesse  relie  les 
ttngentes  doubles  de   la  quartique  plane  avec  les  droites 
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joignant  chaque  couple  des  huit  points  de  Tespace  qui  sont 
les  intersections  de  trois  surfaces  du  second  degré.  Nous  ne 
faisons  ici  aucun  usage  de  principes  de  Géométrie  de  Tespacc, 
mais  nous  empruntons  simplement  la  notation  que  suggère 
la  méthode  de  Hesse  (  * }. 

260.  Prenons  huit  symboles  i,  2,  3,  4)  ^9  ^)  7^  S*  Leurs 
combinaisons  deux,  à  deux  nous  donnent  aS  symboles  la, 
i3,  . . . ,  78  que  nous  emploierons  pour  représenter  les 
28  bitangenles.  Celte  notation,  quand  les  symboles  sont  con- 
venablement appliqués  aux  28  bitangentes,  nous  permet  de 
représenter  correctement  leurs  relations  géométriques,  quoi- 
qu'elle soit  complètement  en  défaut  pour  faire  ressortir  la 
symétrie  du  système.  En  effet,  la  notation  pourrait  donner 
ridée  que  la  bitangenle  la  se  comporte  difléremment  avec 
les  bitangentes  i3,  14»  •••  et  avec  les  bitangenles  34» 
56,  . . . ,  tandis  quSl  n'y  a  réellement  pas  de  différence  geo- 
mélrique  entre  les  relations  d'un  couple  quelconque  de  bi- 
tangenles. Nous  supposerons  les  symboles  appliqués  de  telie 
manière  que  lâ,  34^  56,  78  représentent  des  bitangentes  dont 
les  huit  points  de  contact  soient  sur  une  conique.  La  même 
propriété  appartiendra  alors  à  tout  tétrade  ou  système  de 
quatre  bitangentes  représenté  par  un  système  semblable  de 
duades  ou  de  deux  symboles,  c'est-à-dire  par  quatre  duades 
quelconques  contenant  tous  les  huit  symboles.  Mais,  si  nous 
faisons  le  compte  de  ces  arrangements,  nous  trouvons  que 


(')  Un  autre  mode  de  rattacher  la  théorie  des  a8  biiangenles  aTcc  la 
Géométrie  de  l'espace  a  été  employé  par  Geiser,  Âfaiheniaiische  Annalen, 
U  I.  129;  c'est  le  suivant  :  D'un  point  d'une  surface  cubique,  on  peut  mener 
nn  c6ne  du  second  degré  tangent  à  la  surface.  Ge  cône  sera  une  surface  non 
singulière,  ses  plans  bitangents  sont  le  plan  tangent  à  la  cubique  en  son 
sommet  et  les  plans  qui  joignent  le  sommet  aux  37  droites  de  la  surface, 
/^enthen  démontre  que  sa  classification  des  quadriques  basée  sur  la  réalité 
de  leurs  bitangentes  conduit  par  une  voie  diiït*rcnte  aux  résultats  que 
SchlAdi  a  obtenus  en  classant  ces  surfaces  du  troisième  ordre  d'après  la 
réalité  de  leurs  droites. 
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nous  n'en  pouvons  faire  que  io5  contenant  les  huit  symboles 
en  systèmes,  tels  que  12,  34,  56,  78.  Les  210  coniques  res- 
tantes correspondent  à  quatre  bi tangentes  dont  les  symboles 
sont  tels  que  12,  28,  34?  4 ',  c'est-à-dire  que  les  du  ad  es  se  dé- 
duisent cycliquement  d'un  arrangement  quelconque  de  quatre 
des  huit  symboles,  etPon  trouvera  que  nous  avons  210  tétrades 
de  cette  sorte.  Ainsi  le  groupe  appartenant  au  couple  12,  34  se 
composede56,  78;  57,  68;  58,  67;  i3,  24;  i4»  23,  et  le  groupe 
appartenant  à  12,  i3  est  24,  34;  ^5,  35;  26,  36;  27,  37; 
28,  38.  La  notation  montre  donc  complètement  comment  les 
bi  tangentes  doivent  être  combinées  en  groupes.  Elle  donnerait 
cependant  à  penser  que  les  io5  coniques  de  la  forme  1 2,  34, 
56,  78  diffèrent  quant  à  leurs  propriétés  des  210  coniques  de 
la  forme  12,  23,  34,  4i)  ^^  q^î  n'est  pas;  les  3i5  tétrades 
forment  un  système  indissoluble. 

281.  M.  Cayley  a  fait  remarquer  que  les  recherches  de 
Hesse  établissent  la  règle  générale  suivante  :  Une  substitution 
bifide  Reproduit  aucun  changement  dans  les  relations  géo- 
métriques des  bitangentes  représentées  par  un  système  quel- 
conque de  symboles.  Par  une  substitution  bifide  nous  enten- 
dons qu'après  avoir  écrit  un  symbole  de  substitution,  tel  que 
1234,  5678,  nous  permutons  partout  les  duades  12,  34; 
i3,  24;  i4,  «3  de  même  que  56,  78;  57,  68;  58,  67;  mais 
nous  laissons  sans  changements  les  duades,  tels  que  i5,  36, 
dans  lesquels  un  symbole  de  la  première  série  est  combiné 
avec  un  symbole  de  la  seconde.  Le  nombre  des  substitutions 
bifides  possibles  est  35,  ou  bien,  si  nous  ajoutons  runilc 
(aucun  changement  dans  les  duades),  le  nombre  est  36. 

Par  exemple,  si  nous  appliquons  la  substitution  bifide  1 234- 
5678  au  couple  12,  34»  nous  obtenons  le  même  couple  dans 
un  ordre  opposé;  si  nous  l'appliquons  à  12,  i3,  nous  avons 
34?  î>4,  couple  de  même  type  que  12,  i3;  si  nous  l'appliquons 
à  K2,  i5,  nous  obtenons  34, 1 5,  couple  d'un  type  différent  en 
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apparence,  mais  qui  ne  diffère  pas  quant  aux  relations  géo- 
métriques. Si  de  même  nous  appliquons  la  même  substitution 
bifide  que  ci--dessus  au  tétrade  iS,  67,  a8,  34)  qui  appartient 
au  système  des  io5  dont  on  a  déjà  parlé^  nous  obtenons 
i5,  58,  82,  ai,  qui  rentre  dans  le  système  des  210  et  qui, 
suivant  la  règle,  possède  les  mêmes  propriétés  géométriques. 


26â.  Dans  le  Tableau  qui  suit,  M.  Cayley  a  fait  ressortir  les 
relations  géométriques  des  bitangentes,  prises  une  à  une, 
deux  à  deux,  trois  à  trois  ou  quatre  à  quatre,  et  le  nombre  de 
lermes  appartenant  à  chaque  type  d'arrangement  de  symboles. 


1 

V 

II 

TBRMB 

raprèMaUllf. 

NOHoas 

de 
termos 
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13 

28             28 

Bitaogentes. 

12. l3 

12.34 

f.i  =:• 

Couples  de  bitangentes. 

u 
m 

12.23.34 

12.34.56 

t\  -^ 

Triades  de  bitangentes  telles  que  6  points 
de  contact  sont  sur  une  conique. 

A 

VI 
V 

I3.23.3l 

12.23.45 

I2.l3.l4 

56) 
1680        2016 
280  ) 

3276 

Triades  tels  que  6  points  de  contact  ne 
sont  pas  sur  une  conique. 

lin 

D 

12.34.56.78 
12.23.34.41 

'o5  )      5  , 
3i5 
210 

Tétrades  tels  que  les  8  points  de  con- 
tact sont  sur  une  conique. 

IIV 
lU 
LT 

ÙJ 

>1A 

12.34.56.67 
12.34.45.56 
12.23.34.45 

I2.33.3l.l4 

12.13.14.45 

2520  1 
5o4o  1 

336o  >  i5i2o 
84o  \ 
336o  / 

Tétrades  tels  que  6  des  8  points  de  con- 
Uct  sont  sur  une  conique. 

lA 
VV 

12.34.45.53 

I3.i3.i4.i5 
12.34.35.36 
12.13.45.46 

56o 

280        t,  , 

.680    ^^° 

2520 

Tétrades  tels  qu'il  n'y  a  pas  6  points  de 
contact  sur  une  conique. 

20475 
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Dans  ce  qui  précède,  pour  plus  de  clarté^  on  a  attaché  un 
symbole  géométrique  à  chaque  terme;  les  symboles  i,  a,  3. 
4>  5,6,  7,  8  étant  regardés  comme  des  points,  quand  deux 
d'entre  eux  sont  combinés  pour  former  un  duade,  cette  opé- 
ration est  indiquée  par  une  droite  tirée  pour  joindre  les  deux 
points;  ainsi  A  est  le  symbole  du  terme  i9,  a3,  3i .  Ce  mode 
de  représentation  est  très  convenable,  nous  pouvons  par 
exemple,  à  la  simple  inspection,  voir  que  le  symbole  d'un  sys- 
tème partiel  dans  le  système  de  iSiao  termes  comprend 
comme  partie  intégrante  un  des  symboles  1 1 1 ,  U  »  c'est-à-dire 
que,  parmi  les  bi tangentes,  il  y  en  a  six  telles  que  leurs  points 
de  contact  sont  sur  une  conique;  tandis  que,  au  contraire, 
dans  les  symboles  des  systèmes  particuliers  appartenant  au 
système  de  5o4o  termes,  aucun  de  ces  symboles  ne  conlient 
comme  partie  de  lui-même  |||,  ou  (J* 

A  ce  qui  précède,  on  peut  joindre  les  deux  groupes  sui- 
\ants  de  six  bitangentes. 


TERME  RErRÊSEXTATiF. 

NOMBRE  DBS  TERMES.     | 

AA 

ia.a3.3i.45.56.64 
la. 34. 35. 36. 37. 38- 
ia.i3.i4.56.57.58 
13. 23. 3i. 14.45.51 
la. 23. 34. 45. 56. 61 
12.35.35.36.67.68 

aSo 

168 

56o 

1 

Wl 

1 
1008 

ww 

•    1 

a 

O 

84o  1                 1 
1680  1  5o4o 

Wl 

2620   ' 

Ces  1008  et  5o4o  l^exades  ont  été  étudiés  par  Hesse  el 
Steiner  comme  bitangentes  dont  les  douze  points  de  coniaci 
sont  une  cubique  proprement  dite,  le  premier  système  n'ayani 
pas  six  points  de  contact  sur  une  conique;  le  second,  au  con- 
traire, ayant  ses  douze  points  de  contact  divisibles  en  deux 
groupes  de  six  points  situés  chacun  sur  une  conique.  On  peut 
ajouter  que  les  six  tangentes  de  chacune  des  1008  hexades 
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soDt  toutes  iangenies  à  la  même  conique,  comme  le  montre- 
ront les  recherches  d'Aronhold  que  nous  allons  indiquer  ici. 
I^es  six  tangentes  de  chacun  des  5o4o  bexades  peuvent  se 
distribuer  en  trois  couples  dont  les  points  d'intersection  sont 
sar  une  même  droite  {yoir  n^  S58). 

263.  Nous  terminons  cette  discussion  des  bitangentes  en 
donnant  un  aperçu  de  la  méthode  par  laquelle  Aronhold  a 
AémonXxé  {Monatsberichte  de  Berlin,  p.  499;  1864)  qu'étant 
données  sept  droites  arbitraires,  on  peut  trouver  une quarti que 
qui  ait  ces  droites  pour  bitangentes  et  dont  les  autres  bitan- 
gentes peuvent  se  déterminer  par  des  constructions  linéaires. 
La  méthode  repose  sur  les  propriétés  d'un  système  de 
courbes  de  la  troisième  classe  ayant  sept  tangentes  com- 
munes; mais  il  semble  à  propos  de  les  établir  d'abord  sous 
la  forme  réciproque  avec  laquelle  le  lecteur  est  plus  familier, 
c'est-à-dire  de  les  déduire  comme  propriétés  d'un  système  de 
cubiques  passant  par  sept  points  donnés. 

1^  Considérons  une  cubique  quelconque  du  système;  si 
Ion  joint  le  huitième  et  le  neuvième  point  oh  elle  est  coupée 
par  une  autre  cubique  du  système,  la  droite  qui  réunit  ces 
points  passe  par  un  point  fixe  de  la  première  cubique,  qui 
est  le  corésiduel  des  sept  points  donnés  (n®  160). 

2^  Par  un  point  arbitraire  8,  on  ne  peut  décrire  qu'une 
seule  cubique  pour  laquelle  ce  point  soit  le  corésiduel  des 
sept  points  donnés;  car  toutes  les  cubiques  du  système  qui 
passent  par  le  point  8  passent  par  un  autre  point  fixe  9  et, 
par  définition,  le  corésiduel  est  le  point  où  la  droite  qui  joint 
CCS  points  rencontre  de  nouveau  la  courbe.  Si  donc  le  coré- 
siduel doit  coïncider  avec  le  point  8,  la  cubique  devra  être 
la  courbe  qui  est  déterminée  par  la  condition  d'avoir  la 
droite  89  pour  tangente  au  point  8. 

3**  On  peut  décrire  quatre  cubiques  du  système  de  ma- 
nière qu'elles  soient  tangentes  à  une  cubique  donnée  du  sys- 
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tème;  les  points  de  contact  sont  évidemment  les  points  de 
contact  des  tangentes  menées  à  la  cubique  par  le  point  coré- 
siduel. 

4^  Si  les  points  8^9  coïncident,  c'est-à-dire  si  les  cubiques 
sont  tangentes,  Tenveloppe  de  la  tangente  commune  est  une 
courbe  de  quatrième  classe.  En  effet,  examinons  combien  de 
ces  droites  peuvent  passer  par  un  point  P  pris  d'une  manière 
arbitraire.  Supposons  une  cubique  décrite  par  P  et  par  les 
points  8,9;  alors,  par  définition,  le  point  P  est  le  point  coré- 
siduel  sur  cette  cubique  et,  d'après  (2),  cette  cubique,  ayanl 
P  pour  corésiduel,  est  une  courbe  parfaitement  déterminée. 
Nous  voyons  alors,  d'après  (3),  que  Tenveloppe  en  question 
est  de  la  quatrième  classe  ;  les  quatre  tangentes  passant  par  P 
se  trouvent  en  cherchant  la  cubique  qui  a  P  pour  corésiduel 
et  menant  de  ce  point  les  quatre  tangentes  à  cette  cubique. 

5^  Le  point  P  appartiendra  à  la  courbe  enveloppe,  si  deux 
des  tangentes  menées  par  lui  coïncident;  mais  de  la  con- 
struction qu'on  vient  de  donner  il  résulte  que  ceci  ne  peut 
arriver  que  lorsque  la  courbe  qui  a  P  pour  corésiduel  a  un 
nœud;  car,  dans  ce  cas,  deux  tangentes  coïncident  avec  b 
droite  qui  joint  P  au  nœud.  Donc  l'enveloppe  que  nous  consi- 
dérons peut  aussi  se  définir  comme  lieu  du  corésiduel  du  sys- 
tème donné  de  points  pour  toutes  les  cubiques  nodales  du 
système. 

6^  Si  la  cubique  passant  par  les  sept  points  se  décompose 
en  une  conique  passant  par  cinq  d'entre  eux  et  une  droite 
joignant  les  deux  autres,  elle  a  deux  nœuds  qui  sont  les 
intersections  de  la  droite  et  de  la  conique.  Une  autre  cubique 
quelconque  du  système  rencontre  cette  cubique  complexe  en 
deux  points,  l'un  sur  la  droite,  l'autre  sur  la  conique,  et  le 
corésiduel  est  le  point  P  où  la  droite  qui  joint  ces  deux  points 
rencontre  de  nouveau  la  conique.  Dans  ce  cas,  P  est  un  poini 
double,  qui  a  pour  tangentes  les  droites  qui  le  joignent  aux 
intersections  de  la  conique  avec  la  droite.  Mais  sept  points 
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peuvent  se  diviser  de  m  manières  en  un  système  de  deux 
points  et  un  autre  de  cinq  points.  La  courbe  que  nous  con- 
sidérons a  donc  ai  points  doubles,  un  sur  chacune  des  21  co- 
niques déterminées  par  cinq  des  points  donnés. 

7^  De  plus,  les  sept  points  eux-mêmes  sont  des  points, 
doubles  de  la  même  courbe  ;  car,  par  six  des  points  donnés,  on 
peut  décrire  une  cubique  ayant  le  septième  pour  point  double, 
et  il  est  facile  de  voir  que  le  point  double  est  le  corésiduel 
pour  cette  cubique.  Les  quatre  tangentes  qu^on  peut  inener 
de  ce  point  à  la  cubique  se  réduisent  à  deux  couples  de  tan- 
gentes coïncidentes;  ce  sont  les  tangentes  à  la  cubique  au 
point  double.  La  courbe  enveloppe  a  donc  28  points  doubles, 
dont  7  sont  les  7  points  donnés  ;  le  couple  de  tangentes  en 
chacun  de  ces  sept  points  est  le  même  que  celui  de  la  cubique 
du  système  qui  a  ce  point  pour  point  double. 

264. 1®  Réciproquement,  si  nous  avons  un  système  de  courbes 
de  la  troisième  classe  tangentes  à  sept  droites  données,  et  si 
nous  considérons  une  courbe  quelconque  du  système,  la  hui- 
ûème  et  la  neuvième  tangente  communes  à  celle-ci  et  à  une 
antre  courbe  du  système  se  coupent  sur  une  tangente  fixe  de 
la  courbe  qu'on  a  choisie,  et  cette  tangente  peut  s'appeler  la 
corésiduelle  pour  cette  courbe  des  sept  tangentes  données. 

2®  Il  y  a  une  courbe  du  système  qui  correspond  à  une 
droite  arbitraire,  et  qui  a  elle-même  cette  droite  comme  coré- 
siduelle des  tangentes  données. 

3^  Une  courbe  quelconque  du  système  est  touchée  par 
quatre  autres  courbes;  les  points  de  contact  sont  ceux  où  la  ' 
tangente  corésiduelle  rencontre  de  nouveau  la  courbe,  qui, 
étant  une  courbe  générale  de   la   troisième   classe,  est  du 
sixième  degré. 

4*"  Le  lieu  des  points  où  deux  courbes  du  système  sont 
tangentes  est  une  courbe  du  quatrième  degré;  les  points  où 
une  droite  quelconque  rencontre  ce  lieu  sont  les  quatre  points 
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où  elle  rencontre  la  courbe  dont  elle  est  tangente  corésiduelle. 

5^  Si  la  courbe  de  la  ^/oisième  classe  a  une  bitangente,  la 
corésiduelle  pour  cette  courbe  est  tangente  au  lieu  et  le  point 
de  contact  est  Tintersection  de  la  corésiduelle  et  de  la  bilan- 
gente^ 

6°  Si  la  courbe  se  compose  d*une  conique  tangente  à  cinq 
des  tangentes  données  et  d^un  point,  intersection  des  deux 
autres  tangentes,  la  corésiduelle  pour  ce  système  sera  une 
bitangenle  au  lieu.  11  y  aura  ui  de  ces  bitangentes. 

7°  De  plus,  les  sept  droites  données  elles-mêmes  sont  des 
bitangentes  ;  les  points  de  contact  sont  les  mêmes  que  ceuy 
où  une  d*entre  elles  est  tangente  à  la  courbe  de  la  troisième 
classe  ayant  cette  droite  pour  bitangente  et  les  six  autres 
droites  données  comme  tangentes  ordinaires  (*). 

263.  Étant  données  les  sept  bitangentes,  nous  pouvons 
maintenant,  comme  nous  l'avons  annoncé,  en  déduire  les 
autres  par  des  constructions  linéaires.  Nous  avons  par  le  fait 
à  construire  les  tangentes  corésiduelles  pour  les  difFérenls 
systèmes  I234S;  67...  dans  lesquels  ia345  représente  la 
conique  tangente  aux  cinq  premières  droites  et  où  67  est  le 
point  d*intersection  des  deux  autres  droites.  Mais  les  deux 
systèmes  ia345,67  et  ia346,57  oni  évidemment  sept  tan- 
gentes communes  et  les  autres  tangentes  communes  sont  celles 
qui  sont  menées  du  point  Sy  à  ia34S  et  du  point  67  à  ia34^). 
Or,  le  théorème  de  Brianchon  nous  permet,  étant  donné  un 


(*)  Le  point  de  contact  de  chacune  des  sept  droites  données  avec  le  lieu 
étant  ainsi  donné,  nous  avons  quatorze  points  de  la  quartique  qui  est  alors 
complètement  déterroinée  et  il  n'y  a  qu*une  seule  quartique  satisfaisaol  aui 
conditions  imposées.  Il  peut  cependant  y  avoir  plusieurs  quartiques  ayant 
les  sept  droites  données  comme  bitangentes;  celle  qui  est  déterminée  par  la 
méthode  d'Aronhold  les  a  comme  bitangentes  sans  relations  entre  elles;  ellos 
sont  telles,  par  exemple,  que  trois  d'entre  elles  n'appartiennent  pas  au 
même  groupe. 
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point  sur  une  tangente  à  une  conique,  de  trouver  l'autre  tan- 
gente par  des  constructions  linéaires.  Ces  deux  tangentes 
étant  ainsi  construites  et  leur  intersection  trouvée,  les  tan- 
gentes restantes  menées  de  ce  point  à  chacune  des  coniques 
en  question  seront  les  deux  corésiduelles  cherchées,  et  par 
conséquent  deux  bitangentes.  Ou  autrement,  si  nous  consi- 
dérons les  trois  systèmes  12345,67;  12346,57;  12347» 56, et 
si  nous  déterminons  de  la  manière  qu'on  vient  d'indiquer  la 
huitième  et  la  neuvième  tangente  restante,  communes  à  chaque 
couple  de  systèmes,  les  trois  intersections  de  ces  couples  de 
tangentes  jointes  entre  elles  donneront  trois  des  bitangentes 
cherchées.  La  bitangente  qui  est  la  côrésiduelle  du  système 
12345,67  peut  s'appeler  la  bitangente  (67);  et,  de  cette  ma- 
nière, les  vingt  et  une  bitangentes  peuvent  se  représenter  par 
des  combinaisons  des  symboles  i,  2,  3,  4>  5,  6,  7.  Nous 
avons  en  plus  les  sept  droites  données;  si  nous  introduisons 
un  nouveau  symbole  8  par  raison  de  symétrie,  et  si  nous 
représentons  ces  dernières  par  (18),  (a8),  (38),  (48),  (58), 
(68),  (78),  nous  serons  conduits,  par  la  méthode  d'Aronhold, 
à  un  algorithme  identique  à  celui  de  Hesse. 

266.  L'intersection  des  huitième  et  neuvième  tangentes 
communes  à  deux  courbes  quelconques  du  système  est  un 
point  par  lequel  passe  la  tangente  côrésiduelle  à  chacune  de 
ces  courbes.  Considérons  les  systèmes  cubiques  complexes 
12,34567;  34,  12567;  une  des  tangentes  communes  est  la 
droite  qui  joint  les  points  12, 34»  c'est-à-dire,  dans  l'algorithme 
qu'on  vient  d'indiquer,  la  droite  qui  unit  les  intersections  des 
droites  (18),  (28);  (38),  (48),  et  nous  voyons  maintenant  que 
cette  droite  passe  par  l'intersection  des  corésiduelles  des  deux 
systèmes  que  Ton  considère,  c'est-à-dire  par  le  point  (i  2),  (34). 
Nous  arrivons  de  cette  manière  au  théorème  déjà  démontré 
(n**  258),  que  lespoints  dHntersection  des  droit€s{iS),  (^8); 
(38)  (48);  (12),  (34)  sont  situés  sur  une  même  ligne  droite  ; 
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el  le  n*'  262  montre  que,  par  une  substitution  ordinaire  ou 
bifide,  nous  pourrons  trouver  5o4o  droites  possédant  la  même 
propriété. 

^7.  Nous  terminons  en  donnant  les  recherches  algébriques 
d' Aronhold  pour  trouver  Téquation  de  la  quartique,  engendrée 
suivant  sa  méthode.  Prenons  des  coordonnées  tangentielles 
a,  p,  y;  et  soient {/,  i^,  w  des  fonctions  linéaires  quelconques 
de  ces  quantités,  telles  que  aa  -1-6^4-  cy,  ...  ;  les  équations 

pc — Y'^^o»     Y^  —  aa  =  o,     au  —  ^v  =  o 

représentent  alors  trois  coniques  ayant  quatre  tangentes  com- 
munes et  dont  chacune  est  tangente  à  un  côté  du  triangle  de 
référence,  et 

représentent  trois  courbes  de  la  troisième  classe  ayant  sept 
tangentes  communes,  qui  sont  les  quatre  tangentes  communes 
aux  coniques  et  les  côtés  du  triangle  de  référence.  Toute 
autre  cubique  ayant  les  sept  mêmes  tangentes  communes  sera 
de  la  forme 

u'a{^v  —  Y^)"*"  t'' P( Y ^  ""*")■+-  w'yC*"  —  P*')  =  Oi 

dans  laquelle  u\  p',  (v'sont  des  constantes  arbitraires  qui  sont 
supposées  être  de  la  forme  aa'-|-  6p'  -f-  cy  . . .  a',  p',  y'  étant 
les  coordonnées  d'une  droite  arbitraire.  En  écrivant  Téquation 
ci'dessus  sous  la  forme 


u  u'  Py 
V  v'  Y** 
sv     iv'     «p 


=  o, 


I  elle  est  évidemment  satisfaite  par  les  coordonnées  a',  ^\  ^ 

!  qui  sont,  en  conséquence,  celles  d'une  tangente  à  la  courbe. 

Et  de  plus  celte  tangente  est  la  corésiduelle  pour  cette  courbe  ; 


I 


«'    u'   ?Y 

u'     u 

'    PY  +  PY 

v'      r*     fa' 

+  X^L 

çl           ^          •^'<^-^-^lx' 

^     «^    «'P' 

♦v'     «^     a'?'+«'P' 

«'    «'    pY' 

+  (^' 

^'       (/      ^»a' 

CODRBBS    DU    QUATRIÈME    ORDRE.  337 

carnous  trouverons  les  autres  tangentes  passant  par  un  point 
(le  cette  droite  en  remplaçant  dans  l'équation  ci-dessus  a  par 
}jt'-|-  [jLa',  ....  L'équation  devient  alors  divisible  par  |x*^  et, 
après  la  division,  il  vient 


X* 


la  symétrie  de  Téquation  montre  que  les  couples  de  tangentes 
sont  les  mêmes  que  ceux  qu'on  peut  mener  par  l'intersection 
des  droites  a'^'^?  ^"P'^f  aux  courbes 


—  o. 


Ainsi  a'P'y,  aP^^'f  étant  respectivement  les  troisièmes  tan- 
|;entes  menées  S  chaque  courbe  par  l'intersection  des  hui- 
tième et  neuvième  tangentes  communes  aux  deux  courbes, 
-ilessont,  par  définition,  les  tangentes  corésiduelles.  Les  deux 
courbes  seront  tangentes  à  la  condition  que  l'équation  qua- 
dratique en  X  et  |x  ait  des  racines  égales,  ou  bien,  si  nous  re- 
présentons par  P,  Q,  R  les  coefficients  de  cette  équation, 
o.les  seront  tangentes  si  Q^  =  4RP. 

Si  nous  représentons  par  X,  Y,  Z  les  déterminants  mi- 
neurs v^\^  —  sfw^y  w^if  —  w'u!^  lisf  —  ii^s;>\  nous  avons 

P=:  PYX4-  fa' Y -h  a'p'Z, 

Q  =  (PY-+-PY)XH-(Y'a'4-TV)Y4-(ar  +  a'p')Z, 
R=:  PYX-H  Y*' Y  4-  (x'^'Z. 

Mais,  à  la  place  de  ^Y— ?''i^Y'*''-f  *''*'?'-«%  "«"s 
S.  —  Courbes  plane*,  a  a 


u 

«' 

Pï 

u 

u" 

h 

V 

v' 

ï« 

=  o, 

V 

sf 

ï« 

w 

ff' 

«? 

w 

w" 

«? 
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pouvons  écrire  x^y^  Zj  ces  quantités  étant  les  coordonnées 
ponctuelles  du  point  d'intersection  des  deux  droites,  a',  ^',  y, 
3c",  P',  f.  L'équation  Q^  =  4PR  équivaut  à 

ou  

Il  faut  se  rappeler  que  X  est  égal  à  v'w^  —  /«/,  et,  si  nous 
remplaçons  ces  quantités  par  leurs  valeurs 

v/^a'oL'-h  b'^'  -^c'^\     w'  ^a'oL'-hb'^'  -h  c'y'. 
v'-z  a'a'-h  6'p'  4-  c'f,     w"  =  a'oL'-hb'^'-^c'Y* 
nous  avons 

Xzzi(6'c'-.  6V),r  4-  (cV  — cV)/-h(a'6'—  a''b')z. 
De  même, 

Y^^O'c—  bc'')a:-h{c'a  —  ca'')y -^-{a' b  —  ab')z, 
Z  —  {bc'  —  b'c)x-h{ca'  —.c'a)f-h{ab'  —  a'b)z. 

Ainsi  X,  Y,  Z  représentent  des  droites  connues.  Ce  sont, 
parle  fait,  les  côtés  du  triangle  dont  les  sommets  sont  1/,  p,  w. 
On  remarquera  que  les  coefficients  dans  X,  Y,  Z  senties 
éléments  du  déterminant  réciproque  de  celui  qui  est  forme 
des  coefficients  de  w,  v^w;  en  sorte  que,  si  Ton  avait  primili- 
vement  donné  X,  Y,  Z,  on  aurait  trouvé  w,  \^y  w  par  des  foi^ 
mules  analogues. 

268.  La  même  recherche  donnerait  des  résultats  également 
exacfs,  si  les  équations  des  trois  coniques  avaient  été 
lau  =  m^^  =  nfiv.  Les  valeurs  de  X,  Y,  Z  resteraient  les 
mêmes  que  ci-dessus,  mais  nous  aurions 

et  l'équation  serait 


\Jmnx X  4- sjf^ly  V  -h \Umz7j  ■—  o. 
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C'est  la  forme  la  plus  générale  de  Téquation  d'une  quartique 
;iyant  trois  couples  de  lignes  ^r,  X,  ...  comme  couples  de 
bitangentes  du  même  groupe.  Si  Ton  nous  donnait  une  sep» 
lième  bilangente,  Ij  m,  n  seraient  complètement  déterminés 
parles  coordonnées  de  cette  bitangente,  à  savoir 

d'où  il  résulte  que  mn,  nly  Im  sont  respectivement  propor- 
tionnels à  a' a',  pV,  y'tv'.  Si  donc  on  nous  demande  de 
décrire  une  quartique  ayant  sept  droites  données  comme 
bitangentes,  en  outre  de  la  quartique  déterminée  (n*^  265)  dans 
rhypothèse  que  deux  tangentes  n'appartiennent  pas  au  même 
^oupe,  nous  pouvons  en  décrire  (7  X  i5)  =  io5  autres  en 
suivant  la  méthode  de  ce  numéro,  c'est-à-dire  en  laissant  de 
côté  une  des  sept  droites  et  en  divisant  les  six  droites  res- 
tantes en  trois  couples,  ce  qu'on  peut  faire  de  quinze  manières 
différentes. 
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289.  En  dehors  de  ce  qui  se  rapporte  aux  bitangentes,  la 
théorie  des  quartiques  non  singulières  a  été  peu  étudiée  et  ce 
qui  nous  reste  à  dire  sur  ce  sujet  sera  donné  dans  la  dernière 
Section  de  ce  Chapitre,  où  nous  parlerons  des  invariants  et 
covariants.  Pour  compléter  la  théorie  des  bitangentes,  nous 
devrions  considérer  les  modiGcations  qu'éprouve  cette  théorie 
quand  une  courbe  a  un  ou  plusieurs  points  doubles.  Cepen- 
dant le  cas  où  la  quartique  n'a  qu'un  nœud  n'a  pas  attiré 
l'attention  et  ne  sera  pas  discuté  ici.  Les  quartiques  qui  ont 
deux  nœuds,  et  pour  lesquelles  ces  points  sont  les  points 
circulaires  de  l'infini,  ont  été  l'objet  d'études  approfondies  (*) 


(')  Voir,  en  particulier,  le  Mémoire  du  D' Casey  :  Transactions  of  Royal 
IrishAcademy,  yo\.  XXIV,  p.  467;  1869. 
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SOUS  le  nom  de  quar tiques  bicirculaires;  nous  allons  indiquer 
ici  quelques-uns  des  principaux  résultats  obtenus.  Toutes  les 
propriétés  projectives  trouvées  pour  les  quartîques  bicircu- 
laires peuvent  aussi  s*énoncer  et  se  démontrer  pour  les  quar- 
tiques  binodales;  mais  nous  croyons  plus  convenable  de 
donner  quelques-uns  de  ces  résultats  sous  leur  forme  origi- 
nale; le  lecteur  n'éprouvera  aucune  difficulté  à  faire  la  géné- 
ralisation qui  convient.  Les  quartiques  qui  ont  les  deux  poiots 
circulaires  comme  points  de  rebroussement  ont  aussi  été 
beaucoup  étudiées  sous  le  nom  de  Cartésiennes  (•),  et  leurs 
[)ropriétés  peuvent  être  généralisées  et  établies  comme  pro- 
priétés de  quartiques  bicuspidales.  Si  une  quar  tique  a  Tun 
des  points  circulaires  pour  point  de  rebroussement  et  Tautre 
pour  point  double  ou  nodal,  elle  ne  peut  être  réelle;  en  con- 
séquence, ce  cas  a  été  peu  étudié,  et  nous  aurons  aussi  peu  à 
dire  sur  les  propriétés  des  quartiques  qui  possèdent  un  nœud 
et  un  point  de  rebroussement. 

270.  De  chacun  des  deux  nœuds  d'une  quartique  binodale 
on  peut  mener  quatre  tangentes  à  la  courbe  (n^  79)  ;  nous 
allons  démontrer  que  les  rapports  anharmoniques  de  ces  deux 
faisceaux  sont  égaux.  L'équation  générale  d*une  quartique 
siyant  pour  nœuds  les  points  d'intersection  de  la  droite  z  avec 
les  droites  x  et  y  est 

J7'^*-+-  2a:yz{Lc  -h  my) 

-h  z\ax^  -h  67*  -h  C2*  -H  nfyz  -h  a  gzx  h-  a  hxy)  =  o. 

Les  couples  de  tangentes  aux  points  doubles  sont  donnes 
par  les  équations 

x^  -H  'kmxz  -h  bz^  =0,     /' -i-  a  lyz  -t-  as*  =  o, 
et  nous  ne  perdons  rien  en  généralité  en  supposant  que  /  et  m 


(  *  )  Voir  Chasles,  Aperçu  historique,  p.  35o;  Quéteuet,  Nouveaux  Mémoires 
de  Bruxelles,  t.  V;  Catley,  Journal  de  LiouvUlef  t.  XV,  p.  354. 
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soieot  tous  deux  égaux  à  zéro;  ceci  revient  à  admettre  qu'on 
a  pris  pour  droites^  et  j?  les  droites  harmoniques  conjuguées, 
par  rapport  au  couple  de  tangentes,  en  chaque  nœud,  de  la 
droite  z  qui  joint  ces  points.  Ordonnons  maintenant  l'équa- 
tion de  la  quartique 

y\x^  4-  bz^  rH  iyz^(Jz  -+-  Ax)  -4-  3*(  ax^  -h  2  gzx  H-  cz^)  =  o  ; 

nous  trouvons  immédiatement  que  les  quatre  tangentes  me- 
nées par  le  nœud  zx  sont  données  par  l'équation 

OQ 

ax^  -+■  iga^z  -H  (c  4-  a6  —  /t*)  j;*5* 

-\-i{hg  —  hfjz^x  4-  {bc  —/*)z^  =  o. 

lies  invariants  de  cette  quartique  sont 

l^zabc  —  a/*^ bg*-h/gh  H- -^(c -h  «6  —  A*)*, 
6  J  =r  {abc  —  af^—  bg^  -f-  ygh){c  -h  ab  —A») 

Ces  valeurs  sont  symétriques  en  a  et  6,/  et  ^,  et  nous  voyons 
parla  qu'elles  sont  les  mêmes  que  celles  des  invariants  de  la 
quartique  qui  correspond  au  faisceau  de  tangentes  issues  du 
nœud  j^^,  et  que  par  conséquent  les  deux  faisceaux  sont  ho- 
mographiques. 

271.  Il  en  résulte  immédiatement,  comme  dans  le  n®  168, 
qu'on  peut  faire  passer  une  conique  par  les  deux  nœuds  et 
les  quatre  points  où  chaque  tangente  menée  par  un  nœud 
rencontre  la  tangente  correspondante  menée  par  l'autre;  et 
comme  il  y  a,  de  plus,  quatre  ordres  suivant  lesquels  on  peut 
prendre  les  rayons  du  second  faisceau  sans  altérer  le  rapport 
anharmonique,  on  voit  que  les  seize  points  d'intersection  du 
premier  système  de  tangentes  avec  le  second  se  trouvent  sur 
quatre  coniques,  qui  passent  chacune  par  les  deux  nœuds«< 


34^  CHAPITRE    TI. 

Quand  la  quartique  est  bicirculaire,  c^est-à-dire  quand  les 
deux  nœuds  sont  les  points  circulaires  de  l'infini,  ce  théorème 
devient  le  suivant  :  Les  $eize  foyers  cCune  quartique  bicir- 
culaire se  trouvent  sur  quatre  cercles,  et  chaque  cercle  en 
contient  quatre  (*).  Il  faut  remarquer  que  Tune  quelconque 
des  coniques  passant  par  les  deux  nœuds  peut  se  décomposer 
en  une  droite  et  en  la  droite  qui  joint  les  nœuds,  en  sorte  que 
quatre  des  foyers  d'une  quarfique  bicirculaire  peuvent  se 
trouver  sur  une  ligne  droite. 

272.  Nous  avons  déjà  établi  que  Téquation  d'une  quartique 
quelconque  peut,  d'une  inGnité  de  manières,  se  mettre  sous 
la  forme 

aU»  -+-  ÔV»  -h  cW*  -h  a/VW  -h  a^WU  -h  2  AU V  =  o, 

U,  V,  W  étant  trois  coniques.  Si  la  quartique  est  non  singu- 
lière, les  trois  coniques  ne  peuvent  avoir  de  point  commun, 
puisqu'il  est  évident  que  tout  point  commun  à  U,  V,  W  doit 
être  un  point  double  de  la  quartique  dont  nous  avons  écrit 
l'équation.  Dans  le  cas  de  quartiques  binodales^  U,  V,  W 
peuvent  être  considérées  comme  trois  coniques  passant  cha- 
cune par  les  deux  nœuds,  et,  quand  ces  nœuds  sont  les  points 
circulaires  de  l'infini  U,  V,  W  sont  trois  cercles.  Nous  ne 
perdons  rien  en  généralité  en  nous  contentant  d'étudier 
l'équation  UW  =  V^  à  laquelle  on  peut,  comme  dans  la 
théorie  des  coniques,  ramener  l'équation  précédente  d'une 
infinité  de  manières.  On  peut,  par  exemple,  l'écrire 


(')  £n  réalité,  ce  théorème,  qui  est  dû  au  D'  Harb,  a  été  obtenu  le  pre- 
mier, et  Ton  en  a  déduit  le-  théorème  du  n** .  270.  La-  démonstration 
donnée  ici  est  en  substance  la  même  que  celle  de  M.  Cayley.  Voir  son  Mé- 
moire sur  lés  Courbes  polyzonales  {Edimbourg  Trofisetctions,  1869). 
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OÙ  le  second  membre  de  l'équation  se  décompose  en  facteurs. 
On  peut,  par  conséquent,  discuter  les  quartlquésbicirculaires 
et  binodales  en  considérant  la  forme  UW  =  V^  et  en  regar- 
dant la  quartique  comme  Tenveloppe  deX^  U  +  aX  V  -H  W  =  o, 
dans  laquelle  U,  V,  W  sont,  dans  le  premier  cas,  des  cercles, 
cl,  dans  le  second,  des  coniques  passant  par  les  nœuds;  et 
il  est  nécessaire  d'examiner  seulement  comment  cette  limi- 
tation modifie  les  résullat$  déjà  obtenus  (nP*  251  et  suivants). 

273.  Quand  trois  coniques  ont  deux  points  communs,  leur 
Jacobienne  se  décompose  en  une  droite  joignant  ces  points 
et  en  une  conique  qui  passe  par  ces  mêmes  points  ;  et  quand  les 
trois  coniques  sont  des  cercles,  la  conique  Jacobienne  est  le 
cercle  qui  les  coupe  à  angle  droit  {Sections  coniques,  n''  383, 
Ex,  3).  La  Jacobienne  étant  un  déterminant,  la  Jacobienne 
de  a V  -h  P V  -h  yW  =  o  est  la  même  que  celle  de  U,  V,  W, 
et,  quand  U,  V,  W  sont  des  cercles,  tous  les  cercles  compris 
dans  cette  équation  ont  un  cercle  orthogonal  commun. 

Si  U,  Vj  W  sont  des  cercles,  ayant  pour  coordonnées  de 
leurs  centres  Xi  j'i  z^,  x^ y^  ^a?  ^s y^  ^»»  les  coordonnées  du 
centre  de  X^Uh-  aXV  -|-  W  seront  porportionnelles  à 

et  le  lieu  du  centre,  quand  X  varie,  sera  évidemment  une 
conique.  Donc  la  quartique  UW  =  V^  peut  être  regardée 
comme  l'enveloppe  d'un  cercle  dont  le  centre  se  meut  sur 
une  conique  fixe  F  (*)  et  qui  coupe  orthogonalement  un 
cercle  J.  Dans  le  cas  plus  général  d'une  quartique  binodalc, 
U,  V,  W  étant  des  coniques  passant  par  les  points  fixes, 
UW=V*  est  Tenveloppedela  conique  variable  X^U-l-aXV-i-W 
qui  passe  par  les  points  fixes;  toutes  les  coniques  variables 

(')  M.  Casey  a  démontré  que  les  foyers  de  cette  conique  sont  les  mêmes 
que  les  foyers  doubles  de  la  quartique. 
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ont  une  conique  Jacobienne  commune,  et  le  pôle,  par  rapport 
à  Fune  quelconque  d^entre  elles,  de  la  droite  qui  joint  les 
points  fixes  se  meut  sur  une  conique  fixe  F. 

274.  La  nature  de  la  quartique  se  modifiera  sUI  existe  des 
relations  particulières  entre  la  conique  F  et  la  Jacobienne. 
Ainsi,  si  F  est  tangente  à  la  Jacobienne,  le  point  de  contact 
constituera  un  nœud  de  plus  sur  la  quartique,  et,  si  F  est 
deux  fois  tangente  à  la  Jacobienne,  chaque  point  de  contact 
sera  un  nœud,  c*est-à-dire  que  la  quartique  se  décomposera  en 
deux  coniques,  passant  chacune  par  les  points  fixes.  De  même, 
si  F  passe  par  un  des  points  fixes^  ce  point,  au  lieu  d^étre  un 
nœud  sur  la  quartique,  sera  un  point  de  rebroussement  et, 
si  F  passe  par  les  deux  points,  tous  deux  seront  des  points  de 
rebroussement  et  nous  aurons  une  quartique  bicuspidale. 
Ainsi,  dans  le  cas  de  quartiques  bicirculaires,  si  la  conique  F, 
qui  est  le  lieu  des  centres,  est  un  cercle,  la  quartique,  ayant 
pour  points  de  rebroussements  les  points  circulaires  à  l'infini, 
sera  une  Cartésienne. 

Si  la  conique  F  est  tangente  à  la  droite  qui  joint  les  points, 
celte  droite  devient  partie  intégrante  de  la  quartique.  Ainsi, 
dans  le  cas  des  quartiques  bicirculaires,  si  la  conique  F  est 
une  parabole,  la  quartique  dégénère  en  une  cubique  circulaire, 
jointe  à  la  droite  de  Tinfini. 

Si  les  centres  de  U,  V,  W  sont  situés  sur  une  droite,  la 
Jacobienne  se  réduit  à  la  droite  qui  joint  les  centres. 

275.  Revenons  maintenant  à  Téquation  UW-œ  V*.  Nous 
avons  vu  qu'il  y  a  en  général  six  valeurs  de  X  pour  les 
quellesX^U -h  2XV-f- W  se  décompose  en  facteurs  et  que 
les  droites  représentées  par  les  différents  facteurs  sont  des 
bitangentes  de  la  quartique  UW  =  V^.  Mais,  quand  U,  V,  W 
passent  toutes  par  deux  points  fixes,  X^U  -h  aXV  -h  W,  qui 
représente  une  courbe  passant  par  les  mêmes  points,  doit,  si 
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elle  représente  des  droite^,  se  composer  de  deux  droites  dont 
une  passe  par  chaque  point,  ou  bien  de  la  droite  joignant 
les  points  et  d^une  autre  droite.  Dans  le  premier  cas,  les  deux 
droites  ne  sont  pas  des  bitangentes  proprement  dites  de  la 
quartique  UW  =  V*,  mais  des  tangentes  ordinaires  passant 
par  un  nœud  (toute  droite  passant  par  un  nœud  étant  une 
tangente);  dans  le  dernier  cas,  une  des  deux  droites  est  une 
bitangente  proprement  dite  ;  Tautre  est  la  droite  qui  joint  les 
points.  Parmi  les  six  valeurs  de  X,  il  n'y  en  a  que  deux  qui  cor- 
respondent au  cas  des  bitangentes  proprement  dites.  Car 
si  L  est  la  corde  commune  à  U,  V,  W,  V  et  W  seront  res- 
pectivement alors  de  la  forme  aU  H- LM,  6U  +  LN;  et 
X^U-l-aXV  H- W  aura  L  pour  facteur,  si  X  est  une  des 
racines  de  Téquation  X*  -j-  aXa  -f-  6  =  o.  Ainsi,  dans  le  cas 
de  quartiques  bicirculaires,  quand  U,  V,  W  représentent  des 
cercles,  îl  7  ^  évidemment  deux  valeurs  de  \  pour  lesquelles 
le  coefficient  de  x^  H-^»  s'annule  dansX^U  -+-  aXV4-  W  =  o 
et,  pour  chacune  de  ces  valeurs,  l'équation  représente  une 
droite  bitangente  à  la  quartique  UW  =  V*.  Nous  pouvons 
déduire  géométriquement  ce  même  résultat  de  la  construc- 
tion du  n*»  273.  Si  le  cercle  X»U  +  2>.V  -4- W  devient  une 
ligne  droite,  son  centre  passe  à  Pinfini  et  doit  par  con- 
séquent être  le  point  à  l'infini  sur  une  des  deux  asymptotes  de 
la  conique  F;  les  deux  bitangentes  sont  les  deux  perpendi- 
culaires abaissées  du  centre  de  la  Jacobienne  sur  ces 
asymptotes. 

Dans  chacun  des  quatre  autres  cas  où  le  discriminant 
de  X*Uh-  2XV  + W=  o  est  nul,  l'équation  représente  un 
couple  de  tangentes  à  la  quartique,  qui  passent  chacune  par 
un  des  points  circulaires  à  Tinfini  et  dont  l'intersection  est 
par  conséquent  un  foyer  de  la  quartique;  ou  bien,  ce  qui 
revient  au  même,  X=*U  -j-  aXV  -|- W  est  un  cercle  infiniment 
petit  dont  le  centre  est  le  foyer  et  qui  a  un  double  contact 
avec  la  quartique.  Si  l'un  des  deux  cercles  orthogonaux  se 
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réduit  à  un  point,  ce  point  doit  être  situé  sur  Tautre  cercle; 
si  donc  X*U  +  2XV  +  W  se  réduit  à  un  point,  celui-ci  doit 
être  sur  le  cercle  Jacobien  de  U,  V,  W.  Nous  avons  par  con- 
séquent quatre  foyers  :  ce  sont  les  intersections  de  ce  cercle 
Jacobien  avec  la  conique  F  qui  est  elle-même  le  lieu  des 
centres  des  cercles  contenus  dans  l'équation 

X«UH-2XV-hW  =  o, 

et  qui  peut  par  conséquent  s'appeler  une  conique  focale. 

Les  quatre  points  où  le  cercle  Jacobien  rencontre  la  quartique 
seront  les  points  où  les  cercles  du  système  X^U  -|-  aXV  -+-  W 
coupent  la  quartique  en  quatre  points  consécutifs  (n^SSl). 

Il  y  a  quatre  manières  de  ramener  l'équation  d'une  quar- 
tique bicirculaire  donnée  à  la  forme  UW  =  V^.  A  chacune 
d'elles  correspondent  quatre  foyers,  deux  bi tangentes  ei 
quatre  points  cycliques  ou  points  de  la  courbe  où  quatre  point^ 
consécutifs  sont  situés  sur  un  cercle  (voir  n**  114);  la  quar- 
tique a  en  tout  seize  foyers,  huit  bitangentes  et  seize  points 
cycliques. 

276.  Si  l'on  prend  pour  origine  un  des  foyers  de  la 
quartique,  l'équation  de  cette  courbe  peut  se  mettre  sous  la 
forme  (a:^  -hjK*)  W  =  V^,  dans  laquelle  V  et  W  représentent 
des  cercles,  et  la  quartique  est  l'enveloppe  de 

ar»H- V*  H-  aX V  H-  X»W  m  o. 

En  outre  de  la  valeur  X  =  o,  il  y  a  trois  autres  valeurs  de  X 
pour  lesquelles  ce  cercle  variable  se  réduit  à  un  point;  et  une 
de  ces  valeurs  doit  être  réelle.  Nous  pourrons  alors  écrire 
l'équation  sous  la  forme 

ou  bien,  en  d'autres  termes,  quand  nous  avons  un  foyer, 
nous  pouvons  de  suite  mettre  l'équation  de  la  quartique  sous 
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la  forme  AB  ==  V,  A  et  B  étant  des  points-cercles.  Les 
quartiques  blcirculaires  peuvent  se  diviser  en  deux  classes, 
suivant  que  les  deux  autres  valeurs  de  X  pour  lesquelles 
A-+-2).V-+-X^W*  se  réduit  à  un  point-cercle  sont  réelles 
ou  imaginaires,  ou,  en  d*autres  termes,  suivant  que  les  quatre 
foyers  réels  sont  ou  ne  sont  pas  sur  un  même  cercle.  Dans  le 
premier  cas,  soit  C  un  des  deux  points-cercles,  et,  comme 
dans  le  n**  257,  éliminons  V  entre  les  équations  AB  =  V*  el 
A  -f-  2)xV  -i-  X*B  =  C  ;  nous  voyons  que  Téquation  de  la  quar- 
tique  peut  être  écrite  sous  la  forme 

l^X  -4-  m  v/B  +  /i  v/C  =  o, 

c'est-à-dire  que  cette  courbe  est  le  lieu  d'un  point  tel  que  ses 
distances  à  trois  points  fixes  sont  liées  par  la  relation 

La  condition  pour  que  I^Al-\-  m  ^  -+•  n  sjiZ  soit  tangente 

à  XA+[jlB-+-vC  est  {Sect.  coniques,  vP  130)  y  ^ 1 =  o, 

et,  si  A,  B,  C  sont  des  points-cercles  et  a,  6,  c  les  longueurs 
des  droites  qui  joignent  ces  points,  il  est  facile  de  vérifier  que 

lediscriminantdeXA-i-  uB-f- vC  s'annulera  si  -.-H h  -  =  o.' 

A  |Ji        V 

IjCS  deux  équations  qu'on  vient  de  donner  déterminent  A,  |a,  v 
et  par  conséquent  le  quatrième  foyer. 

Nous  avons  vu  (Sect,  coniques ,  n®  94)  que,  si  A,  B,  G,  D  sont 
quatre  points-cercles,  nous  avons  identiquement 

bcd.A  -h  cda,B  -h  dab,C  -h  abcD  =zo, 

abc  étant  l'aire  du  triangle  dont  les  sommets  sont  a,  6,  c. 
Donc  X,  |JL,  V  sont  proportionnels  aux  aires  des  triangles  for- 
més par  le  quatrième  foyer  et  chaque  couple  de  deux  des  trois 
«utres  foyers.  Dans  le  cas  où  les  trois  points  a,  6,  c  sont  en 
ligne  droite,  on  peut  facilement  démontrer  que  les  carrés  des 
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distances  d'un  point  quelconque  à  quatre  points  en  ligne 
droite  sont  liés  par  Téquation 

A  B  C  D        _ 

aô.ac.ad      ba.bcdb      ca,cb,cd      da,db,dc~~ 

Nous  voyons  ainsi  que  les  inverses  de  \  [x,  v  sont  propor- 
tionnels à  a6.ac.ac/,  ba.bc.bd^  ca.cb.cd,  et  que  nous  avons 
Téquation 

P.ab.ac.ad-hm^y  ba.bc.bd~h  ri*ca.cb,cd  =  o. 

Si  nous  avions 

P.ab.ac -h  m}, ba, bc -{-  n*.ca,cb^=  Of 

le  quatrième  foyer  serait  à  Tinfîni  et  la  courbe  serait  une 
Cartésienne. 

277.  Étant  donnés  quatre  foyers  concycUquesd^  une  quar- 
tique  bicirculaire,  on  peut  mener  deux  de  ces  quar tiques 
par  un  point  quelconque,  et  ces  courbes  se  coupent  à  angle 
droit.  Si  Ton  nous  donne  le  quatrième  foyer,  nous  connaî- 
trons ainsi  les  valeurs  deX,  }a,v  pour  lesquelles  X  A  4-  jxB-i-vC, 
se  réduit  à  un  point  ;  et  nous  pouvons  évidemment  trouver 
deux  systèmes  de  valeurs  de  /,  m,  n  qui  satisfassent  aux 
équations 

— I 1 =0,     lu  -4-7np'-H/îp'  =  o, 

JA  [X  V  ^  ^  ^ 

dans  lesquelles  p,  p',  p",  ou  y'A,  ^B,  yJÎZ  représentent  les 
distances  de  trois  foyers  au  point  supposé  donné  sur  la 
courbe. 

Deux  quartiques 

/VT-+-mv/B-h/iV^=o,     /'v/A4-m'v/B -H/i'v^=o 

seront  homofocales  si 

a' (  m«  «'»  —  m'»  n») -h  6«  ( /î« /'«  — /i'« /«) -h  c«  ( /»  m'«  —  ^«  m*)  :=  o 
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cooime  on  le  voit  immédiatement  en  éliminant  X,  p.,  v  entre 
les  trois  équations 

P       m^       n*  /'«       m'»        /î'«  a«        6*       c» 

r-H 1 =0,      -r-  H 1 =0,       -r-  H 1 =:  O. 

XjJiv  A{JivA{Jiv 

Afin  de  trouver  ensuite  la  condition  pour  que  les  quarti- 
ques  se  coupent  à  angle  droite  nous  devons  admettre,  et  le 
lecteur  le  vérifiera  sans  difficulté,  que  si  A,  B,  C  sont  des 
poiDts-cercles  et  si  a,  6,  c  ont  la  même  signification  que  ci- 
dessus,  la  condition  pourque)iA4-(AB-+-vC,  X'A  +  [A'B-i-v'C 
se  coupent  à  angle  droit  est 

•'    a«(jjLv'-MA'v)-f-^>»(vX'-hv'X)-+-c»(Xji'-+-X»=:o. 

Nous  observerons  de  plus,  comme  dans  les  Sections  co- 
niques, jo?  130,  qu'en  tout  point  pour  lequel  les  valeurs  de 
V^A,  y/B,  y/C  sont  respectivement  p,  p',  p",  la  quartique 
/y^  -f-  m  y/B  4-  /*  y/G  sera  tangente  au  cercle 

-Ah-— ,  B-h-^Cmo. 

La  condition  pour  que  ce  cercle  coupe  orthogonalement  le 
cercle  tangent  à  /'y/Â  -f-  m'y/B  -+-  /l'y/C  est 

.mn'-hm/n        .^  ni' -\- ri' I         ^Ini'-hf'm 

^  — ^v^ —  -^^  —^. — ^^  — ::;? =^' 

p  p  p  p  pp 

mais,  en  résolvant  les  deux  équations 

/p-f-  mp'  -h  np'=o,     /' p  -+- m' p' -h  /î'p'  =  o, 

nous  trouvons  que  p,  p',  p"  sont  respectivement  proportion- 
nels à  mn!  —  m' riy  nC —  n'I^  Ini  —  ?m.  Portons  ces  valeurs 
dans  Téquation  précédente  et  nous  verrons  que  la  condition 
pour  que  les  cercles  se  coupent  orthogonalement  est 

û»(/n«/i'«— /n'«/i«)4-^>*(/i«/'*— /i'«/*)-hc«(/*/w'*-/'«m')  =  o. 

C*est  la  condition  qu'on  a  déjà  obtenue  pour  que  les  coniques 
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soient  homofocales;  le  théorème  énoncé  est  donc  démontré. 
Il  ne  parait  pas  nécessaire,  pour  Texactitude  de  la  démonstra- 
tibn,  que  G  soit  réel;  il  est  donc  prouvé  que  les  quartiques 
homofocales  se  coupent  à  angle  droit,  même  quand  les  quatre 
fojers  réels  ne  sont  pas  situés  sur  un  même  cercle. 

278.  Le  théorème  du  n^  277  a  été  originairement  obtenu 
par  le  D*^  Hart  à  Faide  de  considérations  géométriques  pour 
le  cas  de  la  cubique  circulaire.  Si  nous  cherchons  le  lieu  d'un 
point  dont  les  distances  à  trois  points  fixes  donnés  soient  liées 
par  la  relation  /p  -h  /np'+  nf=  o,  nous  trouverons  que  le 
coefficient  de  {x^  +  J'^)*  est  égal  à  * 

{l-^m-hn){m-\'  n--  l)(n-h  l-^m)(l-hm  —  n). 

En  conséquence,  le  lieu  qui  est  une  quartique  bicirculairc 
en  général  se  réduit  à  une  cubique  circulaire  sil±m±n  =  o, 
et  les  théorèmes  déjà  démontrés  ici  pour  les  quartiques  bicir- 
culaires  sont  vrais  pour  les  cubiques  circulaires  ;  ces  courbes 
ont  aussi  seize  foyers,  qui  en  général  sont  situés  sur  quatre 
cercles.  La  démonstration  du  D'  Hart,  qui  a  été  donnée  tout 
au  long  dans  l'édition  précédente,  montre  que,  si  O,  P,  Qsont 
les  centres  du  quadrangle  formé  par  les  quatre  foyers  A,  B, 
G,  D,  la  cubique  doit  passer  par  ces  points;  la  tangente  en 
l'un  d'eux  est  l'une  des  bissectrices  de  l'angle  formé  par  les 
droites  d'intersection  AG,  BD,  et  cette  droite  est  aussi  paral- 
lèle à  l'asymptote  réelle  de  la  cubique  ;  elle  établit  aussi  que 
la  cubique  passe  par  R^  centre  du  cercle  focal,  la  tangente  en 
ce  point  étant  aussi  parallèle  à  la  même  asymptote  (  *  ).  Comme 
O,  P,  Q,  R  sont  alors  les  points  de  contact  de  tangentes 
issues  d'un  même  point  de  la  courbe,  le  point  où  OP  ren- 
contre QR  (ou  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  O 


(')   Ainsi  les  centres  des  quatre  cercles  focaux  d'uae  cubique  circulaire 
sont  les  points  de  contact  des  tangentes  parallèles  à  Tasymptote.' 
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sur  QR)  est  aussi  un  point  de  la  courbe  (n^  150).  Il  en  est 
de  même  pour  les  points  où  OQ  rencontre  PR  et  où  OR  ren- 
contre PQ.  On  peut  démontrer  aussi  que  les  tangentes  en  ces 

Fig.  47- 


points  aux  deux  cubiques  qui  y  passent  se  coupent  à  angle 
droit.  Ainsi  les  sept  points  communs  aux  deux  cubiques  qui 
ont  A,  B,  C,  Dpour  foyers  sont  déterminés  par  des  construc- 
lionssimples,  etnous  pouvons  arrîverparprojection  à  des  théo- 
rèmes dont  quelques-uns  ont  déjà  été  énoncés;  par  exemple 
(n°  1S3),  si  des  tangentes  correspondantes  prises  en  ordre 
quelconque  et  issues  de  deux  points  I,  J  se  coupent  mutuel- 
lement aux  points  A,  B,  C,  Dy  les  centres  du  quadrangle  formé 
par  ces  points  seront  aussi  des  points  de  la  cubique  ;  et  ils  ont 
pour  point  tangentiel  commun  le  point  où  IJ  rencontre  de 
nouveau  la  courbe;  le  point  de  contact  de  la  quatrième  tan- 
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gente  menée  par  ce  point  sera  le  pôle  de  IJ  par  rapport  à  la 
conique  passant  par  les  points  A,  B,  G,  D,  I,  J. 

279.  La  méthode  par  laquelle  le  D*^  Hart  a  démontré  ces 
théorèmes  consistait  à  montrer  que,  les  foyers  étant  donnés, 
les  relations  établies  dans  le  d?  276,  combinées  avec  la  con- 
dition /  -4-  /i  =  m  suffisent  pour  déterminer  /,  m,  n  et  qu^en 
représentant  par  a,  6,  c,  d  les  distances  de  O  aux  quatre 
foyers  la  courbe  doit  jouir  de  la  propriété  exprimée  par  la 

relation 

(6-+-c)p±(a^6)p'=±(a-4-c)p' 
ou 

Chaque  coefficient  est  affecté  d'un  double  signe,  parce  que 
Téquation  Ip -h  mp' -^  np"  =  Oj  débarrassée  de  radicaux,  ne 
contient  que  les  carrés  de  /,  m,  n.  Les  deux  équations  cor- 
respondent à  deux  cubiques  différentes  ayant  pour  foyers  les 
points  donnés  ;  les  signes  différents  se  rapportent  aux  branches 
différentes  de  la  même  cubique.  Le  signe  supérieur  s'applique 
à  une  branche  qui  s'étend  à  l'infmi  ;  en  effet,  Téquation  est 
alors  satisfaite  par  les  valeurs  p  =  p'  =  p'',  qui  sont  vraies  pour 
un  point  infiniment  éloigné.  Le  centre  du  cercle  focal  est  évi- 
demment situé  sur  cette  branche.  Les  signes  inférieurs  corres- 
pondent à  un  ovale,  car  les  équations  ne  sont  plus  satisfaites 
alors  par  p  =  p'  =  p".  Comme  ces  équations  sont  vérifiées  par 
les  valeurs  a,  6,  c,  attribuées  à  p,  p',  p^',  nous  voyons  que  O 
est  un  point  de  la  cubique. 

Nous  avons  de  même  les  relations 

(c-^)p±(a4-ûf)p'=:±(a4-c)p' 
ou 

(c-hd)p±{a^d)p'=i±{a-i'C)p', 

et,  en  combinant  les  équations,  il  vient 

P -h?"  _?'■+-  p'^ 
a  -hc       b  -r-  d 
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Autrement  dit,  les  deux  cubiques  constituent  le  lieu  de 
l  intersection  de  deux  coniques  semblables  dont  les  foyers 
sont  respectivement  A  et  C,  Bet  D.  Les  coniques  semblables, 
qui  se  coupent  en  O,  ont  évidemment  pour  tangente 
(ommone  une  des  bissectrices  des  angles  en  O;  cellf^s-ci 
sint  donc,  comme  on  Ta  énoncé,  les  tangentes  aux  deux 
cubiques  qui  constituent  le  lieu  et  qui  par  conséquent  se 
coupent  à  angle  droit. 

280.  Les  quartiques  bicuspidales  peuvent  être  considérées 
comoie  un  cas  limite  de  quartiques  binodales.  Dans  le  cas  où 
les  deux  rebroussements  sont  les  points  circulaires  I,  J,  à  i*in- 
fini,  la  courbe  s'appelle  une  Cartésienne.  Descartes  a  étudié 
cette  courbe  (connue  diaprés  cela  sous  le  nom  d*ovale  de 
Descartes)  en  la  considérant  comme  lieu  d'un  point  O,  dont 
les  distances  à  deux  points  fixes  A,  B  sont  liées  par  la  relation 
/:  ±  /wp'  =  c.  M.  Chasies  a  démontré,  et  on  peut  le  vérifier 
sans  difficulté,  que,  tant  que  cette  relation  subsiste,  on  peut 
trouver  sur  la  ligne  AB  un  troisième  point  C  dont  la  distance 
à  0  satisfait  à  une  relation  de  la  forme  /p  d=  np''^  =  c' ; 
en  d'autres  termes,  outre  les  foyers  considérés  par  Des- 
(  arles,  l'ovale  possède  encore  un  troisième  foyer  jouissant  de 
la  même  propriété.  Nous  employons  ici  le  mot  de  Cartésienne 
dans  un  sens  un  peu  plus  étendu.  Nous  montrerons  que,  lors- 
qu'une quartique  a  deux  points  de  rebroussement  en  I  et  J, 
elle  a  trois  foyers  situés  sur  une  ligne  droite.  Quand  ces  foyers 
sont  réels,  la  courbe  est  la  même  que  celle  qu'a  étudiée  Des- 
cartes; quand  deux  d'entre  eux  sont  imaginaires,  nous  appel- 
lerons encore  la  courbe  une  Cartésienne,  quoique  le  mode 
de  génération  de  Descartes  ne  lui  soit  plus  applicable. 

L'équation  de  la  Cartésienne  peut  d'une  manière  générale 

se  mettre  sous  la  forme  S^  =  A:'L,  dans  laquelle  S  représente 

un  cercle,  L  une  droite  et  k  une  constante  (  ou,  ce  qui  revient 

au  même,  Ar  =  o  est  la  droite  de  l'infini).  Sous  cette  forme, 

S.  —  Courbet  planes.  23 
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îl  est  évident  que  les  intersections  de  S  et  /:  sopt  des  re- 
broussements,  les  tangentes  cuspidales  se  rencontrant  an 
centre  de  S,  qui  est  par  conséquent  le  foyer  triple  de  la  Car- 
tésienne, tandis  que  L  est  évidemment  une  bitangente  de  la 
courbe  (  *  )  Il  est  clair  alors  que  cette  courbe  est  l'enveloppe 
du  cercle  variable  X^^L  -+-  aXS  -f-Xr^  =  o,  dont  le  centre  se 
meut  le  longd*une  droite  perpendiculaire  à  L;  en  égalant  le 
discriminant  à  zéro,  on  trouve  facilement  qu'il  y  a  trois  va- 
leurs de\  pour  lesquelles  le  cercle  se  réduit  à  un  point,  et  par 
conséi[uentil  existe  trois  foyers.  D'après  la  théorie  déjà  donnée, 
si  A,  B,  G  sont  trois  des  cercles  variables,  l'équation  de  Tenve- 
loppe  peut  être  écrite  sous  la  forme  /y/Â-f-my/B -+-  /iy/C  =  o, 
et  conséquemment  nous  avons  ici  la  propriété  exprimée  par 
la  relation  /p  +  m  p'  4-  np''  =  o,  dans  laquelle  p,  p',  p"  repré- 
sentent les  distances  d'un  point  de  la  courbe  aux  trois  foyers: 
ou  bien  encore,  puisque  k^  est  un  cercle  du  système  corres- 
pondant à  la  valeur  X  =  o,  nous  avons  /p  4-  /np'=  nk. 

Une  Cartésienne  peut  aussi  être  engendrée  comme  Ucu  du 
sommet  d'un  triangle,  dont  les  angles  de  base  se  meuvent 
sur  deux  cercles  fixes,  tandis  que  les  deux  côtés  passent  par 
les  centres  des  cercles,  et  la  base  par  un  point  fixe  sur  la 
droite  qui  les  joint. 

Si  une  corde  quelconque  rencontre  une  Cartésienne  en 
quatre  points,  la  somme  de  leurs  distances  à  un  foyer  est 
constante.  Car,  en  prenant  le  foyer  pour  pôle,  l'équation  po- 
laire est,  comme  on  le  voit  facilement,  de  la  forme 

ç>'  —  2  (a  -H  6  cos  oi )  p  H-  c'^  irz  o  ; 

et,  si  nous  éliminons  (o  entre  cette  équation  et  celle  d'une 
droite  arbitraire,  nous  obtenons  pour  p  une  équation  du  qua- 
trième degré  dont  le  second  terme  a  pour  coefficient — 4^- 

(')  Cette  équation  a  été  étudiée  par  M.  Cayley  sous  la  forme 

{x*'\-y*-  a*y-{-  16A  {x  —  m)  =  0. 
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Quand  c  est  égal  à  zéro  dans  l'équation  qui  précède,  celle- 
ci  devient  p  =  a  -H  6cos(t>,  et  en  outre  des  deux  rebrousse- 
ments  I,  J,  Téquation  a  Torigine  pour  point  double.  Cette 
courbe  est  appelée  le  limaçon  de  Pascal;  elle  peut  évidem- 
ment être  engendrée  en  portant  une  longueur  constante  sur 
les  rayons  vecteurs  issus  d'un  point  d'un  cercle,  et  à  partir  dos 
points  où  ils  rencontrent  ce  cercle.  Si  de  plus  a=  b,  la  courbe 
devient  tricuspidale  et  est  appelée  cardioïde.  Elle  est  en- 
gendrée comme  la  précédente,  mais  en  ajoutant  ou  retranchant 
au!(  rayons  vecteurs  une  longueur  égale  au  diamètre.  L'équa- 

lion  peut  s'écrire  sous  la  forme  p^  =  m^cos^  co. 


!28i.  Les  propriétés  focales  que  nous  avons  discutées  peu- 
vent être  étudiées  par  la  méthode  d'inversion  (n^  122).  Il  est 
facile  de  voir  qu'à  un  foyer  d'une  courbe  correspond  un  foyer 
de  la  courbe  inverse  et  que  l'origine  ou  centre  d'inversion  sera 
un  foyer  si  les  points  I,  J  à  l'infini  sont  des  rebroussements. 
Ainsi,  pour  la  Cartésienne  qui  a  trois  loyers  coUinéaires,  la 
couche  inverse  par  rapport  à  un  point  quelconque  est  une  quar- 
lique  bicirculaire  ayant  trois  foyers  sur  un  cercle  passant  par 
l'origine  qui  est  aussi  un  foyer.  En  faisant  l'inversion,  sIO  esl 
l'origine,  A ,  B  deuK  points  et  a,  b  les  points  inverses,  nous  de- 
vons remplacer  une  distance  AB  par  rr — tt— .  Donc  aune  rela- 
tion quelconque  de  la  forme  XAP  -h  jjl  BP  =  C  correspondra  une 
relation  de  la  formeX'a/? -i-  [x' .  6/>  =  c' .  O/;  ;  et  si  nous  consi- 
dérons une  quartique  bicirculaire  comme  l'inverse  d'une  Carté- 
sienne, nous  arrivons  de  cette  manière  à  la  propriété  fonda- 
mentale des  quartiques  bicirculaires.  D'une  relation  de  la 
forme  X.  AP-h  jjlBP  -i-  vCP=  o  on  peut  de  même  déduira 
une  relation  X' .  ap  -+-  [x' .  6/>  -|-  v' .  c/>.  L'inverse  d'une  quartique 
bicirculaire,  quand  le  centre  d'inversion  est  situé  surlacourbe, 
est  une  cubique  circulaire  qui  possède  par  conséquent  les  mêmes 
propriétés  focales.  Une  cubique  circulaire,  ou  une  quartique 
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bicîrculaire,  est  sa  propre  inverse  par  rapport  à  un  des  points 
O,  P,  Q,  R  (n?  278).  L'angle  suivant  lequel  deux  courbes  se 
coupent  n'est  pas  altéré  par  Tinversion,  et  par  conséquent  le 
théorème  qui  nous  apprend  que  les  courbes  homofocales  se 
coupent  à  angle  droit  est  démontré  pour  les  quartiques  quand 
il  Test  pour  les  cubiques.  L'inverse  d'une  conique  est  une  quai^ 
tique  bicîrculaire  ayant  l'origine  pour  point  double  addition- 
nel ;  et  de  la  propriété  focale  des  coniques  on  peut  déduire 
que  les  quartiques  de  ce  genre  jouissent  de  la  propriété 
exprimée  par  la  relation 

ap         hp 

ici  a  et  6  sont  deux  foyers  et  O  le  point  double.  De  la  même 
manière,  en  appliquant  l'inversion  à  la  propriété  du  foyer  el 
de  la  directrice  dans  les  coniques,  nous  arrivons  à  une  autre 
méthode  donnée  par  le  D'  Hart  pour  engendrer  ce  genre  de 
quartique.  Si  le  rayon  vecteur  mené  d'un  point  fixe  C  à  P 
rencontre  en  E  un  cercle  fixe  passant  par  C,  et  si  A  est  un 
autre  point  fixe,  la  quartique  est  le  lieu  d'un  point  P  jpour 
lequel  PA  =  PE. 

282.  Il  existe  pour  la  quartique  binodale  (  *  )  une  théorie  de 
l'inscription  des  polygones,  analogue  à  la  théorie  que  Poncc- 
let  a  donnée  pour  les  coniques.  Soient  A,  B  les  nœuds;  par- 
tons d'un  point  P  de  la  courbe  et  joignons-le  à  A,  la  droite  Al* 
rencontrera  la  courbe  en  un  autre  point,  Q  par  exemple;  joi- 
gnons Qà  B,  la  droite  BQ  coupera  à  nouveau  la  courbe  en  un 
autre  point  R  ;  joignons  ce  point  à  A,  la  droite  AR  rencontre 
la  courbe  en  S,  et  ainsi  de  suite.  Nous  avons  ainsi  en  généml 
un  polygone  ouvert  PQRS . . .  dont  les  côtés  alternatifs  PQ, 
RS,. . .  passent  par  A,  tandis  que  les  autres  côtés  altematii's 


C)  Steimib,  Geometrische  Lehrsàize  (Journal  de  Crelle,  t.  32  p.  i84;  i^^)- 
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passent  par  B.  Pour  une  quartîque  binodale  prise  au  hasard, 
il  n'est  pas  possible  de  trouver  un  point  P  tel  qu'il  existe  un 
polygone  fermé  d'un  nombre  pair  donné  de  côtés;  par 
exemple,  un  quadrilatère  PQRSP,  dont  les  côtés  PQ,  RS  pas- 
sent par  A  et  les  côtés  QR,  SP  par  B.  Mais  la  quartique  peut 
(Hre  telle  qu'il  existe  un  polygone  de  l'espèce  que  nous  consi- 
dérons (pour  ce  qui  regarde  le  quadrilatère,  c'est  évidemment 
le  cas,  puisque,  en  considérant  un  quadrilatère  construit  à  vo- 
lonté, PQRSP,  et  en  prenant  A  à  l'intersection  de  PQ,  RS 
et  B  à  celle  de  QR,  SP,  nous  pouvons  décrire  une  quartique 
passant  par  les  points  P,  Q,  R,  S  et  ayant  les  points  A  et  B 
pour  points  doubles)  et  quand  il  en  est  ainsi,  c'est-à-dire 
quand  il  existe  un  de  ces  polygones,  il  y  en  a  une  infinité  ;  on 
peut  prendre  pour  premier  sommet  un  point  arbitraire  P 
situé  d'une  manière  quelconque  sur  la  courbe,  et  le  polygone 
construit  comme  on  l'a  dit  ci-dessus  se  fermera  de  lui- 
même. 

QUARTIQUES  UNICURSALES. 

283.  Si  nous  prenons  les  points  doubles  pour  sommets  du 
tnangle  de  référence,  l'équation  de  la  courbe  doit  se  pré- 
senter sous  la  forme 

ay-z^  -+■  />w*x'  -+-  Côc^y^  ~h  2  fx-yz  -h  2^'"/'  zr  -j-  2  /t  z*-XY  =■  o, 

que  nous  pouvons  écrire 


«ay.Kj.)*-<0'-/i 


Iff I-2A  =::  O. 

^   zr  XY 


Nous  voyons  ainsi  que  la  cpiar tique  peut  être  engendrée  au 
moyen  d'une  conique,  dans  l'équation  de  laquelle  nous  rem- 
placerons chaque  coordonnée  par  son  inverse  ;  on  peut  donner 
à  cette  opération  le  nom  à* inversion,  en  entendant  ce  mot 
dans  un  sens  plus  large  que  celui  où  nous  l'avons  employé 
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jusqu'ici.  Il  est  facile  de  représenter  cette  transformation  par 
une  construction  géométrique.  Supposons  que  les  coor- 
données d'un  point  soient  proportionnelles  aux  perpendi- 
culaires abaissées  de  ce  point  sur  les  côtés  du  triangle  de 
référence,  et  soient  P,  P  deux  points  dont  les  coordonnées 
sont  liées  par  les  relations  réciproques 

nous  avons  vu  {Sections  coniques,  n®  55)  que  les  droites 
r|ui  unissent  P,  P  aux  sommets  du  triangle  font  des  angles 
égaux  avec  les  côtés;  ou,  en  d'autres  termes  [Sections  ce- 
niques  y  n®  384)  que,  si  P  est  un  foyer  d'une  conique  tangente 
à  a:,  ^,  z,  F  sera  l'autre  foyer.  En  général,  dans  cette  méthode, 
à  une  position  quelconque  de  P  correspond  une  position 
unique,  bien  définie  de  P'.  Si  cependant  nous  avons  a/  =  o, 
c'esl-à-dire  si  P'  est  situé  quelque  part  sur  la  droite  BC,/  et 
z  sont  tous  deux  égaux  à  zéro,  P  coïncide  avec  A  et  récipro- 
(|uementÂa  pour  correspondant  un  point  quelconque  de  BC. 
11  faut  toutefois  remarquer  que,  lorsque  x'=o,  les  valeurs 
de^  et  ^  qui  sont  respectivement  égales  à  z^a/^yx'  ont  un 
rapport  défini  z'  :y',  bien  qu'elles  s'annulent,  et  que  par  con- 
séquent à  un  point  quelconque  P'  de  BC  correspond  un  élé- 
ment passant  par  A  et  dont  la  direction  est  bien  définie.  Par 
le  fait,  P  se  trouve  bien  infiniment  près  de  A,  mais  ilesl 
situé  sur  une  direction  donnée,  qui  est  telle  que  (comme 
dans  le  cas  général)  AP,  AF  font  des  angles  égaux  avec  le^ 
côtés.  Si  maintenant  P  décrit  un  lieu  quelconque,  l'autre 
point  V  décrira  un  lieu  correspondant;  ainsi,  si  le  lieu  décrit 
par  P  est  la  ligne  droite  ax  -4-  6y  +  c^  =  o,  celui  que  décrit 
P  sera  laconique  aj^'^'-f-fcy^-f-cx'y'sso  et  réciproquement 
(voir  Sections  coniques^  n°  297).  Si  a  =  o,  c'est-à-dire  si  la 
droite  passe  par  A,  la  conique  se  réduit  à  x'(bx'-\-  cy)^  o 
et,  en  laissant  de  côté  la  droite  x'=  o  ou  BC,  nous  pouvons 
dire  qu'à  la  droite  bj^  -+-  cz  correspond  la  droite  bz'-\-C}'l 
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et,  comme  on  Ta  déjà  dit,  si  Tun  des  lieux  est  une  conique, 
I  autre  sera  une  quartique  trinodale. 

284.  Éludions  en  détail  la  correspondance  de  la  conique 
et  de  la  quartique;  la  conique  rencontre  chaque  côté  du 
triangle,  BC  par  exemple,  en  deux  points;  nous  avons  comme 
correspondants  en  A  deux  éléments  de  direction,  qui  sont 
les  tangentes  de  la  quartique  en  son  nœud  ou  point  double 
en  A..  Par  conséquent,  suivant  que  la  conique  rencontrera  BC 
en  deux  points  imaginaires,  lui  sera  tangente  ou  la  coupera 
en  deux  points  réels,  la  quartique  aura  en  A  un  point  acno- 
(ial,  cuspidal  ou  crunodal;  il  en  sera  de  même  pour  les  autres 
côtés.  Ainsi,  si  la  conique  est  une  ellipse  ou,  par  exemple,  un 
cercle  situé  tout  entier  à  Tintérieur  du  triangle,  la  quartique 


Fig.  48, 


Fig.  49. 


Fig.  So. 


Fig.  5i. 


sera  une  courbe  triacnodale  composée  d*une  figure  à  trois  côtés 
située  dans  Tintérieur  du  triangle  et  des  trois  sommets  comme 
points  conjugués  (y?^.  48).  Si  Tellipse  est  inscrite  dans  le 
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triangle,  la  quartique  sera  tricuspidale  {fig^  49)«  Si  l'eilipse 
coupe  chaque  côté  en  deux  points  réels,  la  quartique  sera  tri- 
crunodale^  si  sur  chaque  côté  les  intersections  sont  internes, 
nous  aurons  \à  fig.  5o,  tandis  que,  pour  les  intersections 
externes,  nous  obtiendrons  \9ifig.  5i. 

Remarquons  que,  dans  le  passage  d'une  forme  à  une  autre, 
l'ellipse  doit  passer  successivement  parles  sommets  du  triangle 
et  que,  quand  l*ellipse  passe  par  un  sommet,  la  quartique 
correspondante  se  décompose  en  une  droite  et  une  cubique. 
La  transition  ne  peut  se  faire  par  une  quartique  ayant  un 
point  triple  (à  première  vue,  il  semblerait  pourtant  qu'il  en 
est  ainsi). 

La  discussion  complète  des  différentes  formes  serait  inté- 
ressante et  peu  difficile;  mais  elle  prendrait  beaucoup  de 
place;  il  serait  nécessaire  (dans le  cas  présent,  où  il  s'agit  d«: 
courbes  planes)  de  considérer  les  coniques  qui,  dans  chaque 
figure,  correspondent  à  la  droite  de  l'infini  de  l'autre  figure. 
Pour  la  théorie  analogue,  dans  le  cas  de  figures  sphériques,  il 
n'y  a  pas  de  coniques  de  ce  genre  et  la  théorie  se  simplifie 
considérablement. 

285.  Le  mode  de  génération  des  quartiques  trinodales  que 
nous  venons  d'indiquer  conduit  immédiatement  à  diverses 
propriétés  de  la  courbe.  On  sait  que,  si  une  conique  coupe 
les  côtés  BC,  CA,  ÂB  d'un  triangle  et  que  de  chaque  sommet 
on  mène  des  droites  qui  réunissent  ces  sommets  aux  points 
d'intersection  situés  sur  les  côtés  opposés,  ces  six  droites  sont 
tangentes  à  une  conique  ;  et  il  est  facile  de  montrer  de  plus  que 
si,  au  lieu  des  deux  droites  issues  de  chaque  sommet,  nou> 
considérons  les  deux  droites  inverses,  celles-ci  rencontreront 
les  côtés  opposés  en  six  points  situés  sur  une  conique  et 
que,  conséquemment,  les  six  droites  inverses  sont  aussi  tan- 
gentes à  une  conique.  En  effet,  si  les  droites  (j:=:aj^,jj  =  a'/), 
{jr  =  f^x^  y  =  ^z)^  (-S  =-7^,  z  =  '^ x)  rencontrent  les  côtés 
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j:  =  o,  y=o,  2  =  0  en  six  points  situés  sur  une  co- 
nique, il  est  facile  de  voir  que  aL7!^^'^=z  i  est  une  relation 
(jui  ne  change  pas  quand  on  remplace  a,  p,  y,  a',  P',  •/  par 
leurs  inverses.  Mais,  si  une  conique  est  transformée  en  une 
quartique  trinodale,  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  les  tan- 
fientes  en  un  point  double  de  la  quartîque  sont  les  inverses 
(le  droites  menées  de  A  aux  points  d'intersection  de  BC  et  de 
la  conique.  Les  tangentes  aux  nœuds  A,  B,  G  sont  donc 
tangentes  à  une  seule  et  même  conique.  On  aurait  pu  aussi 
déduire  directement  ce  théorème  de  Téquation  de  laquartique. 

286.  D'une  manière  analogue,  si  des  points  A,  B,  C  nous 
menons  des  tangentes  à  une  conique,  il  est  facile  de  démontrer 
que  les  six  droites  inverses  sont  aussi  tangentes  à  une  même 
conique.  Mais,  en  transformant  la  conique  en  une  quartique 
trinodale,  les  tangentes  menées  de  A  à  la  conique  deviennent 
(les  tangentes  menées  du  nœud  A  à  la  quartique  (pour  une 
courbe  de  classe  /i,  le  nombre  des  tangentes  menées  par  um 
nœud  est  n  —  4  ^^  P^^  suite,  pour  une  quartique  trinodale, 
il  est  6  —  4  =  ^)  ^^  nous  avons  ainsi  le  théorème  suivant  : 
Les  six  tangentes  menées  des  trois  nœuds  à  la  quartique 
sont  tangentes  à  une  seule  et  même  conique, 

287.  Aux  bitangentes  de  la  quartique  correspondent  des 
coniques  passant  par  A,  B,  C  qui  ont  un  double  contact  avec 
laconique  ;  et  aux  tangentes  stationnaires  de  la  quartique  cor- 
respondent des  coniques  passant  par  A,  B,  C  et  ayant  un 
contact  stationnaire  avec  la  conique.  On  peut  démontrer  que 
les  nombres  de  ces  coniques  sont  respectivement  4  et  6,  ce 
qui  correspond  à  t  =  46^^=6*  Mais  pour  les  bitangentes 
le  résultat  peut  se  déduire  immédiatement  de  Péquation  de  la 
courbe,  qu'on  peut  écrire  sous  la  forme 

{^yz\la  -\-  zxsfh-^  xy\^Y 

—  ixyz  [[^/bc  — /)^  -h(v/câ  —  g)y^\sj'^  —  h)z]. 


36a  CHAPITRE    VI. 

Dans  celle  équalion  le  fadeur  qui  multiplie  ^xyz  repré- 
sente évidemment  une  bitangente,  et,  si  nous  changeons  les 
signes  des  radicaux,  nous  aurons  en  tout  quatre  Litangenles. 
Posons  pour  un  moment  Jx  4-  ffy  -+-  As  =  5,  x ^bc  =  /, 
y\fca  =  m,  Zyjab  =  /i  ;  si  0  représente  Téquation  des  quatre 
hitangentes,  il  vient 

e --:  (f  — /— m  —  w  )  (5— /-hm-h/i)  (5 -h /— m -h  n)  (5  4- /-hm— /i) 
r- (5' — /*  —  m*  — /i*)*  — -  ^('w^/i'-t- w»  ^ -h /*m* -H  2 //n«5) 

-^:  (5» -_ /î  _  ;„«  _  ;i«  )«  _  4a6cU. 

En  d'autres  termes,  Téquation  de  la  courbe  peut  sVcrire 
[ (/-^  -^  gy  -^  h^Y—  bcjc*  —  cay*  —  abz^y  —  e  =  o, 

ce  qui  montre  que  les  huit  points  de  contact  des  bitangcnlcs 

sont  situés  sur  une  conique. 

SI  nous  représentons  les  quatre  bitangentes  par  ty  u,  t',  (p, 

nous  pourrons   mettre   Téquation  de  la   quartique   sous  la 

forme 

i         1         .1         I 
/*  -f-  II*  4-  (^'  -+-  iv'  z=z  o, 

ou 

(/*  4-  M* -h  (^*  -h  ^v*  —  2  iM  —  2 Cv 

—  2tW  —  2ÇiV  —  2  WU  —  2UVy  =164  tUVW. 

Sous  cette  forme,  il  est  évident  que  t,  m,  p,  w  sont  des  bitan- 
gentes dont  les  points  de  contact  sont  situés  sur  une  même 
conique    et    l'on    peut    vérifier  sans  grande   difficulté  que 

{t  —  w,  V  —  (v),  {t  —  r,  u  —  w)y  {t  —  iv,  H  —  v)  sont  des 
points  doubles. 

288.  Nous  venons  de  montrer  comment  on  peut  d'une  cc^ 
laine  manière  ramener  l'équation  de  la  quartique  à  la 
forme  UW  =:  V^.  En  général,  si  w,  tv  et  ç  représentent  res- 
])ectivement  deux  tangentes  quelconques  de  la  conique  et 
leur  corde  de  contact,  comme  l'équation  de  la  conique  peut 
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s'écrire  sous  la  forme  uw  =  v^f  celle  de  la  qaarlique  est  im- 
médiatement donnée  sous  la  forme  UW  =  V^,  dans  laquelle 
U,  V,  W  sont  des  fonctions  linéaires  àevz,  zx,  xv. 

En  reliant  ainsi,  comme  ci-dessus,  la  quartique  trinodale 
avec  une  conique,  nous  avons  aussi  vérifié  que  la  courbe  est 
unicursale.  Comme  les  coordonnées  a/,  ^,  z'  d'un  point  de 
la  conique  peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions  quadratiques 
d'un  paramètre  0,  les  coordonnées  yz'y  z'x',  x'y  du  point 
correspondant  de  la  quartique  sont  immédiatement  données 
comme  fonctions  biquadratiques  du  même  paramètre. 

La  théorie  des  quarliques  trinodales  qui  précède  s'étend 

bU  cas  où  quelques-uns  des  points   singuliers  ou  tous  ces 

points  sont  des  rebroussements.  S'ils  sont  tous  des  points  de 

rebrousscment,  l'équation  de  la  courbe  peut  être  ramenée  à 

lit 
la  forme  ar'-Hj^'H- -5*=  o;    les    tangentes   aux  points   de 

lebroussèment  sonla:=^  =  ^,  et  elles  se  coupent  en  un 

même  point.  Nous  pourrions  le  voir  par  voie  de  réciprocité, 

car  la  réciproque  est  une  cubique  dont  l'équation  peut  être 

écrite  sous  la  forme  x^ -{-y^ -\-  z^=  o.  Quand  la  courbe  a 
deux  points  de  rebrousscment  et  un  nœud,  la  droite  qui  joint 
les  deux  points  d'inflexion,  celle  qui  joint  les  deux  points  de 
rebrousscment  et  la  bitangente  passent  toutes  par  le  même 
point.  Les  cas  de  singularité  plus  élevée,  dont  nous  avons 
parlé  n^  243,  demandent  à  être  traités  séparément. 

289.  L'équation  d'une  quartique  ayant  un  point  tacnodal 

est  (n«  244) 

yz^  -+-  bx^yz  H-  cx^z  -h  dyz 

-+-  ex^  -^fx^y  4-  gx^y*  h-  hxy^  4-  iy^  ==  o. 

Supposons  qu'elle  ait  aussi  un  nœud  ;  dans  le  n**  244,  nous 
avons  seulement  admis  que  le  point  xy  était  tacnodal  et  que 
ia  droite  jK  était  la  tangente  en  ce  point  :  nous  pouvons  donc 
prendre  le  point  zx  pour  l'autre  nœud.:  Pour  que  ce  point 
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soit  un  nœud,  il  faut  que  ûf,  h  et  i  soient  égaux  à  zéro,  cl 
l'équation  devient 

{yz  )*  -h  bx^yz  H-  cxy .  yz  -\- e  x^  -\-  / x* .  xy  -\-  gx^y^  =  o. 

Nous  avons  écrit  l'équation  de  manière  à  faire  ressortir  qu'elle 
est  une  fonction  quadratique  de  xy,  x^j  yz.  Si  donc,  dans 
l'équation  générale  d'une  conique,  nous  remplaçons  respecti- 
vement Xy  y,  z  par  xy^  x^^yz^  nous  aurons  l'équation  d'une 
quartique  ayant  un  nœud  et  un  point  tacnodal.  On  verra 
que  les  relations 

x'  \y'  :  z'rrzxylx^  :yz 

impliquent  réciproquement 

x\y\zz=i x'y  ix'^'.yz'y 

en  sorte  que  nous  aurons  ainsi  une  théorie  semblable  à  celle 
qui  existe  pour  une  quartique  ayant  trois  nœuds  distincts. 
Les  constantes  peuvent  être  déterminées  de  telle  manière 
que  le  nœud  devienne  un  point  de  rebrou ssement,  ou  le 
point  tacnodal  un  point  nodocuspidal,  ou  enfin  que  ces  deux 
changements  se  produisent  tous  deux  à  la  fois,  et  la  théorie 
s'étend  ainsi  aux  quar tiques  ayant  deux  points  singuliers 
distincts,  dont  l'un  est  un  nœud  ou  un  rebroussement  et 
l'autre  un  point  tacnodal  ou  un  point  nodocuspidal. 

290.  L'équation  d'une  quartique  ayant  un  point  oscnidal 
a  été  donnée  n^  244, 

{yz — mx^y-\-cxy{yz-^mx^)-hdy^z-{'gx*y^'hhxy^'^iy^:=^o 

C'est  évidemment  une  fonction  quadratique  de  yz  —  mx^t 
xy,  y^.  Mais  on  trouvera  que  les  relations 

x'  :y  :z':=xy: y^  :  yz  —  mx* 
impliquent 

x:y:z^  x'y'  :/'»  :y  5'—  ma?'*, 
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CQ  sorte  qu'il  existe  pour  ce  cas  une  théorie  analogue  à  celle 
que  nous  avons  établie  pour  les  quartiques  trinodales.  Les 
constantes  peuvent  être  particularisées,  de  manière  que  le 
point  oscnodal  devienne  un  point  de  rebroussement  lacnodal, 
et  la  théorie  s'étend  ainsi  au  cas  des  quartiques  qui  présentent 
cette  singularité.  Dans  tous  les  cas  qui  précèdent,  nous  avons 
exprimé  les  coordonnées  a:,  jKi  ^  d'un  point  de  la  quartique, 
sous  forme  de  fonctions  quadratiques  d'un  point  variable  jd ^ 
/,  y  de  la  conique;  et,  comme  ces  dernières  coordonnées 
peuvent  s'exprimer  elles-mêmes  sous  forme  de  fonctions 
quadratiques  d'un  paramètre  0,  les  premières  sont  des  fonc- 
tions du  quatrième  degré  de  ce  même  paramètre. 

29i.  Dans  le  cas  qui  nous  reste  à  considérer,  celui  où 
une  quartique  a  un  point  triple  (général  ou  de  forme  parti- 
culière), la  manière  de  procéder  dont  on  a  fait  usage  dans 
les  derniers  articles  n'est  plus  applicable;  mais  nous  pour- 
rons obtenir  immédiatement  d'une  autre  manière  les  coor- 
données exprimées  sous  forme  de  fonctions  rationnelles  d'un 
paramètre.  Si  nous  prenons  le  point  xy  pour  le  point  triple, 
Téquation  de  la  courbe  est  de  la  forme  zuz  =  u^,  dans  laquelle 
u^  et  U4  sont  des  fonctions  homogènes  du  troisième  et  du 
quatrième  degré  en  x  et  y.  Si  nous  y  faisons  la  substitution 
>'=  ôjr,  nous  obtenonszOs  =  j?©^,  où 65  et  64  représenteot 
des  fonctions  du  troisième  et  du  quatrième  degré  en  0;  et 
nous  trouvons  alors  que  x^  y^  z  sont  respectivement  pro- 
portionnels à  03,  903,  64. 

La  méthode  employée  ici  est  exactement  celle  dont  nous 
avons  parlé  dans  le  n*»  44.  Upe  droite  variable  j'  =  Ojj  menée 
par  le  point  triple  ne  rencontre  plus  la  courbe  qu'en  un  seul 
point,  dont  les  coordonnées  peuvent  en  conséquence  être 
exprimées  rationnellement  en  fonction  de  0,  et  nous  aurions 
été  conduits  à  des  résultats  qui  auraient  été  les  mêmes  en 
substance  si  nous  avions  employé  la  même  méthode  que  danà 
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les  cas  considérés  précédemment;  si  par  exemple,  dans  le  cas 
d'une  quartique  trinodale,  nous  avions  déterminé  chaque 
point  de  la  quartique  en  le  considérant  comme  le  point  d'in- 
tersection de  la  courbe  avec  une  conique  variable  qui  passe 
par  les  trois  nœuds  et  par  un  autre  point  fixe  de  la  courbe. 

Le  cas  spécial  d'une  quartique  à  point  triple  a?*^  =  5* 
mérite  une  mention  particulière,  parce  qu'on  le  peut  traiter 
par  une  méthode  exactement  semblable  à  celle  dont  nous 
nous  sommes  servis  (n^  212).  En  dehors  du  point  triple,  la 
courbe  n'a  pas  d'autre  point  singulier;  mais  elle  possède  un 
point  d'ondulation,  et  sa  réciproque  est  une  courbe  de  même 
nature. 

291  a.  Nous  pouvons  aussi  appliquer  aux  quartiques  uni- 
cursales  la  méthode  du  n^  216  (a).  Nous  pouvons  exprimer 
les  coordonnées  d'un  point  sous  la  forme 

x^^a  X*-f-  4^  X'fjLH- 6c  X*(ji'-H  4^  XiA'-he  ^, 
j=:a'X*-t-4^>'X'{jL4-6c'XV'-î-4rf'XîJL'-+-cV, 
z  =  a'V^  H-  46''X»H.  -h  ^d'^'^xi:-  -\-  4 d'X^^  -+-  e'jxS 

et  en  déduire  immédiatement  (n^  44)  l'équation  de  la  quar- 
tique correspondante.  En  se  reportant  aux  numéros  que 
nous  avons  cités,  on  pourra  facilement  former  l'équation  qui 
détermine  les  paramètres  des  points  d'inflexion  et  la  relation 
qui  existe  entre  les  paramètres  de  trois  points  situés  sur  une 
même  droite.  On  peut  aussi  procéder  comme  il  suit.  Dans 
l'équation  Ix  +  my  +  /i«  =  o,  remplaçons  les  coordonnées 
par  leurs  valeurs  écrites  ci-dessus;  nous  obtenons  une  équa- 
tion du  quatrième  degré  qui  déteimine  les  paramètres  de^ 
points  suivant  lesquels  cette  droite  coupe  la  courbe  (*).  La 


(')  11  est  clair  que,  si  nous  formons  le  discriminant  de  celte  équalico. 
nous  aurons  l'équation  de  la  réciproque,  ou  l'équation  tangentielle  de  la 
courbe,  sous  la  forme  S*  =  T*. 


a 

a! 

a' 

A 

• 

-46 

-46' 

-l,b' 

B 

A 

6c 
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D 
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théorie  des  équations  nous  fournit  les  relations 
la  -^ma^-h  na"  =  [iit.' [k'^ix", 

6  (/c  4-  me'  -+-  ne'')  =  XX'  jx"  |x*  -+-  i^ix'  X'  X*' 

-f- XX  V' l^'^  +  H^IJ^' X' X'' +  XX  VV^H- H^l^^'X'X', 

-4(/rf-h/wé/'4-/l^')=f*X'X'X^-^XJx'X'X'-+-XX'fJL''X-'^-XX'XV^ 
/^-|.;ne'-+-/ie''  =XX'X'X^ 

Si  nous  éliminons  linéairement  /,  m,  n,  X'",  |ji'"  entre  ces 
rquations,  nous  obtenons  la  relation  qui  lie  les  paramètres  de 
trois  points  situés  sur  une  même  droite;  c'est  le  déterminant 


=  0, 


dans  lequel  nous  avons  posé 

A  =  |Ji|x'  {jl',      b  =  X|i'  fx'  h-  X' |jl'  [X  4-  V  JJLJX', 
c  =  |i.X'X'  -h  ix'\'\  H-  ix'iy,     D  =  XX'X'. 

X        X'        X'' 
En  posant  -  =  —;==  -^>  nous  trouvons  que  les  paramètres 

[X  [X  |J. 

des  points  d'inflexion  sont  déterminés  par  la  relation 


=:0. 


Le  premier  déterminant  développé  nous  donne 

2^{ab'&')D^  H-  i6(ab'd')CD  h-  4(a^^'e')(C«  —  BD) 
-+-  a4(ac'^')BD  -f-  6(ac'0(BG  —  AD) 
4-96(6c'^')AD-h4(a^'0(B*-AC) 
-ha4(^c'OAC  +  i6(M'OAB4-24(c</'«')A«  -o. 
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Le  second  déterminant  développé  el  divisé  par  2.^  ^^^"^ 
foamit,  pour  déterminer  les  points  d*inflexion,  l'équation  du 
sixième  degré  qui  suit 

xab'c')\^-^2(ab'd')\^lL'-^[(ab'e'')  H-  3  (  acVH]  X*  ijl* 

H-  2(h(re')llL^  4-  (C^V')[JL*=:0. 

Si  dans  la  relation  précédente  nous  supposons  que  deux 
paramètres  soient  égaux  entre  eux,  nous  obtenons  la  relation 
qvi  lie  un  point  quelconque  A  avec  Tiin  des  points  B  011  la 
tangente  en  A  rencontre  à  nouveau  la  courbe;  ainsi,  si  nous 
fcmplaçons  respectivement  D,  C,  B,  A  par)i*X',  a)w[JLA'-f-X-}i', 
jt*lv'-i-  2).[jl[jl',  |Jt^|JL',  nous  avons 

l'^l^i(ab'c'')X^^  32(a6'^')XV 

-h[i2{ab'  €')■+■  2l^{ac'  d')]l^  ^^'  -\-i2{ac'  e')\i>^  -h  fiiad'  e')}i>\ 

-h  2ÀV  \8{ab'd')l'^  H- [^(ab'e") 4-  24(ac'£/')]XV 

-h[i2(ac'e'')4-48(^>c'rf'')]XV' 

4-[4(arf'0-h24(6c'0]V-H8(We'')|*M 

-t-îx'^|4(ûr^'OX*4-i2(ac'OXV 

4- [ 1 2  ( ac/' eO  4- 24 (^c' O]  ^ V*-+- 32  (  W O  ^H^' +  a4(crf'e V  !  -  0. 

Cette  équation  nous  permet  de  déterminer  les  paramètres 
soit  des  deux  points  B  qui  correspondent  à  un  point  A  de  la 
tourbe,  soit  ceux  des  quatre  points  A  qui  correspondent  à 
un  point  quelconque  B.  En  formant  la  condition  pour 
que  Téquation  en  V  :  [jl'  ait  ses  racines  égales,  nous  arrivons  à 
nne  équation  du  huitième  degré  en  >.  :  |jl  qui  détermine  les 
huit  points  de  contact  des  quatre  bi tangentes  de  la  quartique. 

Comme  on  a  démontré  qu'il  est  possible  de  trouver  quatre 
fonctions  /,  u,  v^  w  linéaires  en  j:,  y^  z  et  qui,  exprimées  en 
fonction  de  X,  p.  soient  des  carrés  parfaits,  il  est  clair  qu'en 
extrayant  les  racines  et  en  éliminant  linéaii^ment  ).*,  X[i,  |x*, 
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Téquation  de  la  courbe  pourra  être  écrite  sous  la  forme 

A/*  4-  B  tt^  +  C  t'*  4-  Dw^=  o. 

291  b.  Nous  obtiendrons,  comme  dans  le  n^  216  c,  la 
condition  que  doivent  vérifier  les  paramètres  d'un  nœud  en 
remarquant  que  la  relation  qui  lie  les  paramètres  de  trois 
points  collinéaires  doit  être  satisfaite  quand  deux  de  ces  pa- 
ramèlres  correspondent  au  même  nœud  et  le  troisième  à  un 
point  quelconque  de  la  courbe.  Posons 

il  vient  alors 

Portons  ces  valeurs  dans  le  déterminant  du  numéro  précé- 
dent et  égalons  séparément  à  zéro  les  coefficients  de  X^,  Xjx, 
!^-;  nous  obtenons  les  trois  conditions 


a 

a! 

a" 

s 

• 

-46 

-46' 

-46' 

p 

a 

6c 

6c' 

6  c' 

•ï 

P 

-4rf 

-4rf' 

-\d' 

. 

7 

e 

e' 

e' 

• 

• 

a 

a' 

a' 

, 

, 

-46 

-46' 

-46' 

3 

. 

6c 

&& 

6c' 

? 

a 

-4rf 

-kd' 

-4^» 

ï 

p 

e 

e' 

e' 

• 

T 

a 

a' 

a' 

a 

, 

-46 

-46' 

-46' 

? 

. 

de 

Gc' 

6  c" 

Y 

a 

-!\d 

-4f/' 

-4</' 

. 

p 

e 

e' 

c' 

• 

ï 

:0, 


=  0. 


S.  —  Coui  ùes  planes» 


ai 


370  CHÀPITDB    ?I. 

Ces  conditions  développées  sont  les  suivantes  : 

-+-24(ac'^)aY-f-6(acV)ap4-4(a€fe')a*=:o, 

H-a4(^cV)aY-M6(MV)ap-h24(crf'e')a*=:o, 
iG(ai>'rf')Y»-f-   4(«^>'e'')PY-Ha4(ac'eir)PY 

H-    6(acV)P*-+-96{i>c'ûr)aY-h4(a^e')«? 

H-24(^c'e')aP-+-i6(6cre')a«z=:u. 

Combinons  avec  ces  équations  les  trois  équations  que  Ton 
obtient  en  multipliant  respectivement  par  a,  ^,  y  l'équation 
"k-oL  —  [jlaP  -+•  [x^Y  =  o,  et  éliminons  linéairement  a*,  p',  y=*, 
^Y,  ya,  a^  ;  nous  aurons  pour  résultat  une  équation  du  sixième 
degré  qui  déterminera  les  paramètres  des  trois  nœuds. 

Il  est  facile  d'analj^ser,  comme  dans  le  n®  216  a,  les  diffé- 
rents cas  où  Téquation  du  sixième  degré  du  numéro  précé- 
dent peut  avoir  des  racines  égales  et  d'arriver  ainsi  aux  dilTé- 
rents  cas  particuliers  de  quartiques  unicursales  que  nous  avons 
fait  connaître  précédemment. 

INVARIANTS  ET  COVARIANTS  DES  QUARTIQUES. 

29!2.  Quand  nous  aurons  Poccasion  d'écrire  tout  au  long 
l'équation  d'une  quartique,  nous  la  mettrons  sous  la  forme 

4- 1 2  Lv^yz  -+-  1 2 /Il j' 5 a?  4-  1 2 « 5*  J7/  4-  4 «1  -^'.K 

Le  concomitant  de  l'ordre  le  moins  élevé  en  fonction  de> 
coeflicients  est  le  contravariant  (n^  92)  du  second  ordre  par 
rapport  aux  coefficients,  dont  l'expression  symbolique  est 
(ai 2)*;  quand  cette  fonction. est  nulle,  elle  exprime  que  1 
droite  a  j:  -f-  ^^  -j-  -^z  coupe  la  quartique  en  quatre  points 
pour  lesquels  l'invariant  S  est  nul.  Nous  appellerons  ce  con- 
travariant 0-;  il  est  du  quatrième  ordre  par  rapport  aux  va- 


;j 


INI 
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riables  a,  ^,  y  et  ses  coenicients  sont 
K=zbc  -hdp  —  ^bzCt 

C=:a6-f-3A«  — 4««^ 

F  =  ^/h-  ^/n-  2  /*  —  a  a,  /i  —  2  ûfj  n 

Çj  z=z  bg  -\-  hf  -k-  im}  —  2  6j  /  —  2  ^,  /i 

H  =  ch  -^-fg  -h  2/1*  —  2  Cl  m  —  2C,  / 

L  =  2//  —  mn  —  gbx  —  hc^  4-  ^1  C| 

M  rz  2^m  —  /i/  —  hci  — Ja^  -f-  c,a, 

N  =  2  A/î  —  //»  — /flTs  —  g^i-^a^bi 

ki=^mci  —  ^n/  — c6, -H^aCj,     A,^=3/i6j  —  3/w/— 6c, -f-^i^t, 

B,=:3/ia5 — 3lg  — aCf^atCi,     Bj^=3/ci   — 3/io^— ca, -H-Cjr/a, 

C,=i3/6i  — 3mA  —  ba^-hbiOf,     C,  — 3mat — 3/A  — ab^-ha^bi. 

293.  Le  contra  variant  que  nous  venons  d'indiquer  est 
•  révectant  de  l'invariant  le  plus  simple  A,  lequel  est  du  troi- 
sième ordre  par  rapport  aux  coeflicienls  et  a  pour  expression 
symbolique  (i23)*;  autrement  dit,  on  trouve  a*  en  effectuaol 
sur  A  l'opération 

Cl  réciproquement  les  valeurs  déjà  données  pour  les  coeffi- 
cients de  cr  nous  permettront  d'en  déduire  les  coefficients  de  A . 
Cet  invariant  est 

k  —  abc-\-  3(a/*-i-  bg^-hch^)  —  4(«^3<^f -+-  bc^at-^  ca^b,  ) 
4-  1 2  (/^  -+■  gnt>  4-  hn}  )  -f-  ^fgh  —  1 2  Inin 
—  f  2 ( a, /1/-1-  «,  w/-+-  bt ng  -^  b^lg  -{■■  c,  mh  ■+-  Cj //< ) 
-r  12 (/6,c, -h  mc,aj -H  na^bi)  -h  4(ûfi^iCi -H  r/jZ/iC,). 

Si  nous  employons  la  même  notation  que  dans  le  n^223,  la 
iïciir  de  A  peut  s'écrire 


^a 


'•(^')-H4(^ca)-h3(rf6-)  — i2(c«6), 
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OÙ 

{dca)^=ac(diCz—  SdtCf-h  ^dtC^  —  d^Co) 

(  db^)  —  dobl--  4û?i  ^1  ^  -^  4^i^î  -f-  2dibobx  —  ^d^b^b^  -^ci^bl 

les  invariants  (rf*),  (dca)^  •••,  sont  tous  connus  d'après  la 
théorie  des  formes  binaires. 

294.  L'invariant  B  qui  vient  immédiatement  après  comme 
simplicité  est  du  sixième  ordre  par  rapport  aux  coefBcients. 
On  peut  le  former  en  prenant  les  six  équations  que  Ton  ob- 
tient en  différentiant  deux  fois  l'équation  donnée  par  rapport 
à  :r,  ^,  Zy  et  en  éliminant  dialjtiquement  ^^,^^,  2^,  za:^  xr, 
yz  entre  ces  six  équations.  Nous  avons  ainsi  B  sous  la  formo 
du  déterminant 
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Nousallons  maintenantdonner  l'expression  développéedeB. 
En  passant,  nous  remarquerons  que  Clebsch  s'est  servi  de  cet 
invariant  pour  montrer  que  la  forme 

/?*  4-  9*  -+-  r*  -H  5*  -h  /*  =  o, 

dans  laquelle  />,  q^  r,  s,  t  sont  des  fonctions  linéaires  des 
coordonnées,  n'est  pas  une  de  celles  auxquelles  on  puisse 
ramener  l'équation  d'une  quartique  quelconque.  Comme  p^ 
</,...  contiennent  chacune  implicitement  trois  constantes, 
la  forme  qu'on  vient  d'écrire  contient  quatorze  constantes 
indépendantes,  et  par  conséquent  paraît,  à  première  vue, 
susceptible  d'être  employée  comme  forme  canonique  suffl- 
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samment  générale  pour  représenter  une  quarlique  quelconque. 
Mais,  en  formant  pour  Féquation  ci-dessus  l'invariant  B,  on 
trouvera  qu'il  est  nul  et  que,  par  conséquent,  cette  forme  ne 
représentera  que  les  quartîques  pour  lesquelles  B  =  o  (*). 

29S.  Pour  le  calcul  de  la  valeur  de  B,  il  est  commode  de  se 
servir  de  la  valeur  suivante  d'un  déterminant  symétrique  à 
six  lignes  et  six  colonnes,  dont  les  éléments  sont  représen- 
tés par  a^j  ab,  ac^  ...  ;  6a,  6*,  bcj ...  : 

-\-^à^b^{cdY{efY  —  ii:a^b'^,cd,de,ef  Je  ■^'à^a}, bc.cd.de, ej.jb 

—  i^à}{bc)'de.ef.fd-\-'x'L(^abycd.de.ef.Jc  —  'Z{abY{cdf{eff 

—  'iZab.bccd.de.ef.fa  -+-2  Y.ab .bc .ca.de .ef  .Jd. 

La  valeur  développée  de  B  est  la  suivante  : 

abc{fgh  — //*  —  grn} —  hn^  -h  2  Imn) 
-f-6c[/*—  l^gh-\-  2{gm  —  nl)a^l  -^2{hn  —  ml)azl 

-\-{n}'-fg)a\-\'{Tn}'- fh)a\-^-  lijl  —  mn)ata^] 
-h ca[m^  —  m*/h  "h 2 (fl  —  mn)b^m  -^i^hn  —  ml)b^m 

'^{n'-/g)b\-^{n^gh)bl-^2{gm-^nl)b,b,] 
-^  ab[n^ ■—  n^/g -h  2{/l  —  mn)cin  -h  2{gm  —  nl)czn 

-^{m^—/h)c]-^{P  —  gh)c\'h2{hn-'lm)CiCi} 

—  (af^bg^-^-ch^){fgh  -^/l^  —  gm^-^hn^-^-^lmn) 
-i-  ^{a/m^ n^ -h  bgn^ P -^  chl* m}) 
-\-2aP{bign-hCihm)-^2bg^{cthl-hai/n)-\-2ch^{aJ'rn'i-  b^gl) 

—  2af(bxn^ ->r  CiTn})—  2  bg{c^l^ -^  a^n})  —  2ch{a^m^ -\-  b^l*) 

—  2a/mn{b^g  -h Cfh) —  2bgln{Cxh-\-  a^)—  2chlm{aif-^  b^g) 

—  2a{b^mn}-4-c^m}n)—  2b{cinP-h  ailn^)—  2c{ajTn}-\'  b^ml^) 
-\- a{b\gn^ -^  c\hTn})-^  b{c\hl^ -\-  alfn})-^ c{a\Jm^ -^^  b\g1}) 
'\-2afl(mb^Cx-\-  nb^Cf)  -\-  2 bgm  {nCia^-^-  lcxa^)-\-'^chn{la^b^-k-  maj)^) 
-h  2amn{mbiCi-h  nbiCf)-h  2bnl{nc^a^-\-  lCxa^)-\-  2clm{la^b^  H-  ma^  b^) 

—  2  af{hnbi  Cj  -h  gmb^  Cj  )  —  2bg  {fie  1  «i  -h  A/ic,  a^)  —  2ch{  gmai  b^  -\-fiai  b^) 

(*)  Cette  classe  de  quartiques  a  été  étudiée  par  Lttroth  {MathematUche 
Annalen,  t.  1,  p.  $7;  1870). 
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'\-i(J'gh'\-lmn  )  (ab^c^-^bci  a,+ca,  bx)—i  ajl}  6,  Cj — 2  hgw^  Cj  «j— 2  chiùah^ 

—  2(a/*e^,Ci+  bg^mc^a}-^-  ch}na^b{) 

—  2ab^Cji{bign 4-  c, hm)-^  2 ^Cj a, (c,A/ -H  cif/n)  —  2 ca^b^^aifm 4- 6,,^0 
4-  2a^,Ci(c,/n'4-  ô,n')-h  2Ôc,a,(aj/i*4-Ci/*)4- 2ca,^i(6i^4- «•/«') 

—  2  al{mbi c}  4-  nci  6}  )  —  2  6/w ( ne, a*  4-  /a, cj )  —  2 c/i (a, 6}  4-  ^1  aj ) 
-^  a(hblc\-h gb\cl)  -\'  b{/c\a\  -^  hclal)-^ ci^alb^-h ha\b\) 
4a/&îc}4-^^cîaî4-cAa|6i4-2a/^tC,^iCi4-2  6/wcta8C,a,4-2C/ia,^,a3^ 
—2  a^jCi  ( mci 6,4-/1^1  c,)—  2  ^c,a,(/iatCi4-  /c, a»)—  2  caj bt{lbiai-hmaM 
4-  i/^g^h^—fghi/l^-hgm*-^  hn})-^  10 f g hlmn  —{Jt^-h  gm^-^-hn^Y 
-h  2 lmn{/t* -^  gm*  -h  hn})—  t^m^n* 

4-  2(6,^/i4-c,A/w)(^m*4-  A/i* — 2//* — /^A —  /m/i) 
4-2(rt,/n4-CjA/)(/i/i'4-//*— 2^m'— /^A—  /m/i) 

4-  2{af/m  4-  ^a^O (/^ "+"  ^''** "—  ^ ^'^^ "—  /!?^  "~  ^^^ ) 
-^{gh-n(à,g-c,hy-h{h/^m'){c,'h^a^/)^^(Jg-^n^){a^-b,i;Y 

-h  2a,aj/*(2/wn— //)  4-  2  6|^j^*(2/i/  — ^/n)4-  2C,c,A*(2//n  — /*/i) 

-H  2 /ô, c,  (/^A  4-  /m/i  4-//*  —  ^m*  —  A/i*) 

4-  2  iwcj  a,  (/^A  4-  Imn  4-  ^m*  —  hn^  —J^  ) 

4-  ina^b^i/gh  4-  //wn  4-  hn}  —  fl}—gm}) 

—  ighmnb^  ^1—2  hfnlc^  a,  —  i/glmui  bi 

-h^{biCigm-h  biC^hn){gh  -\-  it^) -\-  'x{c^a^hn  -\-  Cxatfl){hf  -\-  ^m^) 
-^  '^{a%àxfl -^  b^a^gm)(fg -^  in}) 

—  i(a\cj^m  -^  b\a^g^n  '^  c\bth}l ^  a\bj^ n  -^^  b\Ctg^ l ^  c\aih-m) 

4-  2/m/i(a5c,4-a;6j)4-2^/Ai(6îc,4-  ^îa,)4- 2A/m(cî  6t-^^î«i) 

—  2(a,6,c,  4-a,6iC,)(//*4-^m*4-  A/i*4-  //n/i) 

—  'i/a^a* (Cim^ ■+-  ^,/i*)—  igbxbz(Cil*-^  a^n}) —  2/ic,c,(6j^4-a,m-) 
4-2(//— w/i)(^6iC,a,4-/iC|a,!?,)4-  2(^m  — /i/)(Ac,a,6j4-/a,^iC,) 
4-  2(/e/i  —  l'n)(JazbiCi-h  gbzC^at) 

-(Pb\c\-h  m^c\al-h  n^albl) 
4-  2(^3^1  a, —  Cfaibi){bigl  -h  Cihm  -^  a^fn  —  Cihl  —  aj/m  —  b^gn) 
4-  2 ( ^>, c,  a^a^P  4-  c,«, b^b^g*  4-  a, 6,Ci  Cj  A*) 

—  2^//(^>;a5C,4-c*a,6,)— 2/i/(cî^>,a,4-a;^>5C,)— a/S'(«l^î^»-^-^î^'^' 
-r-{^fl—  imn)c^ata^b^'^  (4^'W  —  2nl)a^bibiCi'^{^hn  —  2/m)6,c,Cj« 

4-  2(aj6,c,4-  a,6,Cs)  (/6,  c,  4-  /wc,a,4-  ««i^j)  —  («j^jCj  4-  «s^i^j)** 

293.  Dans  la  noValion  des  n°*  223,  293,  la  valeur  de  B  est 

r(cP)  (6«)  —  r(d*c^b)  4-  r(dc^)  —  (é/*)  (6a«)  4-  (cPc^a^) 
'h2(cr-cb^a)—{b*){d^b*)'-2{dc*ba)'{-{dc^b^)--icn)\ 
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OÙ 

(^)  =  d^d^d^  -+-  ^xd^d^di  —  d^d\  —  d^d\  —  d\, 
(d^cn)  =  b,[cl(d,d,-dl)-\'2c,c^{d,d,^d,d,) 

-+-  b* [cl  {dtd^  —  ef*)  +  acoc, {d^d^  —  d^d^) 
-^2CiCt{d^di^d^di)'^cl(dodfd\)] 

-+-  CiC^  (d^d^  -+-  did^  —  2d\) 

+  c,c,(cfoûfi— <iî)]. 
(t/^c-a^)  se  déduit  de  (rf*  c*  i*)  en  remplaçant  60»  ^21  ^i 

H-^^tCCCoC,  — CjC,  )' H- 2(CoC,—cJ)(c,c,  —  cî)] 

(rf*c^'a)=:[6oflriCi  — fr,(a,Co-haoCi)H-^j«oCo]P 

cl 

^=b^{d,d^—d\)'^b,{d^d^^d,d^)-^b^{d^d^'-d\) 
{d*b^)  =  {d,d,--dl)blMdod,-dl)b\Mdod,-dl)b\ 
-h^bibnidid^-^d^d^) 

4-  a^j^o(^i^j  —  cfj)  -4-  2  bobi  {d^d^  —  dyd^), 
(rfc»6a)=iao[P(c,c,~cî)4-Q(c,c,-CoC,)4-R(CoC,-cî)] 

+  a,[P'(CoC,-cî)-f-Q'(cjC,-CoC,)  +  R'(CiCj-c;)], 
où 

P  =  6o(c,c?,  —  c,rf,  )  +  ^,  (c^do  —  c,  ^,)  +  ^,(ci^,  —  Cjûfo), 
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Q'  —  àoictdi—  Cid^)  -^  b^{Codi  —  c^d^)-h  bt{cid^  —  Codi), 
W  =  bo{Ctdi  —  Cid^)  -i-  bi{Codt—  c^do) -h  bi{Cido  —  Codi), 

(  ^/c' /?»)  =:  <fo  [^3  ^0  ^î  —  2  C,Cj  (  60  61  ^j -h  ^î) -h  2  C,Ci  ^f^j 

^  c\{bob\-h  ^btb\)  ^  ^c,c^b,bl  -h  blc\] 
'-2di[clblbi—c^Ct(blb^-h2bob\) 


297.  Nous  avons  vu  (n**  221  )  que,  si  nous  avions  un  co va- 
riant du  quatrième  degré,  nous  pourrions  déduire  des  inva- 
riants déjà  obtenus  toute  une  série  d'autres  invariants.  On 
peut  immédiatement  avoir  un  invariant  de  cette  nature  en 
formant  l'équation  du  lieu  d'un  point  dont  la  première  polaire 
est  une  cubique  pour  laquelle  l'invariant  S  s'annule;  en 
d'autres  termes,  en  égalant  à  zéro  le  S  de  la  cubique  polaire. 
L'expression  symbolique  de  ce  covariant  est 

(i23X234X3i4X'a4). 

Le  covariant  de  la  quartique 

a  JT*  -h  bv^  -h  c-3*  -h  c/  a*  +  e  p*  =:  o 

est  de  la  forme 

a       b       c       d       e 

-H \ 1 h  -=^0. 

a:       f       z       u       i' 

Donc,  comme  nous  l'avons  vu,  la  première  forme,  quoicfue 


INVARIANTS    ET    OOVARIANTS    DES    QL'ARTIQURS.  877 

contenant  en  apparence  un  nombre  suffisant  de  constantes, 
est  une  forme  spéciale  à  laquelle  l'équation  d'une  quartique  ne 
peut  pas  en  général  être  ramenée;  de  même  aussi  la  seconde 
équation  est  une  forme  à  laquelle  on  ne  peut  pas  ramener 
Téquation  d'une  quartique,  à  moins  qu'une  certaine  relation 
entre  les  invariants  ne  soit  satisfaHe. 

11  y  a  encore  d'autres  covariants  du  quatrième  degré;  mais 
celui  dont  nous  venons  de  parler  est  de  l'ordre  le  moins  élevé 
en  fonction  des  coeflicients.  Tout  autre  covariant  du  qua- 
trième degré  et  du  quatrième  ordre  par  rapport  aux  coeffi- 
cients doit  être  de  la  forme  S  +  A: AU,  dans  laquelle  k  est  un 
coefficient  numérique  et  A  le  premier  invariant.  On  peut 
facilement  le  vérifier  en  formant  le  contravariant  du  contra- 
variant  du  n*»  292. 

298.  Les  valeurs  générales  des  coeflicients  de  S  n'ont  pas 
été  calculées,  pas  plus  que  celles  des  invariants  d'ordre  plus 
élevé.  J'ai  pensé  cependant  qu'il  était  intéressant  d'étudier  le 
cas  particulier 

ax*  4-  by^  -h  C5*  ->r  6/7* -s*  H-  6gz*x^  -h  6hx*y-  =:  o. 

Cette  forme,  qui  ne  contient  implicitement  que  onze  con- 
stantes, est  par  conséquent  un  cas  très  particulier  de  l'équation 
générale  de  la  quartique;  mais  elle  se  prête  facilement  au 
calcul,  parce  que  le  covariant  S  est  de  la  même  forme 

ao:*  -4-  b/*  -h  cz^  H-  6(y*z*  -+-  6g5»  j?'  4-  6h a?*/'  =  o, 

et  par  conséquent  (n"  221)  on  peut  d'un  invariant  quelconque 
déduire  un  autre  invariant,  en  effectuant  sur  le  premier  l'opé- 
ration a  -T — H  b  -iT  +  .  •  • ,  que  nous  représenterons  par  le 

symbole  (f.  Quoique  des  invariants  qui  existent  en  général 
puissent  s'annuler  pour  le  cas  particulier  que  l'on  considère  ici, 
les  invariants  qui  sont  distincts  dans  ce  cas  seront  cepen- 
dant distincts  en  général.  En  calculant  les  invariants  pour  le 
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cas  parlîculiery  nous  obtenons  tous  les  termes  des  invariants 
généraux  qui  ne  contiennent  que  les  coeHicients  a,  6,  c,/, 
S^  A. 

Les  valeurs  des  coefficients  de  S,  pour  la  forme  en  ques- 
tion, sont 

a  =i6^V2«, 

b=6AV^ 

c^6/«^S 

f  =  bcgh  --f{bg^-^ch^)  -fgh, 

g  =  cahf  —  g{ch^  -h  af')  —fg^h, 

h  =  abfg'-h{af-\'bg^)^fghK 

II  est  bon  de  se  rappeler  que,  pour  la  même  forme,  les  valeurs 
des  coefficients  du  contravariant  c  (n**  292)  sont 

A  =  6c -h  3/*,     B  =  ca-h3^S     C=a6-h3AS 
F=a/-h^/i,     G^bg^hf,      n-ch-^/g. 

299.  Nous  trouverons  commode  d'employer  les  abrévia- 
tions 

abc  =  L,     a/* -h  bg*  -+-  ch}  =  P, 
bcg*h^-i-cah*/*-i-abpg^=zQ,    /gh  =  R] 

les  valeurs  des  invariants  formés  plus  haut  sont  alors,  pour  le 
cas  spécial  que  nous  considérons, 

A=:L4-3P4-6R,     BmLR-haR»  — PR 
ou 

B  =  AR-4PR-4R^ 

L'opération  f  effectuée  sur  ces  diverses  quantités  donne  les 
résultats  suivants  : 

?(L)  =  6Q, 

ç(P)=6LR  — aPR  — 4Q  +  18R*, 

?(Q)=:  —  aPQ  —  4RQ  -  6LR« -h laPR»  4-  4LPR, 

ç(R)  =  Q-2PR  — 3R»; 

par  conséquent  ç(A)=  18B. 
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Noas  pouvons  obtenir  un  nouvel  invariant  du  neuvième 
ordre  par  rapport  aux  coedicients  en  effectuant  sur  B  l'opé- 
ration f.  Le  résultat  est 

ç(B)  =  C.=  Q(L-P-f-i4R) 

—  LR (aP -h  9R) -h  R(tiP»  — 3PR  —  3oR'). 

L'invariant  ainsi  trouvé  n*est  pas  cependant  le  seul  invariant 
indépendant  du  neuvième  ordre  par  rapport  aux  coeffi- 
cients. Si  nous  écrivons  Péquation  générale  d'une  quartique 
«4  -t-  «»«  +  «2«^  -h  «I  -8i  -h  C5*  =  o,  en  général  la  puissance 
la  plus  élevée  de  c  qui  figurera  dans  un  invariant  du  neu- 
\ième  ordre  sera  la  troisième  et  c  sera  multiplié  par  un  inva- 
riant du  sixième  ordre  par  rapport  aux  coefficients  de  la 
forme  binaire  1I4.  Ce  dernier  invariant  doit  être  de  la 
forme  s^-i-kt^j  et  un  invariant  quelconque  du  neuvième 
ordre  peut  se  diviser  en  deux  parties,  dans  Tune  desquelles  c* 
sera  multiplié  par  5*  et  dans  Tautre  par  ^^.  La  première  partie 
peut  s'exprimer  sous  la  forme /A* -h  mAB-+-nC|,où  A,B,  C 
senties  invariants  déjà  calculés;  pour  la  seconde,  un  nouvel 
invariant  est  nécessaire,  et  nous  allons  donner  Fun  des  moyens 
par  lesquels  on  peut  l'obtenir.  Mais  tout  d^abord  il  est  néces- 
saire de  mentionner  quelques  autres  covariants  et  contra- 
variants. 

300.  La  valeur  de  la  Hessienne,  dans  ce  cas,  est 

aghaa* -+-  bh/y^  -+■  c/gz^-hiabg  -h  ahf—  3^A*)  j:*j* 

-h {ach  -^a/g'-3g*h)x^z*'{' \abf  -4-  bgh  —  3/h^)y^ x^ 
-^-ibch^  bfg  —  3/«A)7*^«  ^  {caf-\-chg'^Zfg^)z^x^ 
H-  (  ftc^  4-  cfh  —  ZPg)  z^y* 
-^{abc  —  Zap—^bg^  —  3c/i*  -h  i%Jgh)x^y^z^. 

On  a  aussi  énoncé  (n"  92)  qu'une  quartique  a  également 
un  contravariant  du  sixième  degré  dont  le  symbole  est 
(«ia)*(aa3)*(a3i)^.  Dans  le  cas  que  nous  considérons,  sa 
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valeur  est 

-^{bcg  -h  6c/%  —  3/»^)a*p»  H-(6c/i  ^^bjg  —  3y»A)ot*Y' 
-\-{acf-^^cgh  —  3^*/)?*a*  4-(acA  -h  6a/^  —  3^»^)?*f 
-+-(«&/ -h  6^^/j—  3/A«)  Y* a'  -+- {abg  -h  6a/A  —  ^gh})f^' 
-h  [a6c  —  3 (a/*  -h  6^*  4-  cA« )  —  48/^A] «*  p* y'- 

Si  nous  introduisons  des  symboles  différentiels  dans  Tune  de 
ces  deux  formes  et  si  nous  opérons  sur  Tautre,  le  résultat 
est  A^  4-  576B.  Sinous  opérons  sur  la  Hessienne  avec  le  con- 
travariant  a*,  nous  obtenons  un  covariant  quadratique  du  cin- 
quième ordre  par  rapport  aux  coefficients,  et  si  nous  opérons 
sur  le  contravariant  du  sixième  ordre  avec  la  quartique 
elle-même,  nous  obtenons  un  contravariant  quadratique  du 
quatrième  ordre  par  rapport  aux  coefficients.  Leurs  valeurs 
sont  respectivement 

(afx-  -»-  bgy^  -h  chz^)(L  4-  3  P  4-  3oR) 

-^{ghx^ 4-  /i/r*  4-/^^«)(  10 L  —  6P  —  laR) 

—  4(a*/»a:»  4-  b^g*y^  4-  c*  A»-8*)  ; 
(/(x«4-^P*4-AY')(3L-h5P4-2R) 

-  8  (  a/  a»  4-  bg*  p*  4-  cA»  Y*)  -t-  4  (  bcgh  a»  4-  cû///p»  4-  abfgfy 

Si  nous  introduisons  des  symboles  différentiels  dans  Tun 
quelconque  de  ces  deux  concomitants  et  si  nous  opérons  sur 
Tautre,  le  résultat  est  un  nouvel  invariant 

C,=(8oL  -  32P  4-  448R)Q  4-  3P«  —  6P»L  -  i34P*R  4- 3PL' 
-h  128PLR  —  6oPR«  4-  io2L»R  4-  408 LR*  —  yaR». 

Il  ne  semble  pas  qu'il  y  ait  pour  la  quartique  que  nous  con- 
sidérons d'autre  invariant  indépendant  du  neuvième  ordre. 
Si,  par  exemple,  nous  opérons  avec  le  contravariant  conique 
sur  la  quartique  elle-même,  le  résultat  peut  s'exprimer  en 
fonction  des  invariants  déjà  trouvés;  il  est  égal  à 

3C2— 80C,-  180AB. 
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II  aurait  peut-être  été  plus  simple  de  prendre  pour  secoud 
invariant  indépendant  J(C*  —  3aC|  )  ou 

C,=  16QL  -h  P»—  2P«L  —  66P«R  -t-  PL» 

-H  64PLR  4- 12 PR*  4-  34L»R  4-  23aLR»4-  agôR". 

301.  Nous  allons  maintenant  chercher  les  invariants  du 
douzième  ordre  par  rapport  aux  coefficients.  Nous  pouvons 
former  l'invariant  cubique  de  la  quartique  S  au  moyen  des 
formules 

L'=2i6RS 

P'=:6(Q»-2PQR-4R»Q-+-aP»R» 

—  a  PLR»  4-  4 PR'  -H  6LR»  H-  3 R*), 

R'=  Q«__  aLKQ  —  P»R*  —  aPR» 4-  L»R« 4-  4LR»—  R*; 

d'où 

L'4-3P'4-6R'=:6D|, 

où 

Di  =  4Q«4-Q(— 6RP  — aLR  — 12R») 

4- 5P»R«  —  6PLR«  4-ioPR»  4- L«R» 4- aaLR»  4- 44R*. 

Eln  effectuant  l'opération  (p  sur  C|,  nous  obtenons 

, D,-  24Q« 4-  Q(4P-  —  4PL  —  84PR  —  aoLR  —  a48R») 
—  4P'R  —  i4P*R*  -^-  4PL«R  4-  144PLR» 
4- 444PR»  -  i8L*R»  —  84LR» -h  ai6R* 

el,  en  combinant  ces  deux  derniers  résultats,  nous  avons 

D,-6D,=4D„ 

où 

D,  =  Q(P«  — PL  — laPR  — aLR— 44R*)— P'R  — iiP»R* 
+  PL»R  4- 45PLR»  4- 96PR»  -  6L«R« -- 54LR»  -  laR,. 

Au  moyen  de  ces  invariants  et  des  autres  que  nous  avons  déjà 
donnés^  nous  pouvons  exprimer  les  autres  invariants  du  dou- 
zième ordre,  tels  que  (G.)  et  le  discriminant  du  contrava- 
riant  conique. 
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De  même  aussi,  nous  pouvons  exprimer  on  fonction  des 
quantités  qui  précèdent  les  invariants  du  contravariant  du 
quatrième  degré  ;  nous  avons 

U  =  L« -h  3  PL  H- 9  Q -h  27  R* , 
R'  =  LR-hQ-t-PR-4-R», 
P'  =  3P«  —  5Q  4-  6PR  -+-  PL  4-  6LR  4-  9R», 
Q'=3Q*-hQ(3P»4-4PL4-24PR-4-L«-8LR-h6R*)-4-i2P*LR 
4- i8P«R»4- 4PL*R  4-ioPLR»-h  36PR»  — 36LR»  4-27IV; 

d'où 

A'  =  A*  4- 1 2  B,     B'  nn  4  Dj  4-  AC,  4-  A«  B  —  1 2  B«. 

302.  Il  faut  remarquer  que,  bien  qu'il  n'y  ait  qu'un  seul 
cx)ntravariant  conique  du  quatrième  ordre  par  rapport  aux 
coefficients,  il  y  a  deux  covariants  coniques  du  cinquième 
ordre,  qui  sont  (en  plus  de  celui  déjà  donné)  celui  qu'on  ob- 
tient en  opérant  sur  la  quartique  elle-même  avec  le  contra- 
variant conique;  le  résultat  est 

(3L  4- gP  4- loR)  (a/or*  4- ^^,5^7*  4- c/i 5*) 

4-  (  loL  -h  aP  4-  4R)(^Àx«  4-  hfy^  4-/;.'-') 
—  12 (a»/»J7*  4-  b'g^y^  4-  e« A»5»); 

et,  si  nous  le  combinons  avec  celui  que  nous  avons  donné 
précédemment,  nous  pouvons  l'écrire  sous  la  forme  simple 

4R(a/j7'  4-  hgy^  4-  chz") 

H-  (  L  -  P  -  2  R  ){ghx'  +  hfy^  ^fg^'Y 

\j^  discriminant  de  cette  dernière  conique  donne  le  plus  simple 
des  invariants  du  quinzième  ordre  ;  en  posant 

L-P—  2R=:M, 

on  a 

E,  =  i6MR*Q  4-  4M«R« P  4-  M»R«  4-  64LR^ 

ou  bien,  en  l'écrivant  tout  au  long, 

Ei=:i6(L  — P  — 2R)QR« 

4-  R«(3P»—  5 P*L  4-  loP'R  4-  PL« 

~  4PLR  4-  4PR'  4-  L»-  6L«R  4-  76LR'  -  8R»). 
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I^s  trois  autres  invariants  du  système  de  coniques  sont  aussi 
des  invariants  du  même  ordre  de  la  quartique;  et  en  outre 
nous  pouvons  aussi  calculer  D«,  Da,  .  • ..  Toutes  ces  quan-  < 

lilés  s'expriment  en  fonction  de  E|  et  de  Ej,  cette  dernière  ! 

quantité  étant  | 

E,=  i6(L-P  — 2R)Q» 

-H(3P»  — 5P»L  — 6P»R4-PL«  — 228PLR-2i72Pr4» 
^  L»  4- 298  L»  R -T- 2636  LR«  —  4296  R' )  Q 

4.  R(_  laP* -H  44P»L  -  52P«L' -+- 20PL») 

^  R«(348P»  —  852 P«L  -f-  3o8PL«  4-  324L») 

-+- R»( i32oP*  —  416PL -h  2i6L«) 

-h  720  PR*  H-  1 1376  R*  —  864  R*. 

y  a  aussi  deux  invariants  indépendants  du  dix-huitième 
rdre;  le  premier,  qui  est  le  C|  du  contravariant  du  qua- 
rième  degré,  est 

F,  =  i28Q»-hQ» 

(_  48  P*  -h  80 PL  -h  368PR  -h  32L«  -  628 LR  -  i6oR«) 
4.Q(9P*-_  laP'L— io8P»R  — 2P«Lî-h324P«LR 

4-  240  P*R«  -h  4  PL»  4- 60 PL«R  -  288 PLR*  4-  528  PR» 
4-  L*  —  2oL»R  —  4ooL*R«  —  25i2LR»  —  i44R*) 
4-  i8P»R  -24  P*LR  4-  27P*R*  —  4P'L»R  4-  i8oP'LR- 
4-6oP'R»4-8P*L»R4-ii4P*L«R«4-7i6P*LR»4-288P-I\^ 
4-  2  PL*  R  -  44  PL»  R«  4-  52  PL«  R»  -  592  PLR*  4-  288  PU* 
-  21  L*R*  —  6oL»R»  —  72oL« R*  —  2076LR»  4-  240 R«. 
V,r.:  i28Q»4-  Q*(—  8P«  -  240 PL  —  5312PR 

4-3i2L«4-9536LR4-ii68oR«) 
H_Q(-_,8P*4-54P»L4-ii46P»R-54P»L« 

-  i978PM.R4-7548P*R«4-  i8PL»4- 262PL«R 

—  4432  PLR»  4-  49272  PR»  4-  570  L»R 
4-  i62oL«R*4-  6648 LR» 4-  77808 R*) 

4-  24P«R  —  76P*LR  -  i224P*R-4-  84P'L*R 

t-  2622  P»  LR'  —  1 3o32  P»  R»  -  36  P*  L' R  -  946  P»  L«  R* 

-r  8268  P=LR»  -  30192  P«R*  4-  4PL*R  -  822  PL»  R- 

-368PL«R» 

-  73784 PLR* -  5472 PR»  4-1 14  L*R«—i 524 L»R» 

-  1 47 1 2  L«  R*  -  1 1 3904  LR«  4-  25920 R«. 
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Il  ne  semble  pas  que,  même  dans  le  cas  spécial  que  nous  con- 
sidérons, les  invariants  d'ordre  supérieur  que  nous  avons 
donnés  puissent  s^ exprimer  linéairement  en  fonction  de  ceui 
d'ordre  moins  élevé;  et  même  dans  ce  cas,  je  n'ai  pu  trouver 
que  le  discriminant  soit  exprimable  en  fonction  d'invariaots 
de  moindre  degré  (  *  ). 


(»)  Les  valeurs  de  E,  E„  F»  et  F,  ont  été  calculées  par  M.  J.-J.  Walkcr. 
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303.  Nous  avons  jusqu'ici  discuté  exclusivement  des  équa- 
tions réductibles  à  un  nombre  fini  de  termes  qui  ne  contiennent 
que  des  puissances  entières  et  positives  de  j;  et  j^;  il  nous 
reste  à  dire  quelques  mots  des  courbes  représentées  par  des 
équations  transcendantes.  Comme  ces  équations  renferment 
des  fonctions  qui  ne  peuvent  s'exprimer  que  par  une  série 
infinie  de  termes  algébriques,  toutes  les  courbes  transcen- 
dantes peuvent  être  considérées  comme  des  courbes  de  degré 
infini  ;  elles  peuvent  être  coupées  par  une  droite  en  un  nombre 
infini  de  points  et  doivent  avoir  une  infinité  de  points  et  tan- 
gentes multiples.  Il  ne  saurait  donc  être  question  d'établir 
une  théorie  générale  des  singularités  de  ces  courbes  et  il  suflira 
de  faire  connaître  les  noms  et  les  propriétés  principales  des 
plus  remarquables  d'entre  elles.  Nous  pouvons  signaler,  en 
passant,  une  classe  d'équations,  appelées  par  Leibnitz  inter- 
transcendantes, ou  qui   renferment  les  variables  affectées 
d  exposants  incommensurables;  par  exemple,^  =  x^/^.  Ici,  en 
substituant  à   y/^  la  série    des    fractions    rationnelles    qui 
expriment  approximativement  la  valeur  du    radical,    nous 
trouverons  une  série  de  courbes  algébriques  dont  le  degré 
croît  constamment,  et  qui  s'approchent  de  plus  en  plus  de 
ressembler  à  la  figure  de  la  courbe  cherchée,  mais  ne   la 
représentant  pas  exactement  tant  que  le  degré  de  la  courbe 
est  fini. 
Nous  passons  à  la  cycloïde,  qui  tient  la  première  place 
S.  —  Courbes  planes.  a5 
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parmi  les  courbes  transcendanles,  tant  au  point  de  vue  de 
rintérét  historique  que  de  la  variété  de  ses  applications 
physiques.  Cette  courbe  est  engendrée  par  le  mouvement 
d'un  point  de  la  circonférence  d'un  cercle  qui  roule  le  long 
d'une  droite.  Soit  Â  le  point  où  le  mouvement  commence; 
si,  dans  une  position  quelconque  du  cercle  générateur, 
p  est  le  point  qui  engendre  la  courbe,  nous  devons  avoir 
diTC  pm  =  Am  et,  en  représentant  l'angle  pcm  par  ç  et  cm, 
le  rayon  du  cercle,  par  a,  nous  aurons 

y:=za{i — cos«p),     x=:a{^  —  sin^) 

et,  en  éliminant,  il  vient,  pour  l'équation  de  la  courbe, 


a  —  /  =  a  ces 


•  -h  y/2  a  y  — y* 


Il  est  cependant  plus  avantageux,  en  général,  de  conserver  o 
et  de  considérer  la  courbe  comme  définie  par  les  deui 
équations  ci-dessus.  On  voit  aisément  que  sa  forme  est  celle 
que  représente  la  fig,  52.  Le  cercle  pouvant  rouler  indëG- 
niment  dans  Tune  ou  l'autre  direction,  la  courbe  se  com- 
pose d'une  infinité  de  portions  similaires  et  il  y  a  un  rebrous- 
sement  en  chacun  des  points  où  deux  de  ces  portions  se 
réunissent. 

Fig.  52. 


Soit  MPN  la  position  du  cercle  générateur  qui  correspond 
au  point  le  plus  élevé  de  la  cycloïde;  comme  Am  =  arc/?m, 
AM  =  MPN  et  nous  avons  Mm  =  /?P  =  arcPN;  autrement 
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dit,  la  courbe  peut  être  engendrée  en  prolongeant  les  ordon- 
nées d'un  cercle  jusqu'à  ce  que  la  partie  prolongée  soit  égale 
à  l'arc  correspondant  mesuré  de  l'extrémité  du  diamètre.  En 
représentant  l'angle  PCN  par  8,  la  courbe  rapportée  aux 
axes  AM  et  MN  est  représentée  par  les  équations 

^  =  a(  1  +  cosô),     X  =  a(6  4-  sinô). 

301.  Il  est  facile  de  voir  comment  on  peut  mener  une  tan- 
gente à  la  courbe  ;•  en  effet,  à  un  instant  quelconque  du  mou- 
vement du  cercle  générateur,  m  (son  point  le  plus  bas)  est 
en  repos,  et  le  mouvement  de  tout  point  du  cercle  est  pour 
ce  moment  le  même  que  s'il  décrivait  un  cercle  ayant  m  pour 
centre;  donc  la  normale  au  lieu  du  point/?  doit  passer  par  m 
et  sa  tangente  doit  être  parallèle  à  NP.  On  arrive  au  même 
résultat  analytiquement  à  l'aide  de  l'expression 

dv  sin©  , 

-j^  =: —  =  COt-i"Cp. 

dx        I  —  cos'f  -^  ' 

La  tangente  fait  donc  avec  l'axe  des  x  un  angle  qui  est  le 
complément  de  GNP,  ou  qui  est  égal  à  j^. 

Il  est  si  facile  de  donner  des  démonstrations  géométriques 
de  quelques-unes  des  principales  propriétés  de  la  cycloïde 
que  nous  les  citerons  ici.  L^aire  de  la  courbe  est  égale  à 
trois  fois  l'aire  du  cercle  générateur.  En  effet,  l'élément 
de  l'aire  extérieure  (pp^rr^  =  pp'tt'=PP^QQ^)  est  égal  à 
Télément  de  l'aire  du  cercle;  l'aire  extérieure  tout  entière 
AENFB  est  donc  égale  à  celle  du  cercle,  et  par  conséquent 
l*aire  intérieure  ANB  est  trois  fois  l'aire  du  cercle. 

Varc  N/)  de  la  cycloïde  est  le  double  de  la  corde  NP 
du  cercle. 

11  est  facile  de  voir  que  le  triangle  PP'L  estisoscèle  et  que, 
par  conséquent,  si  l'on  abaisse  une  perpendiculaire  MK  sur 
la  base  PL,  l'accroissement  infinitésimal  de  l'arc  de  la  cy- 
cloj'de  est  double  de  l'accroissement  PK  de  la  corde  du  cercle. 
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Donc,  si  s  représente  Tare  de  la  cycloïde,  b  le  diamètre  du 
cercle  générateur,  x  Tabscisse  NQ comptée  à  partir  du  sommet, 
Téquation  de  la  courbe  est  5^=46^;  cette  forme  est  très 
utile  en  Mécanique. 

Le  rayon  du  cercle  de  courbure  est  double  de  la  nor- 
male. 

En  eflfet,  le  triangle  formé  par  deux  normales  consécutives 
a  ses  côtés  parallèles  à  ceux  du  triangle  PMP'.  Mais  la  base 
du  premier  triangle  est  égale  à  PL,  et,  comme  nous  l'avons 
démontré,  elle  est  le  double  de  la  base  PK  du  second;  donc 
le  rayon  de  courbure  est  double  de  MP. 

La  développée  de  la  cycloïde  est  une  autre  çycloïde. 

En  effet,  si  nous  supposons  qu'un  cercle  soit  tangent  à  la 
base  en  m  et  passe  par  le  centre  de  courbure  R  {Jig'^yjj  il  sera 

Fig.  S3. 
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égal  au  cercle  générateur  et  l'arc  /iR  sera  égal  à  NP  =  nD; 
donc  le  lieu  de  R  est  la  cycloïde  décrite  par  le  cercle  mR« 
roulant  sur  la  base  EF  (  •  ). 


(')  Les  propriétés  de  la  cycloïde  ont  été  beaucoup  étudiées  par  Ie< 
plus  grands  mathématiciens  de  l'Europe,  pendant  la  première  moitié  du 
ivii*  siècle.   Leur    attention   a  été  appelée  la  première  fois  sur  ces  pro- 
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Nous  pourrions  aussi  chercher  le  lieu  d*un  point  quel- 
conque du  plan  du  cercle  générateur,  entraîné  par  celui-ci 
dans  son  mouvement  de  roulement;  quand  le  point  est  hors 
du  cercle,  le  lieu  s^appelle  une  cycloïde  allongée;  quand  il 
est  en  dedans,  une  cycloïde  raccourcie.  Ces  lieux  ont  aussi  été 
appelés  trochoîdes.  Il  n'est  pas  diflicile  de  calculer  leurs 
équations  ou  de  déterminer  leurs  figures,  mais  il  ne  semble 
pas  nécessaire  de  nous  y  arrêter.  La  méthode  donnée  pour 
mener  des  tangentes  à  la  cycloïde  s'applique  également  à  ces 
courbes.  Ces  dernières  peuvent  (le  lecteur  s'en  assurera  faci- 
lement) être  engendrées  par  un  point  de  la  circonférence 
d'un  cercle  qui  roule  de  telle  manière  que  l'arc  pm  soit  dans 
un  rapport  constant  avec  la  droite  A  m. 

303.  Après  avoir  recherché  les  propriétés  de  la  cycloïde, 
on  était  conduit  par  une  extension  toute  naturelle  à  discuter 
la  courbe  engendrée  par  un  point  d'un  cercle  qui  roule  sur 
la  circonférence  d'un  autre  cercle.  Quand  le  point  est  sur  la 
circonférence  même  du  cercle,  la  courbe  engendrée  s'appelle 
épicYcloïde  ou  hypocyclolde  selon  que  le  cercle  roule  à 
Textérieur  ou  à  l'intérieur  du  cercle  fixe.  Si  le  point  géné- 
rateur n'est  pas  sur  la  circonférence  même,  la  courbe  a  reçu 
le  nom  d^épitrochoïde  ou  Aliypotrochoîde. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  position  du  diamètre  commun 
aux  deux  cercles,  qui  passe  par  le  point  générateur  ;  soient  CO 


blêmes  par  Mersenne.  Mais  Galilée  a  des  droits  à  être  regardé  comme  Tin- 
rentenr  de  la  description  de  cette  courbe.  N'ayant  pa  obtenir  la  quadrature 
de  la  courbe  par  des  méthodes  géométriques,  il  essaja  de  résoudre  le  pro- 
blème eo  pesant  Taire  de  la  courbe  et  en  comparant  le  résultat  obtenu  au 
poids  du  cercle;  il  arriva  à  cette  conclusion  que  la  première  aire  était  à 
peu  près,  mais  pas  exactement  trois  fois  la  dernière.  Le  problème  de  la  qua- 
drature a  été  résolu  d*une  manière  exacte  par  Roberval  en  i634.  La  méthode 
pour  mener  les  tangentes  a  été  découverte  par  Descartes,  la  rectification 
parWren,  la  développée  par  Huygens,  plusieurs  autres  propriétés  impor- 
ta otes  par  Pascal . 
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une  autre  position  de  ce  diamètre,  Q  le  point  générateur; 
soient  CN =a,  0N=  é,  NCB  =  ç,  PON  =  ^,  OQ  =  rf(/î^.  54). 

Fis.  54. 


Comme  BN  =  NP,  nous  avons  aff  =  b^;  OQM = 1 80 — (y + i) 
et  les  coordonnées  de  Q  sont 

y=z{a-h  ^)sîn<p— ^/sin(<pH-<}/), 
â?=:(a4-  ô)coSïp  —  c?cos(<p  4-  ^) 

ou  bien,  si  a  +  6  ==  mb, 

y  =  mb  sin<p  —  e/sînmcp, 
x^=L  mbcos<f  —  ^cosm^p. 

En  éliminant  (f  entre  ces  deux  équations,  nous  obtenons 
Téquation  de  la  courbe  qui  n'est  pas  nécessairement  trans- 
cendante. En  effet,  quand  les  circonférences  des  cercles 
sont  commensurables,  après  un  certain  nombre  de  révo- 
lutions, le  point  générateur  revient  en  Tune  des  positions 
précédentes,  la  courbe  est  fermée  et  a  des  dimensions  algé- 
briques finies;  mais,  si  elles  ne  sont  pas  commensurables,  le 
point  générateur  ne  reviendra  pas  à  la  même  position  après 
un  nombre  fini  de  révolutions,  et  la  courbe  sera  transcen- 
dante. 

Pour  obtenir  les  équations  de  Pépicycloïde,  nous  n'avons 
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qu^à  faire  d  =  ±  b^  ce  qui  nous  donne 

j=:^(/nsin<p  ±1  sinm<p), 
x=  b{m  cosç  ±:  cosmç); 

le  signe  inférieur  correspond  au  cas  où  Taxe  des  x  passe  par 
le  point  générateur  quand  il  est  sur  le  cercle  fixe;  le  signe 
supérieur,  quand  il  en  est  à  la  plus  grande  distance. 

306.  Les  coordonnées  pour  le  cas  de  Thypocycloïde  et  de 
l'hypotrochoïde  s'obtiennent,  comme  le  lecteur  le  vérifiera 
aisément^  en  changeant  le  signe  de  b  dans  les  équations 
données  ci-dessus.  Elles  se  trouveront  comprises  dans  les  équa- 
tions dont  nous  ferons  usage,  si  nous  donnons  à  m  des  valeurs 

i      .  .  ^  a  —  b     . 

négatives,  ou  si  nous  supposons  m  =  —  n,ou  n=  — j- —  • 

Si,  dans  les  équations  ci-dessus,  nous  changeons  b  en  mb 

cl  m  en  —  >  elles  deviennent 


y  =1  mb  (  —  sin  ©  -h  sin  —  ?  )  > 
*^  \fn        *  m^  J 

X  =  mb  (  —  CCS  ç  -h  CCS  — ç  )  3 
\/;i        ^  m^  ) 


et,  en  posant  ^  =  m<{^,  lious  voyons  que  les  équations  appar- 
tiennent au  même  lieu  que  les  précédentes.  Nous  pouvons 
ainsi  démontrer  qu'on  engendre  la  même  hypocycloïde  en 
I)renanté=^(cd:a)  [Euler;  Deduplicigenesiepicycloidum 
[Acta  Petrop.j  i'j%é^^.  Quand  le  rayon  du  cercle  généra- 
teur est  plus  grand  que  celui  du  cercle  fixe,  l'hypocycloïde 
peut  aussi  être    engendrée   comme  épicycloïde  ;    car    alors 

/           a-'bX  ... 

/ni  = —  \  est positH. 

307.  On  peut  facilement  mener  les  tangentes  à  ces  courbes  ; 
car  le  même  raisonnement  que  celui  du  n"  30 i  montre  que 
la  droite  NQ  est  normale  à  la  courbe.  Nous  pouvons  aussi 
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voir  de  cette  manière  que,  quand  une  courbe  est  engendrée 
par  un  point  de  la  circonférence  d'une  figure  roulant  sur  une 
autre  figure,  il  doit  y  avoir  un  rebroussement  en  tout  poinl 
où  le  point  générateur  rencontre  la  courbe  fi&e.  En  efiet, 
d'après  cette  construction,  en  chaque  point  de  cette  espèce, 
le  point  générateur  s'approche  de  la  courbe  fixe  suivant  la 
direction  de  la  normale  et  s*en  éloigne  dans  la  même  direction  ; 
il  j  a  donc  là  un  point  stationnaire.Uneépicycloïde  se  compose 
d'un  nombre  de  portions  similaires,  dont  chacune  est  réunie 
à  la  suivante  par  un  rebroussement;  et  les  rayons  menés  du 
centre  aux  extrémités  de  l'une  de  ces  parties  sont  inclinés 

l'un  sur  Tautre  d'un  angle  égal  à Quand  les  rayons  des 

cercles  sont  commensurables  et  par  suite  quand  la  courbe  esl 
algébrique,  le  nombre  des  rebroussements  est  fini  ;  mais,  quand 
la  courbe  est  transcendante,  le  nombre  des  rebroussemeots 
est  infini.  Tout  point  de  la  base  devient  à  son  tour  un  point  de 
rebroussement,  et  par  conséquent  cette  base  peut  être  dite 
le  lieu  des  points  de  rebroussement  de  la  courbe;  il  est  clair 
toutefois  que  deux  points  consécutifs  de  la  base  ne  sont  pas 
des  points  consécutifs  du  lieu. 

308.  Ces  courbes,  de  même  que  les  épitrochoïdes  en  général, 
ont  en  outre  un  certain  nombre  de  points  doubles  crunodaax 
ou  acnodaux  ;  ce  nombre  est  fini  pour  les  courbes  algébriques, 
infini  pour  les  courbes  transcendantes,  et  tous  les  points 
doubles  sont  rangés  sur  des  lieux  circulaires.  Considérons 
les  équations  (n"*  305) 

j'^zimôsin©  —  ds'inm^,     x  z=i  mb  cosf^  —  dcosm^^ 

où  f  =  o  correspond  à  ce  que  nous  pouvons  regarder  comme 
la  position  initiale  du  point  générateur,  c'est-à-dire  celle  où  il 
est  sur  la  droite  qui  réunit  les  centres;  nous  supposons  que 
cette  droite  ait  été  prise  pour  axe  des  x  et  que  la.  distance 
initiale  de  l'origine  au  point  générateur  soit  mb  —  d.  Mais  il 
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y  a  d'autres  positions  du  cercle  mobile  pour  lesquelles  le 
point  générateur  se  trouve  sur  Taxe  ;  les  valeurs  de  f  corres- 
pondant à  ces  positions  s'obtiennent  en  résolvant  l'équation 
nb  sin<p  =  dsinmf.  En  mettant  de  côté  la  racine  f  =  o,  les 
autres  racines  peuvent  évidemment  se  partager  en  couples 
(^gaux  et  de  signe  contraire,  et  pour  chaque  couple  la  valeur 
de  X,  ou  mb  costf  —  dcosmfy  est  la  même.  Les  points  cor- 
respondants sont  donc  des  points  doubles  du  lieu.  On  peut, 
aa  moyen  delà  condition  mfrsincp  =  ûfsin m cp, écrire  la  valeur 
de  mb cos(f  —  cfcos  misons  la  forme  jjsiny  =  dsin{m — i)y. 
Toutes  les  fois  que  ce  point  générateur  revient  aune  position 
similaire  par  rapport  aux  deux  centres,  nous  avons  une  droite 
sur  laquelle  sont  situés  des  points  doubles  ;  le  nombre  de  ces 
droites  est,  comme  nous  l'avons  dit,  fini  pour  les  courbes  algé- 
briques, et  infini  pour  les  courbes  transcendantes. 

309.  Les  équations  des  tangentes  aux  épi- ou  hypocycloïdes 
peuvent  être  écrites  sous  une  forme  très  simple.  En  eOTet, 

dy  cos<p  zt  cosm<p     cos  J(m -+- i)<p 

{Lo        —  (sincp  db  sin/n«p        sin^(/H  4-  i)ç 
ou 

cos^(//i  4-1)? 

Si  l'on  a  égard  à  ce  que  la  tangente  doit  passer  par  le  point 
dont  les  coordonnées  ont  été  données  (n°  305),  l'équation  de 
la  tangente  devient 

xco&\{m  -h  i)<p4-/sin}(m  4-  i)«p  =  (m-h  i)^cos{(m  — i)ç 

quand  l'axe  passe  par  le  point  générateur  à  sa  plus  grande 
distance  du  centre  fixe  ;  et 

xs\n\{m  4-  i)<p  — /cosj  (m  4-  i)<p  =  ('W4-  i)bsin\{m  —  i)?, 

quand  l'axe  des  x  passe  par  le  point  générateur  à  sa  plus  pe- 
tite distance  du  centre  du  cercle  fixe. 
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On  voit,  de  la  même  manière,  que,  dans  ce  dernier  cas, 
Téquation  delà  normale  est 

j7Cosi(m-h  i)îp-|-^sinj(/n-|-  i)<p  =  (m— i)^COs J(m  —  i)<p. 

En  comparant  cette  valeur  à  la  première  forme  de  Péqua- 
tion  de  la  tangente,  on  reconnaît  que  la  développée  (Tune  épi- 
cycloïde  est  une  épicycloïde-  semblable;  les  rayons  des 

cercles  générateurs  sont  entre  eux  dans  le  rapport  de > 

et  le  point  générateur  de  la  développée  est  à  sa  plus  grande 
distance  du  centre  du  cercle  fixe  quand  le  point  générateur 
de  la  courbe  primitive  est  sur  le  même  diamètre  à  sa  plus 
petite  distance  du  même  centre. 

Les  mêmes  remarques  s'appliquent  également  à  Phypo- 
cycloïde. 

L'équation  de  la  tangente  à  une  épitrochoïde  est  de  même 

(&cos(p  —  rfcosm<p)jî-h(6sin«p  —  dûnm^)y 
=  [m^*4-rf*  —  (m -h  i)Mcos(m  — i)<p]. 

310.  Nous  donnons  ici  des  exemples  de  quelques-uns  des 
cas  les  plus  simples  où  les  équations  de  ces  courbes  sont  algé- 
I  bnques  et  où  Ton  peut  les  former  facilement.  Ces  cas  se  pré- 

sentent {a)  quand  l'équation  de  la  tangente  est  de  la  forme 

acosaO  4-  6sina6  -|-ccos6  -f-  rfsinO  -+-e  =  o, 

dont  l'enveloppe  a  été  trouvée  (n**  85,  Ex.  III);  (6)  quand 
l'équation  de  la  tangente  est  comprise  dans  la  forme 

acos36-+-  ^sin36-f-3ccos6  4-  3rfsin6  =  o; 

quand  on  procède  de  la  même  manière  que  celle  qu'on  vient 
de  rappeler,  l'enveloppe  de  cette  droite  s'obtient  en  formant 
le  discriminant  d'une  équation  du  troisième  degré;  le  ré- 
sultat est 

(flt  ^  ^î)î  ^  8(ûrç3  „  ^^4)  _  24  cd{ad  ~  bc) 
==  3(c«  -t-  d^Y  -H  6  (a»  H-  ^*)  (c»  -H  d^); 
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(c)  quand  m  est  une  fraction  dont  le  numérateur  et  le  déno- 
minateur diffèrent  d'une  unité.  Si  nous  élevons  au  carré  et 
ajoutons  les  équations 

x^=zmbco%nf^ — é/cos(/i+  i)^,  ^  =  m6sin/i<p  —  rfsin(n-f-i)<p 

nous  avons 

^t  ~^- y*  :=.  m* b* -h  d^ —  2mWco9<p. 

En  déduisant  coscp  de  cette  équalion  et  le  portant  dans  la 
valeur  de  x,  l'élimination  se  trouve  effectuée. 

Exemple  I.  —  Trouver  Vépitrochoïde  en  général  pour  rf=  mb. 
Les  équations  sont  alors  réductibles  à  la  forme 

ar=aûfsinl(m — i)«psini(m-+-i)îp,  ^=a Jsini(m — i ) îpcosl (/«-+- i)îp; 
il  est  donc  évident  que  1  (  /n  -+-  i)<p  est  l'angle  w  que  le  rayon  vecteur 
fait  avec  Taxe  des  j^;  et  Téquation  polaire  est  p  =  a^/sin o). 

Exemple  II.  — -  Trouver  les  équations  de  Vépitrochoïde  et  de 
l'épicycloïde  quand  les  rayons  des  cercles  sont  égaux  et  par 
conséquent  m  =  2.  En  opérant  comme  dans  (c)  avec  les  équations 

jr  =  2Ô  cos^  —  dcos2fff    y  =  26sin«p  —  £?  sinsç, 

nous  trouvons 

(x^^y^  —2 6«  —  rf«)«  =  46«(^'  -f-  2d*—^dx), 

équation  d'une  Cartésienne  ayant  or  =  o,  x  ^d  pour  points  doubles^ 
comme  on  peut  facilement  le  vérifier;  c'est  donc  un  limaçon.  Nous 
voyons,  d'après  la  théorie  déjà  exposée,  que  ce  point  correspond  à  la 

valeur  coscp  =  -^»  Quand  donc  d  est  plus  grand  que  6,  c'est-à-dire 

quand  le  point  générateur  est  en  dehors  du  cercle  mobile,  le  nœud 
correspond  à  deux  positions  réelles  du  cercle  mobile  et  par  suite  est 
cranodal  ;  mais  si  le  point  est  intérieur  au  cercle  mobile,  le  nœud  ne 
correspond  à  aucune  position  réelle  de  ce  cercle  et  la  courbe  est 
aciiodale. 
Le  cas  de  l'épicycloïde  s'obtient  en  posant  rf=  6,  ce  qui  donne 

(ar«-4-j^«— 36«)«=46»(3fr  — 2ir). 
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Le  point  double  devient  maintenant  un  rebroussement,  et  la  courbe 
est  une  cardioïde.  D'après  ce  qu'on  a  dit,  il  est  évident  que  la  déve- 
loppée d'une  cardioïde  est  une  cardioïde. 

Exemple  III.  —  Trouver  V équation  de  Vépicycloïde  quand  le 
rayon  du  cercle  mobile  est  la  moitié  de  celui  du  cercle  fixe. 
L'équation  de  la  tangente  est 

rrcosaO  -hy  sinaô  =  46cos6, 

équation  dont  l'enveloppe  est 

(:rî-H7«  — 46»)»  =  loSi'^ar». 

Exemple  IV.  — Trouver l'hypotrochoïde et  Vhypocycloîde quand 
le  rayon  du  cercle  mobile  est  la  moitié  du  cercle  fixe.  Nous  avons 
m  =  —  I  ;  les  équations  sont 

a:  =  6cosîp -hrfcoscp,    ^=ôsin<p — dsin(ff 

et  rhypotrochoïde  est  l'ellipse 

x^  y*        _ 

(b-^d)^'^  (b^-d)^  "  '* 

qui  se  réduit  au  diamètre j^  dans  le  cas  de  l'hypocycloïde,  où  b  =  d. 

Exemple  V.  —  Trouver  V hypocycloïde  quand  le  rayon  du 
cercle  fixe  est  égal  à  trois  fois  celui  du  cercle  mobile.  Ici  m  =  —2; 
Fcquation  de  la  tangente  est  de  la  forme 

arcosîp  — -j^sinçp  =  6cos3^ 

et,  d'après  la  forme  (6),  l'enveloppe  est 

(ar*  -+-/')»-+-  8  bx^  —  24 bory^  -h  i86«(a:«  +7*)  =  a; 6* 

équation  d'une  quartique  tricuspidale,  les  tangentes  aux  rebrousse- 
ments  se  rencontrant  au  centre  du  cercle  fixe. 

Cette  courbe  a  été  étudiée  par  Steiner  comme  enveloppe  de  la  (iroite 
qui  joint  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  sur  les  côtés  d'un 
triangle,  d'un  point  quelconque  du  cercle  circonscrit.  En  effet,  en 
prenant  le  centre  de  ce  cercle  comme  origine,  et  rcosaa,  rsin  la  ... 
pour  les  coordonnées  des  sommets  si  le  point  d'où  l'on  abaisse  les  per- 
pendiculaires est  rcosî®,  rsinacp,  l'équation  de  la  droite  qui  joint 
leurs  pieds  est 

xsin(a-h  P-h  Y  —  <p)— /cos(a-l-pH-  y  —  ?) 

=  Jr[sin(a-i-p-i-Y  — 3îp)-+-sin(P-f-Y~"*"~?) 
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Cette  forme  se  ramène  aisément  à  celle  qu'on  a  consideiée  dans  cet 
exemple. 

Exemple  VI.  —  Trouver   Vhypocycloide  quand  le   rayon  du 
cercle  fixe  est  égal  à  quatre  fois  celui  du  cercle  mobile. 
Nous  avons  /n  =  —  3.  L'équation  de  la  tangente  est 

arsino-4-^cos<p  =  ibsinit^^ 

et  celle  de  Fenveloppe 

i        1  t 

1^11.  Il  est  facile  de  former  Téquation   de  la  réciproque 
d'une  épicycloïde.  En  effet,  Téquation  de  la  tangente  étaut 

xcos-J(m-hi)ç4-/sin{(m-hi)(p  =(m  -+-  \)bco%\{m—  i)cp, 

il  est  évident  que  la  perpendiculaire  à  cette  tangente  fait  un 
angle  j(/w4-  i)f  avec  Taxe  des  x  et  que  sa  longueur  est 
[m  4-  i)6cos^(/n  —  i)çp;  par  conséquent,  le  lieu  du  pied  de 
cette  perpendiculaire  est 

i?  =  (/nH-  i)^cos( w), 

^  \ni  H-  1    / 

et  la  courbe  réciproque  est  p  cos  i a>j=(m-j-i)6. 

dp 


Le. rayon  de  courbure  est  donné  par  la  formule  R  =  ^  • 


Dans  la  courbe  primitive,  nous  avons 

p*  =  x'-+-/'  =  ^'[m'-f-  1  -f- 2  m  cos  (m  —  i)^] 
ou 

p»=^'(/n~-  i)'-+-4'w^'cos'î(m—  i)(p, 

p.=  a«+,-^/>«     donc     R=-A^;,     («). 


(  ')  L'IoYcntion  des  épicycloldes  est  attribuée  à  l'astronoine  danois  Rœmcr 
qui,  en  1674»  fut  condait  à  étudier  ces  courbes  en  cherchant  la  meilleure 
forme  à  donner  aux  dents  d'engrenages.  La  rectîGcation  de  ces  courbes 
a  été  donnée  par  Newton  {Principia,  Liv.  I,  prop.  49)- 
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312.  On  peut  de  la  manière  suivante  trouver  une  autre 
expression  générale  pour  le  rayon  de  courbure  des  roulettes 
(ou  courbes  engendrées  par  un  point  situé  dans  le  plan  d'une 
courbe  qui  roule).  Soient  P,  P  deux  points  consécutifs  de  la 
courbe,  M  le  point  de  contact  de  la  courbe  roulante  avec  celle 
qui  est  fixe,  et  R  le  centre  de  courbure.  Alors  PP,  Télément 

de  Tare  de  la  roulette,  est  égal  àMP.PMP^  mais,  si  nous  con- 
sidérons les  courbes  comme  des  polygones  d'un  nombre  in- 
fini de  côtés,  nous  pouvons  voir  que  PMP,  l'angle  dont  tourne 
PM,  est  égal  à  la  somme  (ou  à  la  différence )  des  angles  com- 
pris entre  deux  tangentes  consécutives  à  la  courbe  fixe  et  à 
la  courbe  mobile.  Donc,  si  ^a- est  l'élément  d'arc  de  la  rou- 
lette, ds  l'élément  commun  d'arc  pour  la  courbe  fixe  et  la 
mobile,  p  et  p'  les  rayons  de  courbure  de  chacune  d'elles, 
nous  avons 

\  P        P  / 

Mais  cet  élément  d^  est  aussi  égal  à  PR,  rayon  de  courbure, 
multiplié  par  l'angle  compris  entre  deux  normales  consécu- 
tives; et  si  nous  appelons  f  l'angle  OMP  entre  les  normales  à 
la  roulette  et  à  la  courbe  fixe,  l'angle  de  deux  normales  con- 

secutives  de  la  roulette  est     -.'      >  d  ou 

MK 

MPh-MR__^/.        A  '^^(?  +  f) 

MPxMR-cos,^,p-^p';  -Mp(i-Hl)-cos, 

(\o\t  Journal  de  Liouville,  t.  X,  p.  i5o). 

313.  On  obtient  une  classe  étendue  de  courbes  transcen- 
dantes en  prenant  pour  l'ordonnée  une  fonction  trigonoroé- 
trique  de  l'abscisse.  Il  n'y  a  pas  de  difficulté  à  déduire  la  forme 
de  ces  courbes  de  leur  équation.  Par  exemple,  y  =  sin-r  a 
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des  ordonnées  positives  et  constamment  croissantes  jusqu'ù 

i*  =  -  :  les  ordonnées  décroissent  ensuite  de  la  même  manière 
2' 

jusqu^à  a;  =  7c,  où  la  courbe  coupe  Taxe  des  x  sous  un  angle 
Je  45**  et  présente  une  portion  négative  semblable  comprise 
entre  a;  =  Tcet  j:  =  ait.  La  courbe  se  compose  donc  d'une  in- 
finité de  portions  semblables  qui  alternent  de  chaque  côté  de 
Taxe  des  x. 

De  même,  j^=  tango:  représente  une  courbe  dont  les  or- 
données croissent  régulièrement  depuis  ^  =  o  jusqu^à  x=i-\ 

pour  cette  valeur,  y  devient  infini  et  la  droite  x  =•  -est  une 

asymptote.  Pour  des  valeurs  plus  grandes  àex^y  devient  né- 
gatif et  croît  de  Tinfini  négatif  à  zéro,  pour  a?  ==  tc.  La  courbe 
se  compose  donc  d'une  infinité  de  branches  infinies,  ayant  une 

infinité  d'asymptotes  x=.  -,  :c  =  |7c,^  =  |7r, ...  et,  comme 

on  le  voit  facilement,  une  infinité  de  points  d'inflexion  en 

X  :=  O,    j:=7Ç,    ^=27î,  .... 

De  même,  le  lecteurpourra  discuter  la  figure  de  y  sécx  qui 
se  compose  aussi  d'un  nombre  infini  de  branches  infinies; 
seulement  chaque  branche,  au  lieu  de  couper  l'axe,  comme 
dans  le  dernier  cas,  est  tout  entière  d'un  même  côté  de  cet 
axe.  Les  branches  sont  alternativement  du  côté  positif  et  né- 
gatif de  l'axe  des  x.  A  la  même  famille  appartient  une  courbe 
appelée  la  compagne  de  la  cycloi'de.  Elle  est  engendrée  en 
prolongeant  les  ordonnées  d'un  cercle,  non  pas  comme  dans 
le  cas  de  la  cycloïde,  jusqu'à  ce  que  \di partie  prolongée  soit 
égale  à  l'arc,  mais  jusqu'à  ce  que  l'ordonnée  tout  entière  soit 
égale  à  l'arc.  Si  le  centre  est  l'origine,  la  courbe  est  repré- 
sentée par  les  équations 

a:=acosO,    jrniaô,   orrrra  cos  (- ); 
c'est  une  courbe  de  la  même  famille  que  la  sinusoïde. 
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314.  Après  les  courbes  qui  dépendent  des  fonctions  trigo- 
nométriques,  nous  pouvons  citer  celles  qui  dépendent  des 
exponentielles.  La  courbe  logarithmique  est  caractérisée  par 
cette  propriété,  que  son  abscisse  est  proportionnelle  au  loga- 
rithme de  son  ordonnée  ;  son  équation  est  donc 

xz=.m  \o^y    ou    y  ^=z  a', 

La  courbe  a  Taxe  des  x  pour  asymptote,  puisque,  pour 
xz=z  —  QO  yOTidiy:=iO\  cUc  coupc  l'axc  des  ky  une  distance  égale 
à  Tunité  de  longueur  et  croit  ensuite  jusqu'à  Tinfini  positif. 

La  sous-tangente  de  la  logarithmique  est  constante;  car  sa 

V  dxTC 
valeur,  qui  est,  en  général,  •    .'  >  devient  égale  à  m  pour  la 

courbe. 

[1  y  a  eu  un  peu  de  controverse  au  sujet  de  l'interprétation 
propre  de  l'équation  de  cette  courbe  y  =  e'.  On  a  d*abord 
seulement  considéré  la  branche  de  la  courbe  qui  est  située  du 
côté  positif  de  Taxe  des  x,  et  qu'on  obtient  en  prenant  la  seule 
valeur  positive  et  réelle  de  e'  qui  corresponde  à  chaque  valeur 
de  X.  Euler,  dans  son  Analysis  injinitorum,  t.  II,  p.  290, 
a  insisté  sur  la  nécessité  de  prendre  en  considération  la 
multiplicité  des  valeurs  qu'admet  la  fonction;  et  le  même 
sujet  a  été  plus  longuement  développé  par  M.  Vincent  {An- 
nales de  Gergonne,  vol.  XV,  p.  1  ).  Par  exemple,  si  x  est 
une  fraction  à  dénominateur  pair,  e'  a  une  valeur  réelle  né- 
gative aussi  bien  qu'une  valeur  positive,  et  par  conséquent  il 
doit  y  avoir,  du  côté  négatif  de  l'axe,  un  point  qui  corres- 
ponde à  cette  valeur  négative;  mais  il  n'y  a  pas  de  branche  con- 
tinue dans  cette  région,  car,  lorsque  x  est  une  fraction  à  dé- 
nominateur impair,  e'  ne  peut  avoir  qu'une  seule  valeur 
réelle  et  positive.  L'expression  générale,  qui  renferme  toutes 
les  valeurs  de  l'ordonnée,  s'obtient  en  multipliant  les  expres- 
sions numériques  de  e'  par  les  racines  imaginaires  de  l'unité 
dont  l'expression  générale  est  cos  2ma:7c-|- zsin2/nj:ic,  m 
devant  recevoir  successivement  toutes  les  valeurs  entières  et 
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I  représenlaot,  comme  d^babitude,  la  quantité  y/ — i.  Ceci 
revient  à  dire  que  Téquation  ^  =  c^  doit  être  considérée 
comme  représentant  non  seulement  une  branche  réelle,  mais 
encore  une  infinité  de  branches  imaginaires  comprises  dans 
la  formule  y  =  e'^*"^*'"*"'.  Une  quelconque  de  ces  branches 
imaginaires  contient  un  nombre  de  points  réels  :  ce  sont  ceux 
où  elle  rencontre  la  branche  g' î< +«'»"«)  et  qui  doivent  être 
considérés  comme  des  points  conjugués  sur  la  courbe.  Il  y  a 
une  infinité  de  ces  points  qui  se  trouvent  tous  sur  la  branche 
réelle  de  la  courbe  ou  sur  la  branche  similaire  du  côté  néga- 
tif de  l'axe  des  x.  Cette  dernière  branche  est  curieuse;  car, 
bien  que  chacun  de  ses  points  puisse  être  considéré  comme 
appartenant  à  la  courbe  logarithmique,  il  n'y  a  pas  deux  points 
qui  soient  consécutifs,  puisque  deux  points  consécutifs  appar- 
tiennent à  des  branches  différentes.  On  aicicequeM.  Vincent 
appeUe  une  courbe  pointillée.  Cependant  M.  Vincent  me 
paraît  être  tombé  dans  une  grosse  erreur  sur  un  point.  Il  dit 
que  les  points  de  cette  branche  doivent  être  soigneusement 
distingués  des  points  conjugués;  car,  en  un  point  conjugué, 
lescoefficientsdifférentielsontdes  valeurs  imaginaires,  tandis 
qu'en  un  de  ces  points,  du  côté  négatif  de  l'axe,  les  quotients 
différentiels,  étant  tous  égaux  à  e-^,  sont  tous  réels  et  diffèrent 
seulement  par  le  signe  des  points  correspondants  situés  du 
côté  positif  de  Taxe.  Il  est  vraiment  étonnant  que  M.  Vincent 
n'ait  pas  observé  que,  si  les  coefficients  différentiels  étaient 
tous  réels,  il  résulterait  du  théorème  de  Taylor  que  le  point 
immédiatement  consécutif  serait  un  point  réel  de  la  courbe, 
et  que  la  branche  négative  serait  une  branche  ordinaire  de  la 
même  courbe.  Mais,  parle  fait,  un  quelconque  de  ces  points 
doit  être  considéré  comme  appartenant  à  une  branche  dont 
I  équation  est  ^  =  c'^'"*"*""^~*^  et  le  quotient  différentiel 
correspondant  sera  j^(i  +  2rmz^ —  i).  Si  donc  on  considère 
un  point  acnodal  en  général  comme  l'intersection  de  branches 
imaginaires,  de  même  cfu'un  point  crunodal  est  l'intersection 
S.  —  Courbes  planes,  a6 
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de  branches  réelles,  les  points  dont  il  esl  ici  question,  étant 
les  points  d^intersection  de  branches  imaginaires,  semblent 
devoir,  avec  juste  raison,  être  regardés  comme  acnodaui. 
Nous  avons  déjà  vu  qu'une  courbe  transcendante  peut  avoir 
une  infinité  de  points  doubles  ou  conjugués,  et,  dans  le  cas 
des  épitrochoïdes,  que  ces  points  peuvent  être  rangés  d'une 
manière  discontinue  sur  certains  lieux  (*). 

315.  La  chaînette  est  la  forme  que  prend  une  chaîne  non 
élastique,  de  densité  uniforme  quand  elle  est  au  repos.  Des 
considérations  mécaniques  très  simples  conduisent  à  la  pro- 
priété que  nous  prendrons  pour  définition  mathématique  de 
cette  courbe,  à  savoir  que  Tare  mesuré  à  partir  du  point  le  plas 
bas  est  proportionnel  à  la  tangente  trigonométrique  deTangle 
que  la  tangente  à  l'extrémité  supérieure  de  l'arc  fait  avec  la 
tangente  horizontale.  Si  donc  les  axes  sont  une  verticale  et  une 
ligne  horizontale  passant  par  le  point  le  plus  bas,  nous  avons 

dy 
s^^c-j-'  Mais,  en  coordonnées  rectangulaires,  l'élément  d'arc 

est  la  base  d'un  triangle  rectangle  dont  dx  et  dy  sont  les 
côtés  et  ds^  =  dx^  +  dy^.  L'équation  de  la  courbe  nous  don- 
nera donc 

•        •        •  ds^         ,  cds 

5*  -h  c»  t=  c»  j— , ,     dx  —   ,,     - — > 

dx-  sjs^^c^ 


^       1      s  -{-Js 
c  ""  c 


(*)  L'exemple  employé  ici  esl  dû  au  D»  Hart.  Quelques  objections  aux  vue? 
de  M.  Vincent,  et  qui  méritent  l'attention,  se  trouvent  dans  un  Mémoire  de 
M.  Gregory  {Cambridge  Journal^  I,  p.  aSi,  a64).  M.  Cayley  considères' 
(qu'il  écriL  de  préférence  exp.  x)  comme  une  véritable  fonction  à  uoc 
seule  valeur;  il  admet  qu'il  n'y  a  rien  autre  chose  que  la  branche  réelle  et 
que  les  valeurs  à  considérer  sont  celles  de  la  fonction 

X        .r*  X* 

1         1 .  a        I .  J .  3 
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la  constante  étant  prise  de  manière  que  5  et  x  s'annulent  en 
même  temps.  Il  en  résulte  que 


c  c 

Mais  Téquation  de  la  courbe  donne,  de  la  même  manière, 


ds'         ,  s  ds 


sfs- 

Donc  y^  =s^  -l-c*,  pourvu  qu'on  suppose  les  axes  pris  de 
manière  que,  pour  a:  ou  5  =  o,  on  ait  j^  =  c-  Cette  valeur  dey 
donne  immédiatement  l'équation  de  la  courbe,  à  savoir  : 

L'ne  notation  très  commode  est  la  suivante  : 

-(^^4-^""')  =  cosh^,      -(e^  —  e-*)  =  sinha; 

(lisez sinus  et  cosinus  hyperboliques).  Nous  a^'ons  alors  pour 
la  chaînette 

^  c  c 

316.  De  l'équation  de  la  courbe  nous  déduisons 


dx      2  ce 

iNous  sommes  ainsi  conduits  à  la  construction  suivante.  Du 
pied  de  l'ordonnée  M  {fig*  55),  menons  la  tangente  MT  au 
cercle  décrit  du  point  G  comme  centre  avec  c  pour  rayon.  Alors 

iMC  -- y,     CT  =r  c,     MT  =  vV— c>, 
lang  MCT  ir-.  lang  MTL  =  Virluf!. 


/|o4  CHAPITRE    VII. 

Donc  la  tangente  PS  est  parallèle  à  MT.  Les  mêmes  valeurs 
démontrent  aussi  que  PS  =  MT  =  Tare  compris  entre  P  cl 
le  point  le  plus  bas.  Le  lieu  du  point  S  est  donc  la  dévelop- 


pante de  la  chatnette  et  SN,  parallèle  à  TC,  en  est  la  tangente, 
puisque  PS  doit  être  normal  au  lieu  de  S,  comme  tangente  à 
sa  développée.  La  développante  de  la  chaînette  est  donc  une 
courbe  telle  que  le  segment  SN  intercepié  sur  sa  tangente 
entre  le  point  de  contact  et  une  ligne  fixe  est  constant  ('). 
Une  courbe  de  ce  genre  est  appelée  une  traclrice, 

317.  L^équation  de  la  tractrice  peut  s'obtenir  sans  grande 
difficulté;  car  la  longueur  comprise  entre  le  pied  de  Tor- 
donnée  de  S  et  le  point  N  esty/c-  —  k^;  mais,  en  faisant/  =  o 

dans  Téquation,  elle  est  aussi  --  '—^ — •  Donc  Téquation  difl'é- 
rentielle  de  la  courbe  est 


ydx         p 


y'^ 


(')  La  forme  d'équilibre  d'une  clialne  flexible  a  été  étudiée  la  première 
fois  par  GaliK-e,  qui  la  crut  une  parabole.  Son  erreur  a  été  décourerte  expé- 
rimentalement en  1669  par  Joachim  Jungius,  géomètre  allemand;  la  Téri- 
table  forme  de  la  courbe  a  été  obtenue  par  Jacques  Bernoulli,  en  1691. 
Crcgory  {Ex.^  p.  aS^)  renvoie  à  un  Mémoire  de  M.  Wallace  sur  cette courbo, 
qui  parail  intéressant  {fùlinburgh  Transactions,  t.  XIV,  p.  ^aS). 
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On  la  rend  rationnelle  en  posant  z^  =  c*  — j^^,  ce  qui  donne 

dx  =  -1 —  dz  ; 

c*  —  z^ 

nous  avons  ainsi 


c-h  V^c'— ; 


a:  =  clog î^- ■■ S/C'—J'. 

On  verra  facilement  que  la  courbe  se  compose  de  quatre  por- 
tions semblables,  comme  dans  la  courbe  ponctuée  de  l^Jig-  55  ; 
el  la  construction  géométrique  du  numéro  précédent  mon- 
tre immédiatement  comment  on  peut  mener  géométriquement 
une  tangente  à  la  courbe. 

La  syntractrice  est  le  lieu  d'un  point  Q  situé  sur  la  tan- 
gente à  la  tractrice  et  qui  divise  en  segments  de  longueur 
donnée  la  droite  constante  SN.  Soient  x\y  les  coordonnées 
du  point  de  la  tractrice,  x^y  celles  du  point  du  lieu  cherché; 
soii  QN  =  d\  nous  aurons  alors 


yd  =yc     et     sjc-  — /'*  —  \Jd*  —  y^  :=z  X  —  x'] 
et  comme,  d'après  l'équation  de  la  tractrice, 


x'  -+-  y/c*  — /'■  =^  c  log 
Téquation  de  la  syntractrice  sera 


c  -h  v-^  c-  — 


/:33 i         1      d-\-sJd'  —  Y^ 

X  -I-  sjar  —  y^-=^c  log -— '-—  • 

•/ 
La  tractrice  est  un  cas  particulier  du  problème  général  des 
courbes  équitangentielles,  où  l'on  demande  de  trouver  une 
courbe  telle  que  le  segment  de  la  tangente  compris  entre  la 
courbe  et  une  directrice  fixe  soit  constant. 


318.  Le  problème  des  courbes  de  poursuite  a  été  pré- 
senté pour  la  première  fois  sous  cette  forme  :  Trouver  la 
piste  d'un  chien  qui  court  pour  atteindre  son  maître.  Ma- 
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thématiquement,  il  s'énonce  comme  il  suit  :  Le  point  A  dé- 
crit une  courbe  connue  ;  on  demande  la  courbe  décrite  par 
un  point  B,  dont  le  mouvement  est  toujours  dirigé  vers  A. 
Nous  supposons  que  les  deux  mouvements  s'effectuent  d'une 
manière  uniforme  et  que  A  se  déplace  sur  une  droite  que  nous 
prendrons  pour  axe  des  y  (*).  Le  segment  déterminé  par  la 

dy 
tangente  sur  cet  axe  des^  est^  —  x  ;T-et  par  hypothèse  sod 

accroissement  infiniment  petit   est  proportionnel  à  celui  de 

dv 
l'arc;  ou  bien, en  posant^—  ==/>> 


logo:^ 

La  courbe  sera  donc  algébrique,  excepté  dans  le  cas  où  A  =  i , 
OÙ  nous  aurons  à  remplacer  —  -y parlogx. 


—  xdpz=. 

:hs/T 

-hp*dx, 

-  l^g  {p  -+- 

v/t-i- 

7»)-f-iog 

A  =  0, 

2/?=  A" 

'^-'^ 

—  Ax'^, 

A 

/pA-i-l  . 

A  — i 

— X 

-h-hl. 

319.   La  développante  de  cercle  est   une   autre  courbe 
transcendante  dont  l'équation  peut  être  formée  sans  beaucoup 

Fig.  56. 


(')  Voir  DocGccR»  Mémoires  de  V Académie,  173a.  Correspondance  sur 
l'École  Polytechnique,  t.  H,  p.  276;  SAi?iT-L.vuaE!(T,  Annales  de  Gergonne, 
t.  XIII,  p.  lYo. 
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de  difiicultë.  La  question  se  ramène  à  la  solution  du  problème 
suivant  :  Si,  sur  la  tangente  en  un  point  P  d'un  cercle^  on 
prend  une  longueur  PQ  telle  qu'elle  soit  égale  à  Varc  PQ 
mesuré  à  partir  d un  point  fixe  A,  trouver  le  lieu  du  point 
Q.  Soit  a  le  rayon  du  cercle,  le  centre  étant  G,  et  soit  p  le 
rajon  vecteur  CQ;  soit  PCA  =  (p,  QCA  =  6;  alors, 

mais  il  est  aussi  égal  à  af  par  hypothèse  ;  et  comme 

a 


arc  ces 

P 


Téquation  polaire  du  lieu  est 


=  0-4-  arc  CCS  -• 

a  p 

La  développante  de  cercle  est  le  lieu  des  intersections  des 
tangentes  menées  aux  points  où  une  ordonnée  quelconque 
rencontre  un  cercle  et  la  cycloïde  correspondante  dont  le  som- 
met est  en  A. 

320.  Nous  allons  terminer  ce  Chapitre  par  quelques  mois 
sur  les  spirales.  Quand  ces  courbes  sont  rapportées  à  des  coor- 
données polaires,  le  rayon  vecteur  est  une  fonction  non  pério- 
dique de  Tangle  qui  donne  une  infinité  de  valeurs  dtflTérentes 
quand  nous  faisons  co  =  8,  w  =  au  +  8,  w  =  4^^  +  ô?  •  •  •  •  La 
même  droite  rencontre  donc  la  courbe  en  un  nombre  infini 
de  points  et  cette  dernière  est  transcendante.  Prenons  d'abord 
\^  spirale  d^ jirchimède  qui  est  le  lieu  décrit  par  un  point 
qui  s'éloigne  de  l'origine  d'un  mouvement  uniforme,  tandis 
que  le  rayon  qui  le  porte  tourne  autour  de  l'origine  d'un 
mouvement  uniforme.  L'équation  polaire  de  la  courbe  est 
donc 

p  r:z:  a  CD. 

La  spirale  est  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
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sur  la  tangente  de  la  développante  discutéedansleprécédentnu- 
méro.  En  efiet,  d'après  la  nature  des  développantes,  la  tangent< 
en  Q  est  perpendiculaire  à  PQ  ;  et  la  longueur  de  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  C  sur  cette  tangente  est  égale  à  PQ  =  a^^ 
et  ^  est  Tangle  que  cette  perpendiculaire  fait  avec  une  droite 
fixe.  Donc  aussi  Tinverse  de  la  développante  est  la  spirale 
hyperbolique  pco  =  a,  que  nous  discuterons  dans  le  numéro 
suivant.  La  spirale  d'Archimède  appartient  à  une  famille 
comprise  dans  l'équation  générale  p  =  aw";  dans  toutes  ces 
courbes,  la  tangente  approche  d'autant  plus  d'être  perpendi- 
culaire au  rayon  vecteur  que  le  point  est  plus  éloigné  de 

l'origine,  car  S—îiî  =- •  donc  (n**  95)  la  tangente  de  l'angle 

l'ait  par  le  rayon  vecteur  avec  la  tangente  croît  avec  w  et  ne 
devient  infinie  que  quand  (o  est  infini. 

321.  Nous  venons  de  parler  de  l'équation  de  la  spirale 
hyperbolique  pco  =  a.  Cette  courbe  a  une  asymptote  paral- 
lèle à  la  droite  à  partir  de  laquelle  on  mesure  Tangle  (i>.  Car 
la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  quelconque  de  la  spi- 
rale sur  cette  droite  est  p  sîn  eu  =  a >  qui  a  la  valeur  finie  a 

quand  u)  est  nul  et  quand  p  devient  infini.  Nous  pourrions  en- 
core calculer  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  de 

Fig.  ^7. 


l'origine   sur  la  tangente.  La   tangente  trîgonométrique  de 
l'angle  que  le  rayon  vecteur  fait  avec  la  tangente  est  p  -7-  =— w; 
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donc  la  perpendiculaire  est— =====  qui  est  égale  à  a  quand  p 

devient  infini.  La  forme  de  la  courbe  est  celle  que  nous  in- 
diquons ci-contre  (/i^.  5j).  La  sous-tangente  polaire  est  con- 
stante. L'arc  AB  du  cercle  décrit  avec  le  rayon  vecteur  OA, 
en  un  point  quelconque  de  la  courbe,  est  évidemment  constant. 
Une  autre  spirale  digne  de  remarque  est  celle  dont  Téqua- 
lion  est  p^co  =  a^;  elle  a  aussi  une  asymptote  :  c'est  la  droite  à 
partir  de  laquelle  on  mesure  co.En  eflet,  la  distance  d'un  point 

quclcjonque  de  la  courbe   à  cette  droite,  psin(o=  > 

décroît  indéfiniment  quand  p  augmente  et  quand,  par  consé- 
quent, (0  diminue. 

322.  Nous  mentionnerons  en  dernier  lieu  la  spirale  loga- 
rithmique p  =  a^.  Dans  cette  courbe,  p  croît  indéfiniment 
avec  0)  ;  quand  to  =  o,  p  =  i  ;  il  diminue  ensuite  pour  des  va- 
leurs négatives  de  ci)  et  ne  devient  nul  que  pour  co  =  —  oo  - 
La  courbe  fait  donc  une  infinité  de  tours  avant  d'atteindre  le 
pôle.  Une  des  propriétés  fondamentales  de  cette  courbe,  c'est 
qu'elle  coupe  tous  les  rayons  vecteurs  sous  un  angle  constant; 

carp-7-  devient  le  module  du  système  de  logarithmes  qui 

a  a  pour  base;  donc  l'angle  que  fait  le  rayon  vecteur  avec 
la  tangente  a  toujours  ce  module  pour  tangente  trigonomé- 
irique.  Cette  propriété  conduit  immédiatement  à  la  rectifica- 
tion delà  courbe;  car,  si  nous  considérons  le  triangle  élémen- 
taire qui  a  pour  hypoténuse  l'élément  d'arc  et  pour  côté 
l'accroissement  infinitésimal  du  rayon  vecteur,  nous  voyons 
que  l'élément  d'arc  est  égal  à  l'accroissement  infinitésimal  du 
rayon  vecteur  multiplié  par  la  sécante  de  cet  angle  constant, 
et  par  conséquent  un  arc  quelconque  est  égal  à  la  différence 
des  rayons  vecteurs  extrêmes,  multipliée  par  la  sécante  du 
même  angle.  La  longueur  entière,  mesurée  d'un  point  quel- 
conque P  jusqu'au  pôle,  étant  p  sécO,  on  la  construit  en  éle- 
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vaut  au  pôle  la  droite  OQ  perpendiculaire  à  OP  jusqu^à  la 
rencontre  en  Q  de  la  tangente  en  P;  PQ  est  alors  la  longueur 
cherchée.  Le  lieu  de  Q  sera  évidemment  une  développante  de 
la  courbe;  mais  les  angles  du  triangle  OPQ  étant  constants, 
OQ  est  proportionnel  à  OP;  il  fait  un  angle  droit  avec  OP; 
le  lieu  de  Q  est  donc  une  spirale  logarithmique,  construite 
en  faisant  tourner  tous  les  rayons  vecteurs  d'un  angle  droit  et 
les  changeant  suivant  un  rapport  donné.  Réciproquement,  la 
développée  d'une  spirale  logarithmique  est  une  spirale  loga- 
rithmique. Le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  sur 
la  tangente  est  aussi  une  spirale  logarithmique  ;  car  cetle  lon- 
gueur est  dans  un  rapport  constant  avec  le  rayon  vecteur  ei 
fait  avec  lui  un  angle  constant.  Les  caustiques  par  réflexion  ei 
réfraction,  dans  Thypothèse  où  la  lumière  émane  du  pôle,  sont 
de  même  des  spirales  logarithmiques  (*). 


(')  Cette  coarbe  a  été  imaginée  par  Descartes,  qui  reconnut  quelques-uoes 
de  ses  propriétés.  La  propriété  de  se  reproduire  elle-même  de  diverses  ma- 
nières, comme  on  l'a  montré  ci-dessus,  a  été  découverte  par  Bcrnoulli  et 
excita  sa  vive  admiration. 
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CHAPITRE  VIII. 

TRANSFORMATION   DES  COURBES. 


323.  Dans  les  parties  précédentes  de  cet  Ouvrage,  nous 
avons  exposé  les  méthodes  particulières  au  moyen  desquelles 
on  peut  déduire  les  propriétés  d'une  courbe  de  celles  d'une 
autre  courbe;  telles  sont  les  méthodes  de  la  projection,  des 
polaires  réciproques,  de  Tinversion  ....  Nous  nous  proposons 
dans  ce  Chapitre  d'étudier  la'  théorie  générale  qui  leur  sert  de 
base.  Dans  toutes  ces  méthodes,  nous  avons  en  général  à  consi- 
dérer la  correspondance  de  deux  points  P,  f  qui  peuvent  être 
situés  dans  le  même  plan  ou  dans  des  plans  difTérents.  Dans 
ce  dernier  cas,  les  deux  plans  peuvent  être  regardés  comme 
coexistant  dans  un  espace  commun  et  les  deux  points  P,  F 
peuvent  être  liés  l'un  à  l'autre  dans  cet  espace  par  des  re- 
lations géométriques.  Par  exemple,  dans  la  méthode  de  pro- 
jection, la  droite  qui  joint  les  points  P,  F  est  assujettie 
à  la  condition  de  passer  toujours  par  un  point  fixe  O. 
D'une  manière  analogue,  nous  aurions  un  autre  système 
de  transformation,  si  la  droite  PP  était  soumise  à  la  con- 
dition de  rencontrer  toujours  deux  droites  fixes,  et  ainsi  de 
suite.  Le  développement  de  ces  théories,  en  général,  appartient 
à  la  Géométrie  de  l'espace  ;  ici  nous  considérerons  les  deux 
plans  comme  existant,  indépendamment  de  tout  espace  com- 
mun. Pour  prendre  l'exemple  le  plus  simple,  supposons  que 
nous  ayons  un  couple  d'axes  dans  l'un  des  plans  et  un  autre 
couple  d'axes  dans  l'autre  plan  ;  et  admettons  que  les  coor- 
données de  P  rapporté  au  premier  système  doivent  toujours 
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ôire  respectivement  égales  aux  coordonnées  de  V  rapporté  au 
second  couple  d'axes  ;  nous  obtiendrons  évidemment  ainsi  un 
système  dans  lequel  un  point  quelconque  P  du  premier  plan 
correspondra  à  un  point  F  du  second,  et  réciproquement. 

Nous  pouvons  supposer  les  deux  plans  appliqués  Tun  sur 
l'autre,  de  manière  à  former  un  plan  unique.  Si  nous  conce- 
vons cette  opération  effectuée,  il  y  aura  des  théorèmes  qui  dé- 
pendront de  la  superposition  des  deux  plans  ;  mais,  en  outre 
de  ceux-ci,  il  en  subsistera  d'autres  qui  existaient  quand  les 
deux  plans  étaient  distincts,  et  leur  théorie  ne  sera  réellement 
pas  altérée.  En  d'autres  termes,  au  lieu  de  deux  figures  situées 
dans  des  plans  différents,  nous  avons  deux  figures  contenues 
dans  le  même  plan  ;  et  par  le  mot  de  figure,  nous  entendons 
désigner  un  système  quelconque  de  points,  de  droites  ou  de 
courbes  ;  ou  bien  encore,  nous  pourrons  employer  ce  mot  pour 
désigner  tous  les  points  du  plan.  Le  genre  de  transformation 
qu'on  a  surtout  étudié  est  la  transformation  rationnelle^ 
c'est-à-dire  celle  où  une  position  donnée  de  V  correspond 
en  général  à  une  position  unique  de  P,  et  une  seule  position 
de  P  à  une  seule  position  de  P'.  L'exemple  le  plus  simple  de 
ce  genre  est  la  transformation  linéaire  ou  homographique; 
nous  allons  l'étudier  en  détail. 
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324.  Soient  x,y^  z  les  coordonnées  de  P  rapporté  à  un  sys- 
tème quelconque  d'axes  dans  le  premier  plan;  soient  a/,y,5' 
celles  de  P  rapporté  à  un  système  quelconque  d'axes  du  se- 
cond plan;  la  correspondance  des  deux  points  est  dite  linéaire 
quand  les  dernières  coordonnées  sont  proportionnelles  à  des 
fonctions  linéaires  des  premières. 

x:y  :  z'  =  ax-^  by-^cz  :  a'œ-^b'y-{-dz\a!'x-^b'y-r-c'2. 
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Ed  résolvant  ces  équations,  nous   obtiendrons  évidemment 
aussi  pour  x^  y^  z  des  expressions  linéaires  en  fonction  de 

x:^:5=\^'4-B/-4-C:;':A':r'-hBy-4-C'5':V^'4-B'y-+-C''y. 

Il  est  facile  de  voir  que,  si  nous  choisissons  convenablement 
les  triangles  fondamentaux  aussi  bien  que  les  rapports  des  con- 
stantes implicites,  ces  équations  pourront,  sans  rien  perdre  de 
leur  généralité,  être  écrites  sous  la  forme  jd  *,  y  \  z'=xlyl  z. 
Ainsi  à  une  position  de  Tun  des  points  il  correspond  donc 
une  position  unique  de  l'autre  point.  Si  P  décrit  une  courbe 
ç(x,  j^',  z)  ==  o,  en  remplaçant  dans  cette  équation  x^y^  z 
par  les  valeurs  que  nous  venons  d'écrire,  lious  obtiendrons 
Téquationde  la  courbe  décrite  par  P'.  Celte  dernière  équation 
est  évidemment  de  même  ordre  que  la  première;  donc  une 
courbe  située  dans  Tun  des  plans  a  pour  correspondante  une 
courbe  de  même  ordre  dans  Tautre  plan.  En  particulier,  à  une 
droite  dans  Tun  correspond  une  droite  dans  l'autre.  Si  a  =  o, 
3  =  0,  Y  =  o  représentent  trois  droites  du  premier  plan  ;  el 
si,  par  la  substitution  indiquée  ci-dessus,  a,  p,  y  deviennent 
respectivement  a',  P',  y',  une  droite  quelconque 

/a  '-+-  m  p  -h  /i  Y  =  o 

du  premier  plan  aura  évidemment  pour  correspondante  la 
droite 

dans  l'autre  plan.  Il  est  aussi  évident  qu'à  un  point  double  ou 
à  un  point  de  rebroussemeut  d'une  des  courbes  correspondra 
un  point  double  ou  un  rebroussemeut  sur  l'autre,  en  sorte 
que  deux  courbes  qui  se  correspondent  dans  cette  méthode 
auront  les  mêmes  caractéristiques  Plùckériennes.  Les  quantités 
x',y,  zf  exprimées  en  fonction  de  x,y,  z  contiennent  chacune 
trois  constantes  :  il  y  a  donc  neuf  constantes  employées  dans 
cette  méthode  de  transformation;  mais,  comme  nous  n'avons 
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affaire  qu'aux  rapports  mutuels  de  x\  ^,  .s',  nous  pouvons 
faire  disparaître  une  constante  par  la  division,  et  la  méthode 
de  transformation  homographique  doit  être  regardée  comme 
comprenant  huit  constantes  arbitraires. 

325.  Un  faisceau  de  quatre  droites  passant  par  un  point 
a  pour  correspondant  un  faisceau  dont  le  rapport  anharmo- 
niqueest  le  même.  En  effet,  nous  avons  montré  [Sections  co- 
niques^ n'*  59)  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  droites, 
a  —  ^P,a  —  /p,  a  —  /np,  a  —  n^  est  une  fonction  de  Âr,  /,  /w,/i 
seulement  et  qu'il  est  par  conséquent  le  même  que  le  rapport 
anharmonique  de  a — k^'^  ....  De  même  à  quatre  points 
en  ligne  droite  correspondent  quatre  points  dont  la  fonction 
anharmonique  est  la  même. 

Étant  donnés  quatre  points  quelconques  de  la  première 
(îgure  et  les  points  A',  B',  C,  D'qui  leur  correspondent  dans 
la  seconde,  on  voit  facilement  d'après  cela  comment  nous  pou- 
vons construire  le  point  P'  qui  correspondra  à  un  autre  point 
quelconque  P  de  la  première  figure.  En  effet,  le  rapport  anhar- 
monique du  faisceau  A'(B',  C,  D',  P')  est  égal  à  celui  du 
faisceau  A  (A,  C,  D,  P);  nous  pouvons  par  conséquent  con- 
struire la  droite  A',  P';  nous  construirions  de  même  les  droites 
BT',  C'F,  D'P'  et  ces  quatre  droites  concourront  évidemment 
en  un  même  point,  qui  est  le  point  P'.  Cette  construction 
est  applicable,  que  les  deux  plans  soient  distincts  ou  super- 
posés. 

326.  Supposons  maintenant  les  plans  superposés,  et  cher- 
chons une  autre  construction  géométrique  pour  exprimer  la 
relation  entre  les  droites  et  les  points  correspondants.  Soient 
A,  B,  G  les  sommets  du  triangle  formé  par  les  droites  x^y^  5;  et 
A',  B',  C  ceux  du  triangle  formé  par  les  droites  correspondantes. 
Comme  toutes  les  droites  issues  de  A  forment  un  système 
homographique  aux  droites  correspondantes  menées  par  A', 
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le  lieu  des  points  d'intersection  des  droites  correspondantes 
est  une  conique.  Analytiquement,  comme  la  droite  y  -i-kz 
correspond  à  ^+A/^,  on  peut  éliminer  k  et  le  lieu  du 
point  d'intersection  sera  j^z'  =yz.  De  même,  toutes  droites 
menées  par  B  et  par  C  rencontrent  les  droites  correspon- 
dantes sur  les  coniques  fixes  zx'  —  xz',  xy'  — yx^.  La 
construction  suppose  donc  que,  outre  les  trois  couples  de 
points  correspondants  A,  A';  B,  B';  C,  C,  on  nous  donne 
trois  coniques  fixes  qui  passent  chacune  par  un  couple  de 

points  correspondants;  et  la  forme  des  équations  — 7  =z— ^  =z  - 

montre  que  ces  trois  coniques  ont  aussi  trois  points  communs. 
Pour  construire  le  point  du  second  système  qui  correspond  à 
un  point  quelconque  P  du  premier,  nous  mènerons  donc  la 
droite  AP  qui  rencontrera  la  courbe jk-s' — yz  au  point  F; 
AT  sera  la  droite  qui  correspond  à  PA;  si  nous  supposons  de 
même  que  PB,  PC  rencontrent  respectivement  les  coniques 
5^  —  xz'y  xy  — yx'  aux  points  G,  H;  B'  G,  C'H  seront  res- 
pectivement les  droites  correspondantes.  Les  trois  droites 
MF  y  B'G,  C'H  auront  un  point  commun  P'  qui  sera  le  point 
correspondant  demandé  de  P.  La  droite  qui  correspond  à 
une  droite  donnée  quelconque  s'obtiendra  en  construisant 
les  points  correspondant  à  deux  points  de  la  droite  donnée. 

327.  Dans  la  méthode  qui  précède,  la  relation  qui  existe 
entre  deux  points  n'est  pas  réciproque  en  général;  c'est-à-dire 
que  si  P,  point  du  premier  système^  a  pour  correspondant  le 
pointF  du  second,  il  ne  sera  pas  vrai  que  F,  considéré  comme 
point  du  premier  système,  aura  P  pour  correspondant  dans  le 
second.  En  effet,  si  nous  considérons  P  comme  appartenant 
au  second  système,  nous  construirons  le  point  correspondant, 
en  joignant  P  à  A',  B',  G';  supposons  que  ces  droites  rencon- 
trent les  coniques  respectives  enF',  G',  H'-,  alors  PA',  PB',  PC 
auront  pour  correspondantes  dans  le  premier  système  les 
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droites  AF',  BG',  CH'  qui  se  rencontreront  en  un  point  P' gé- 
néralement différent  de  P. 

Considérons  cependant  les  trois  points  L,  M,  N  communs 
aux  trois  coniques  yz  —  z^^  z'x  —  a^z^  xfy  — yx\  la  con- 
struction montre  qu'aux  droites  LA,  LB,  LC  correspondront 
respectivement  les  droites  LA',  LB',  LC.  Il  en  résulte  que 
les  deux  systèmes  ont  en  commun  les  trois  points  L,  M,N; 
chacun  de  ces  points,  considéré  comme  appartenant  à  Tun 
des  systèmes,  est  lui-même  son  propre  correspondant  dans 
l'autre.  De  même,  les  droites  qui  joignent  ces  points  sont  évi- 
demment les  mêmes  pour  les  deux  systèmes.  Si  nous  partons 
des  points  L,  M,  N  considérés  comme  donnés,  et  si  nous 
connaissons  un  seul  couple  de  points  correspondants,  nous 
pourrons,  en  vertu  du  théorème  du  n°  325,  construire  immé- 
diatement dans  l'un  des  systèmes  le  point  qui  correspond  à 
un  point  quelconque  de  Tautre  système. 

Si  nous  exprimons  les  équations  en  coordonnées  trili- 
néaires,  en  prenant  les  trois  droites  LM,  MN,  NL  pour  droites 
de  référence,  les  équations  qui  dans  le  second  système  corres- 
pondent à  a:  =  0,^  =  0,  .5  =  0  du  premier  doivent  encore 
représenter  les  mêmes  droites  ;  elles  ne  peuvent  donc  en  dii- 
férer  que  par  des  multiplicateurs  constants  qui  doivent  être 
de  la  forme 

Ix  r=  o,  my  —  o,  nz  =  o. 

Donc,  par  un  choix  convenable  des  axes  de  référence,  la  cor- 
respondance homographique  peut  toujours  s'exprimer  sous 
une  forme  telle  qu'un  point  {x'^y^j  z!)  du  premier  système  ait 
pour  correspondant  le  point  {Ix'j  my,  nz')  du  second;  et  la 
transformation  homographique  s'effectuera  alors  en  rempla- 
çant respectivement  dans  l'équation  de  la  courbe  x,yyZ 
par  Ixj  my,  nz.  Nous  ne  pouvons  plus  poser  ici 

x'  \y  :z'  —  x:y:zy 
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(Orame  dans  le  n®  B2i,  parce  que  les  deux  figures  seraient 
iJcnliques. 

328.  La  méthode  de  projection  est  un  cas  de  la  transforma- 
lion  homographique.  Dans  cette  méthode,  la  droite  qui  joint 
deux  points  correspondants  quelconques  passe  par  un  point 
iixe  qui  est  le  sommet  du  cône  projetant  et  deux  droites  cor- 
respondantes quelconques  se  coupent  sur  une  certaine  droite 
(i\e  qui  est  Tintersection  des  deux  plans  de  section.  Si  l'un 
(les  plans  tourne  autour  de  cette  droite  de  manière  à  venir 
coïncider  avec  Taulre,  les  figures  jouiront  toujours  de  la  pro- 
priété que  la  droite  qui  joint  deux  points  correspondants 
passera  par  un  point  fixe.  En  efTet,  si  nous  considérons  les 
triangles  formés  par  trois  couples  de  droites  correspondantes, 
les  côtés  correspondants  se  coupent  sur  une  même  droite; 
par  conséquent,  les  droites  qui  joignent  les  sommets  corres- 
pondants se  rencontrent  en  un  même  point.  Il  est  facile  de 
former  les  équations  les  plus  générales  d'un  pareil  système. 
Soit  ax-^by  '{'CZ:=o  Téquation  de  la  droite  sur  laquelle  se 
coupent  les  droites  correspondantes;  il  est  alors  évident  que 
les  équations  de  x',  ^',  5' (  les  droites  qui  correspondent  à 
j:,  y^  z)  seront  de  la  forme 

x'  =  a'x  -{-  by  -h  cz  :=  o, 
y  m  a,r  4-  b'y  -h  cz  r=:  o, 
z'  ^=.ax  H-  ^/  4-  c'z  ■=.  o. 

Ce  système  renferme  trois  constantes  de  moins  que  dans  le 
cas  général,  et  par  conséquent  il  en  contient  cinq  en  tout. 

Nous  appellerons  pôle  du  système  le  point  où  se  rencon- 
trent les  droites  qui  joignent  les  points  correspondants,  et  axe 
du  système  la  droite  sur  laquelle  se  coupent  les  droites  cor- 
respondantes. En  retranchant  successivement  l'une  de  Tautre 
chacune  des  équations  qu'on  vient  d'écrire,  on  verra  que  le 
pôle  du  système  dont  nous  avons  écrit  les  équations  est  dé- 
S.  —  Courbes  pLmes^  37 
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terminé  par  les  relations 

(a  —  a')x=  {b  —  b')y  =  (c  —  c')z. 

Les  formes  les  plus  simples  des  équations  de  la  transforma- 
lion  projectîve  s'obtiennent  comme  il  suit  :  Toute  droite  qui 
passe  par  le  pôle  reste  la  même  dans  la  nouvelle  figure;  en 
effet,  deux  points  situés  sur  cette  droite  auront  pour  corres- 
pondants deux  points  de  la  même  droite.  Si  donc  nous  pre- 
nons le  point  xy  pour  pôle,  les  deux  droites  x^y  ne  seronl 
pas  altérées  parla  projection  ;  une  autre  droite  A:r -h B^-|-G3=o 
aura  pour  correspondante  la  droite  Kx  -h  B/  +  Cl^  =  o  et 
les  deux  droites  se  couperont  sur  l'axe  fixe  z  —  ^  =  o.  Toute 
droite  Kx  4-  B^  =  o  qui  passe  par  le  pôle  ne  change  évidem- 
ment pas. 

329.  Réciproquement,  si  deux  figures  homographiqaes 
situées  dans  le  même  plan  jouissent  de  cette  propriété  que 
des  droites  correspondantes  quelconques  se  coupent  sur  un 
axe  fixe,  une  des  figures  peut  être  considérée  comme  la  pro- 
jection deTautre.  Faisons  tourner  le  plan  de  l'une  des  figures 
autour  de  l'axe  et  considérons  trois  couples  de  points  corres- 
pondants A,  B,  C,  a,  ft,  c,  les  côtés  correspondants  des 
triangles  qu'ils  forment  se  coupant  en  L,  M,  N.  Lorsque  le 
plan  tourne,  A  a,  B  6  doivent  encore  se  couper  (puisque  les 
droites  AB,  ah  se  rencontrent  en  N  et  sont  par  conséquent  si- 
tuées dans  le  même  plan);  et  d'après  la  théorie  des  transver- 
sales, Aa  prolongé  est  coupé  par  B6  dans  le  même  rapport 
qu'avant  que  les  figures  se  soient  déplacées.  On  voit  de  même 
que  Ce  et  la  droite  qui  joint  un  autre  couple  de  points  cor- 
respondants rencontrent  A  a  au  même  point. 

330.  La  méthode  générale  de  transformation  homographique 
contenant  trois  constantes  de  plus  que  la  méthode  projective, 
il  semblerait  à  première  vue  qu'elle  constitue  un  instrument 
de  recherche  plus  puissant,  et  nous  pourrions  nous  attendre 
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à  arriver,  avec  son  aide,  à  des  extensions  de  théorèmes 
connus  plus  générales  que  celles  que  nous  a  données  la 
méthode  de  projection.  11  est  évident,  cependant,  que  si 
une  figure  était  transportée  tout  d'une  pièce  dans  une 
autre  position  quelconque,  cette  opération  nous  fournirait 
une  transformation  linéaire,  dans  laquelle  chaque  droite  de 
la  première  figure  aurait  pour  correspondante  une  droite  de 
ia  seconde  figure,  mais  qui  ne  nous  donnerait  cependant 
aucune  propriété  géométrique  nouvelle.  Nous  devons  à 
Magnus  cette  remarque,  que  la  transformation  la  plus  générale 
peut  être  ramenée  à  une  transformation  projective,  en  faisant 
tourner  la  figure  d'un  angle  donné  et  la  transportant  parai- 
(élément  à  elle-même  d'une  longueur  donnée  suivant  une 
direction  donnée;  ces  trois  dernières  constantes  sont  juste- 
ment celles  qui  font  paraître  la  transformation  homographique 
plus  générale  que  la  transformation  projective. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  nous  devons  d'abord 
faire  remarquer  que,  si  une  figure  éprouve  une  translation 
suivant  une  direction  quelconque  sans  rotation  simultanée, 
toutes  les  droites  restent  parallèles  à  leur  première  position  ; 
par  conséquent  la  position  des  points  à  l'infini  n'éprouve 
aucun  changement  par  le  fait  de  cette  opération. 

Supposons  maintenant  que  toute  la  figure  tourne  autour  d'un 
point  fixe  ;  un  système  quelconque  de  droites  parallèles  demeu- 
rera encore  un  système  de  droites  parallèles,  quoique  ces  der- 
nières ne  soient  plus  parallèles  à  leurs  directions  primitives. 
Tout  point  à  l'infini  reste  donc  à  l'infini  et  par  conséquent  la 
droite  de  l'infini  est  la  même  pour  la  figure  dans  ses  deux 
positions.  Comme  de  plus  un  cercle  restera  un  cercle,  de 
quelque  manière  qu'on  le  fasse  mouvoir,  nous  voyons  que  les 
deux  points  circulaires  à  l'infini  ne  changeront  pas,  quel  que 
soit  le  mouvement  de  la  figure. 

Supposons  donc  qu'on  demande  de  déplacer  une  figure  de 
manière  à  la  mettre  en  projection  avec  une  figure  homogra- 
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phique  donnée;  soient  co,  co'  les  deux  points  circulaires, 
o,  o'  les  deux  points  correspondants  de  la  seconde  figure; 
comme  aucun  mouvement  de  la  première  figure  ne  peul 
changer  la  position  de  (o  et  co',  la  seule  position  possible  du 
jiôle  cherché  pour  les  deux  figures  est  le  point  \  où  les 
droites  oco,  o'o)'  se  coupent.  Supposons  maintenant  que  la 
première  figure  ait  été  déplacée,  de  manière  que  le  point  / 
qui  correspond  à  X  coïncide  avec  lui.  Faisons  enfin  tourner 
la  première  figure  autour  de  /,  de  manière  à  amener  m,  ji  (un 
autre  couple  de  points  correspondants)  sur  une  même  droite 
avec  /,  les  deux  figures  seront  en  perspective  et  la  droite  qui 
j(»int  deux  autres  points  correspondants  /z,  v  devra  aussi  passer 
par  /;  car  le  rapport  anharmonique  de  (/.(oco'}jiv)  =  (/.oo'/;i/î) 
(n"  3!25)  et,  comme  trois  droites  des  deux  faisceaux  sont  les 
mêmes,  les  quatrièmes  droites  de  ces  faisceaux  doivent  se 
confondre.  Le  théorème  de  Magnus  se  trouve  ainsi  démontré. 

33i.  Il  n  y  a  pas  de  difficulté  à  exprimer  analytiquement  la 
théorie  géométrique  du  numéro  précédent.  Supposons  qu'on 
nous  demande  de  trouver  les  coordonnées  du  point  /  dans  le 
cas  de  la  transformation  générale;  il  faut  d'abord,  d'après  la 
théorie  qu'on  vient  d'exposer,  trouver  la  droite  oto  qui  joint 
le  point  (:r  -f-  ej-,  5)  à 

Celle  droite  sera 

(b^  —  iai)[{ax  -}-  bf  -^  cz)-{-  i{axx  -{-  biy  -^  c^z)] 

—  [ârj4-^-f-  «(61  — a)](a,^-+-  b^y-^CiZ)=zo 
ou 

-^(abt  —  aib)f'^{Cibi—biCt)z-\-{act  —  cai)z]-o, 
La  droite  qui  joint  <o',o'  ne  dirtérera  de  celle-ci  qie  parle 


ÉClIANaB   ENTRE   LES   COORDONNÉES    DE   DROITE    ET   DE    POINT.      ^21 

signe  de  ia  quantité  qui  multiplie  i.  Le  point  cherché  est  donc 
l'intersection  des  deux  droites  que  Ton  obtient  en  égalant 
séparément  à  zéro  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire 
de  Téquation. 

Il  n^est  pas  nécessaire  de  nous  appesantir  sur  les  cas  par- 
ticuliers de  la  transformation  linéaire,  par  exemple  sur  le  cas 
delà  similitude.  Nous  mentionnerons  seulement  un  genre  de 
relation  homographique  dans  lequel  Taire  d'une  portion 
quelconque  d'une  figure  est  égale  à  celle  de  la  portion 
correspondante  de  Tautre  figure.  On  voit  facilement  qu'une 
pareille  transformation  est  possible.  En  effet,  supposons  que 
le  triangle  formé  par  a:,  y,  z  soit  égal  à  celui  que  forment 
x',^,  z';  si  nous  prenons  un  point  O  sur  la  première  figure, 
il  est  facile  de  déterminer  un  point  correspondant  o  sur  la 
seconde,  de  manière  que  Ox^  =  ox' y\  etO  jrs  =  ox^£  et  que 
par  conséquent  Oyz  =  oj^^'.  Le  triangle  formé  par  trois 
points  quelconques  O,  P,Qsera  égal  au  triangle  formé  par  opq^ 
qui  sont  les  points  correspondants  ainsi  déterminés. 

Cette  sorte  de  relation  homographique  diffère  de  la  pro- 
jection orthogonale  comme  la  relation  générale  de  collinéation 
diffère  de  la  projection  en  général. 

ËGHANGE  ENTRE  LES  COORDONNÉES  DE  DROITE  ET  DE  POINT. 

332.  Dans  la  méthode  de  transformation  que  nous  venons 
de  décrire  et  dans  les  autres  que  nous  avons  considérées  dans 
ce  Chapitre,  un  point  correspond  à  un  point  et  une  droite  à 
une  droite;  il  existe  néanmoins  des  transformations  dans  les- 
quelles un  point  d'une  figure  correspond  à  une  courbe  dans 
l'autre  figure.  Nous  rencontrons  une  transformation  de  ce 
genre  dans  la  méthode  des  polaires  réciproques,  où  un  point 
correspond  à  une  droite  et  réciproquement.  Il  en  est  aussi 
de  même  dans  la  transformation  homographique  plus  gêné- 
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raie,  ou  dans  la  théorie  des  réciproques  gauches,  qui  esl  définie 
comme  il  suit  :  Imaginons  un  système  de  coordonnées  de 
points  x^y^  zei  un  système  de  coordonnées  de  droites  a,  p,^ 
situés  dans  le  même  pl^n  ou  dans  des  plans  différenls;  un 
point  du  premier  système  correspondra  à  une  droite  du  second 
si  les  coordonnées  x,  j  ,  z  du  point  sont  respectivement  pro- 
portionnelles aux  coordonnées  a,  p,  y  ^^  '^  droite.  Dans  ce 
cas,  une  droite  quelconque  Ix  +  my  +  nz  du  premier  système 
aura  pour  correspondant  le  point  laL  +  m^  -i-ny  du  se- 
cond. Il  est  évident  aussi  qu'un  système  de  quatre  points 
situés  sur  une  même  droite  aura  pour  correspondant  un 
faisceau  de  quatre  droites  ayant  le  même  rapport  anharmo- 
nique.  En  effet,  le  rapport  anharmonique  de  JK  —  ix,y  —  mx, 
y  —  nXj  y — px  est  la  même  fonction  de  /,  m,  n^  p^  que  x 
et  y  représentent  des  coordonnées  de  droites  ou  de  points.  La 
méthode  que  nous  venons  d'indiquer  peut  être  combinée  avec 
une  autre  quelconque  des  transformations  que  nous  avons 
définies  dans  ce  Chapitre;  autrement  dit,  nous  pouvons  sup- 
poser que,  dans  Tune  quelconque  d'entre  elles,  un  des  sys- 
tèmes de  coordonnées  a  été  changé  en  un  système  de  coor- 
données de  droites  ou  coordonnées  tangentielles  ;  et  de  cette 
manière  nous  pourrons  obtenir  toutes  les  transformations 
possibles  dans  lesquelles  un  point  correspond  à  une  droite, 
et  une  droite  à  un  point. 

333.  Supposons  maintenant  que  les  deux  systèmes  soient 
situés  dans  le  même  plan  et  cherchons  à  exprimer  la  trans- 
formation uniquement  à  l'aide  des  coordonnées  de  points. 
A  un  point  quelconque  (x',  y,  z')  doit  correspondre  une 
droite  dont  les  coordonnées  rapportées  à  un  certain  système 
de  coordonnées  de  droites  (a,  P,  y)  sont  (j:',  y,  ^y  Ceci 
revient  à  dire  que  son  éq  nation  doitétre:r'X -h  ^Y-h-Z  =  o 
où  X=  o,  Y  :=  o,  Z  =  o  sont  les  droites  qui  joignent  les 
points  représentés  par  a=:o,  P  =  o,  Y=o;  et,  comme  ce 
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sont  des  droites  connues,  l'équation  de  la  droite  qui  corres- 
pond au  point  x'y'z'  doit  être  de  la  forme 

C'est  une  équation  qui  contient  huit  constantes  et  qui 
coïnciderait  avec  Téquation  de  la  polaire  d'un  point  par  rap- 
port à  une  section  conique,  si  Ton  avait  seulement  b\  =  a^, 
C|  =  a2t  63  =  C2  ;  l'équation,  dans  ce  cas,  ne  contiendrait  que 
cinq  constantes. 

334.  Dans  le  cas  général,  chaque  point  a  pour  correspon- 
dant une  droite  différente,  selon  que  le  point  est  considén* 
comme  appartenant  au  premier  ou  au  second  système.  Ainsi 
l'équation  que  nous  venons  d'écrire  exprime  la  relation  qui 
existe  entre  un  point  (a:',  ^,  z')  du  premier  système  et  un 
point  (Xjyy  z)  situé  sur  une  droite  correspondante  du  second 
système.  Supposons  maintenant  que  le  dernier  point  soit  (ixc 
et  le  premier  variable,  nous  aurions  pour  la  droite  du  premier 
système  qui  correspond  à  un  point  du  second  l'équation 

{a^x'  -h  b^y  -+-  c^z')x  4-  {a^x'  4-  b^y'  -h  c^z')y 

4- («s -3?' 4-  6,y  4-Cj5')3=o. 

Dans  le  cas  des  polaires  réciproques  par  rapport  à  une 
conique,  la  même  droite  correspond  à  un  point  unique,  qu'on 
le  considère  comme  appartenant  au  premier  ou  au  second 
système. 

335.  Pour  donner,  dans  le  cas  général,  une  construction 
géométrique  de  la  droite  qui  correspond  à  un  point,  nous 
chercherons  d'abord  le  lieu  des  points  qui  se  trouvent  sur  les 
droites  qui  leur  correspondent.  C'est  évidemment 

«iO;*  4-(rt,  4-  b^)xy  4-  ^ij'  4-(6, 4-  Cj)/5 

4-  (ûTa  4-  Ci)xz  4-  C,5'  tt::  U  rr  o. 
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Et  c'est  la  même  conique  que  le  poiat  soît  considéré  coinmo 
appartenant  au  premier  ou  au  second  système.  Nous  l'appel- 
lerons la  conique  pôle. 

Cherchons  maintenant  l'envçloppe  des  droites  qui  passent 
parle  point  qui  leur  correspond.  La  droite  \x'  -^  ^y'  -^^z' 
(où  x'.y'j  5'  est  un  point  de  la  conique  qu'on  vient  d'écrire . 

est  tangente  à  la  courbe   (voir  Sections  coniques,  n*  15!  ) 

« 

4-(ûrî  H-cJ-h2ajC|—  4âriCj)|x» 

■+•  (4^i<i3  4-4^iCi  — 2cr,6,  — 2a,c,  — 2^,ôj  — a6iC,)vX 
-f-  6J  -H  2a,^,  —  4«i  ^î)^' 

-|-(4û^jCj-h4^1^8  — 2CiC,  — 2rt3^j  — 2Ci^3—  2C,a,)X[l=:0. 

L'enveloppe  est  donc  une  conique  que  nous  appellerons  la 
conique  polaire  et  qui  est  aussi  la  même,  que  les  droites 
appartiennent  au  premier  ou  au  second  système. 

Si  nous  nous  servons  maintenant  des  mots  de  pôle  ei 
polaire  pour  exprimer  le  genre  de  correspondance  que  nous 
considérons  ici,  nous  avons  immédiatement  la  polaire  d'un 
point  situé  sur  la  conique  pôle.  En  effet,  de  ce  point  menons 
deux  tangentes  à  la  conique  polaire  :  l'une  d'elles  est  la 
polaire  quand  le  point  est  considéré  comme  appartenant  au 
premier  système  ;  l'autre  est  sa  polaire  quand  il  est  considéré 
comme  faisant  partie  du  second. 

Réciproquement,  nous  pouvons  trouver  le  pôle  d'une  tan- 
gente à  la  conique  polaire.  Nous  n'avons  qu'à  prendre  les 
deux  points  où  cette  droite  rencontre  la  conique  pôle;  Tun 
de  ces  points  est  son  pôle  dans  le  premier  système  et  l'autre 
son  pôle  dans  le  second. 

Supposons  maintenant  qu'ils'agisse  de  trouver  la  polaired'un 

point  quelconque  O.  Menons  de  ce  point  deux  tangentes Oïi, 
OT2  à  la  conique  polaire.  Supposons  que  0T|  rencontre  la 
conique  pôle  en  A»,  A2,  et  que  OTa  la  coupe  en  B|,  82-  Si 
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alors  Aj  est  le  point  du  premier  syslème  qui  correspond 
àOT|  et  B|  celui  qui  correspond  à  OT2,  A,Bj  est  évidem- 
ment la  droite  du  premier  système  qui  correspond  à  O  con- 
sidéré comme  appartenant  au  second  système.  Deméme  AsBj 
est  Tautre  polaire  de  O. 

Inversement,  pour  trouver  le  pôle  d'une  droite  donnée  qui 
rencontre  la  conique  pôle  aux  points  A,  B,  nous  mènerons 
de  ces  points  les  tangentes  AP,,  AP2,  BQi,  BQ2  à  la  conique 
polaire;  et  si  AP|,  BQi  sont  les  droites  du  premier  système 
qui  sont  les  polaires  de  A,  B,  leur  intersection  donnera  le 
point  du  premier  système  qui  est  le  pôle  de  AB.  Et  de  la 
même  manière,  l'intersection  de  AP^,  BQ2  donnera  le  point 
du  second  système  qui  est  le  pôle  de  AB. 

Le  lecteur  verra  facilement  comment  ces  constructions  se 
ramènent  aux  polaires  réciproques  ordinaires,  si  «2=^0 
6j==  e2,  Cl  =  «2.  Les  coniques  pôle  et  polaire  coïncideront 
alors,  la  polaire  d'un  point  sur  cette  conique  sera  la  tangente 
en  ce  point;  la  polaire  d'un  autre  point  quelconque  sera  la 
même  pour  les  deux  systèmes,  ce  sera  la  droite  qui  joint  les 
points  de  contact  des  tangentes  menées  du  point  à  la 
conique. 

336.  Il  résulte  immédiatement  de  ces  principes  que,  dans 
le  cas  général,  la  conique  pôle  et  la  conique  polaire  ont  un 
double  contact  l'une  avec  l'autre.  En  eiTet,  prenons  un  point 
d'intersection  de  ces  deux  courbes;  ses  deux  polaires 
coïncident  avec  la  tangente  en  ce  point  à  la  conique  polaire, 
les  deux  pôles  de  cette  droite  doivent  donc  coïncider,  et  par 
conséquent  les  deux  points  où  elle  rencontre  la  conique  pôle 
doivent  se  confondre;  la  tangente  à  la  conique  polaire  en  ce 
point  d'intersection  doit  donc  aussi  être  tangente  à  la  conique 
pôle.  Même  démonstration  pour  l'autre  point  d'intersection. 
M.  Cayley  l'a  également  prouvé  analytiquement  en  montrant 
que,  si  U  =  o  est  l'équation  de  la  conique  pôle,  celle  de  la 
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conique  polaire  (qui  se  trouve  en  remplaçant  \  |jl,  v  parleurs 
valeurs  dans  Téquation  du  numéro  précédent)  peut  être  mise 
sous  la  forme 

[j7(a, /?3  — «3^1  +  tijCi  — a, c,) -4-^(6,0,  —  ft|C, 4-  ^jflfj  — ^jflj) 
H-  5  ( Cj «2  —  c,  aj  -h  Cl  ^3  —  c,  ft ,  )]'  -+-  4  U  [«1  ( C3  ^3  —  i>j rj ) 

-+-  ^'2(^1^3—  ^3^1)4-  a^ibtCi  —  ^|Cj)]  =  o. 

Cette  forme  montre  qu'elle  a  un  double  contact  avec  U. 

337.  Il  y  a,  dans  le  cas  général,  trois  points  dont  les 
polaires  sont  les  mêmes  par  rapport  aux  deux  systèmes. 
Supposons  eti  effet  que  dans  chaque  système  les  équations 
des  polaires  soient 

X.r  H- (jLj -h  v^  =  o     et     X'j?4- fi.'/-H  v'.5=izo. 

Il  est  clair  alors  que  le  système  d'équations 

X    jA   V 

V  "~  i?  ""  V 

est  satisfait  pour  trois  points.  Et  la  théorie  exposée  dans 
le  numéro  précédent  montre  immédiatement  ce  que  sont 
ces  trois  points.  En  effet,  deux  points  de  contact  des  coniques 
pôle  et  polaire  ont  chacun  la  même  polaire  dans  les  deux 
systèmes  :  ce  sont  les  tangentes  communes  en  ces  points,  et 
le  point  où  les  tangentes  se  coupent  a  aussi  la  même  polaire 
dans  les  deux  systèmes;  c^est  la  corde  de  contact  des  co- 
niques. 

11  y  a  donc  trois  points  qui  ont  la  même  polaire  dans  les 
deux  systèmes  ;  deux  de  ces  points  sont  situés  sur  leur  polaire, 
mais  le  troisième  ne  s'y  trouve  pas. 

338.  Il  est  bon  de  montrer  que  les  constructions  que 
nous  avons  données  ne  présentent  pas  d^ambiguïté  et  que 
nous  n'avons  pas  besoin  de  nous  inquiéter  de  savoir  quel  est 
celui  des  deux  pôles  d'une  droite  donnée  qui  appartient  au 
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premier  syslème  et  quel  est  celui  qui  fait  partie  du  second 
système. 

Comme  deux  coniques  qui  ont  un  double  contact  peuvent 
toujours  être  projetées  suivant  deux  coniques  semblables  et 
concentriques,   nous   allons    prendre  deux  coniques  de  ce 


genre  pour  rendre  la  figure  plus  simple. 

Soient  A,  B  les  deux  pôles  d'une  tangente  quelconque  à  la 
conique  polaire  ;  parmi  les  deux  pôles  A',  B'  d'une  autre  tan- 
gente, A'  appartiendra  au  premier  système,  puisque,  si  AB  se 
mouvait  de  manière  à  venir  coïncider  avec  A'B',  A  coïnciderait 
avec  A'  et  B  avec  B'.  La  distinction  entre  les  points  peut  se 
faire  facilement  au  moyen  du  théorème  suivant  :  A'B  et  AB' 
'Sont parallèles  dans  le  cas  de  deux  coniques  concentriques, 
et,  d'après  la  méthode  de  projection,  elles  se  coupent  sur 
la  corde  de  contact,  dans  le  cas  général. 

Réciproquement,  si  de  deux  points  de  la  conique  pôle 
nous  menons  des  tangentes  à  la  conique  polaire,  nous  devons 
les  numéroter  ainsi  o^i,  oflj,  /?6o /?6a,  de  manière  que  la 
droite  qui  joint  l'intersection  de  oa,  et  pb^  à  celle  de  oa^ 
<^i  pbx  puisse  passer  par  le  pôle  de  la  corde  de  contact  des 
coniques. 

339.  Comme  le  nombre  des  constantes  qui  entrent  dans 
les  formules  de  transformation  dans  le  cas  des  réciproques 
.gauches  ne  dépasse  que  de  trois  unités  celui  des  constantes 
dans  le  cas  des  réciproqnes  prises  par  rapport  à  une  conique, 
il  est  naturel  de  chercher  si  ce  dernier  cas  ne  diffère  pas  du 
premier  seulement  par  un  déplacement  de  la  figure.  Il  est 
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évident,  en  tous  cas,  que  la  réciproque  gauche  considérée  ici 
n'est  qu'une  transformation  homographique  de  la  réciproque 
par  rapport  à  une  conique,  et  que  par  conséquent  l'emploi 
des  réciproques  gauches  ne  peut  conduire  à  aucun  théorème 
géométrique  qu'on  ne  puisse  obtenir  en  combinant  l'emploi 
des  réciproques  ordinaires  avec  la  méthode  des  projections. 
Il  est  très  facile  de  voir  quel  doit  être  le  premier  pas  à  faire 
si  l'on  nous  demande  de  déplacer  les  deux  figures  pour  les 
amener  dans  une  position  telle  qu'un  point  quelconque  ail  la 
même  polaire,  quel  que  soit  le  système  auquel  le  point  soit 
considéré  comme  appartenant*  En  effet,  puisque  la  position  de 
la  droite  de  l'infini  ne  change  pas  dans  le  déplacement  de  la 
figure,  nous  devrons  commencer  par  chercher  son  pôle  dans 
chaque  système  ;  puis  nous  devrons  déplacer  les  systèmes  de 
manière  à  amener  ces  points  à  coïncider.  Les  coniques  pôle 
et  polaire  deviendront  concentriques  et  semblables  et  ce  point 
sera  leur  centre  commun. 

3iO.  Nous  disons  maintenant  de  plus  que,  si,  en  faisant 
tourner  les  figures  autour  de  leur  centre  commun  O,  nous 
pouvons  leur  donner  une  position  telle  que  la  polaire  d'un 
point  à  l'infini  A  soit  la  même  droite  OB  pour  les  deux 
systèmes,  et  que  si  alors  la  polaire  d'un  autre  point  C,  à  l'in- 
fini, est  la  droite  OD  pour  le  premier  système,  elle  sera  aussi 
cette  même  droite  pour  le  second.  En  effet,  le  rapport  anhar- 
monique  des  quatre  points  du  premier  système  ABCD  est 
égal  à  celui  du  faisceau  correspondant  du  second,  OB,  OA, 
OD,  OX;  et,  comme  trois  rayons  sont  les  mêmes  dans  les 
deux  faisceaux,  OX  doit  coïncider  avec  OC;  autrement  dit, 
la  polaire  du  point  D  doit  être  la  même,  qu'elle  appartienne 
au  premier  ou  au  second  système;  il  doit  donc  en  être  de 
même  de  la  polaire  de  C. 

Mais,  comme  les  points  circulaires  à  l'infini  ne  bougent  pas 
quand  on  fait  tourner  la  figure,  nous  n'avons  qu'à  prendre  les 
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deux  polaires  de  l'un  ou  l'autre  de  ces  points,  lesquelles,  en 
général,  ne  passeront  pas  parle  niérfte  point,  et  à  faire  tourner 
la  figure  de  manière  à  amener  ces  polaires  à  coïncider,  et 
alors,  d'après  ce  que  nous  avons  démontré,  les  polaires  de 
tout  autre  point  coïncideront. 

3ii.  Nous  pouvons  facilement  obtenir  une  expression  qui 
définisse  Tangle  dont  il  faut  faire  tourner  la  figure.  Les  deux 
figures  étant  concentriques  et  l'origine  étant  le  centre,  on 
voit  facilement  que  les  équations  les  plus  générales  des  deux 
|)olaires  d'un  point  sont 

et 

{a^x'  -^  aif)  jo  -i-  {b^œ^ -h  6,/)/ 4- C3  =  o. 

Les  deux  polaires  du  point  à  l'infini,  pour  lequel  ^''=  ïV, 

SOQt 

(a^-h  ibi)x-h{ai-\-  4*6,)/ =  0, 
(ai  -h  Wi)^  -H (^i  4-  iài)y  ™  o, 

cl  l'angle  dont  l'une  de  ces  droites  doit  tourner  pour  coïncider 
avec  l'autre  est  la  différence  des  angles  dont  les  tangentes  sont 

«2  -+-  ibi  bi  -h  ib* 

«2  —  b\ 


C'est  donc  Fangle  réel  dont  la  tangente  est  ' 


b 


i 


34â.  On  peut  obtenir  le  même  résultat  plus  simplement 
comme  il  suit  :  si,  en  général,  la  droite  du  second  système  qui 
correspond  au  point  (a:',  y)  dans  le  premier  est 

(a^x'  4-  biy)x  -h  {a^.v'  4-  6,/)/  4-  c,  =  o, 

quand  le  second  système  a  tourné  d'un  angle  0,  Téquation  de 
cette  droite  devient 

(OiX^ -h  S'iy){x  cos^ —y  sin^) 

-^{a^x^ -h  6jy)(^sinÔ4-7COs6)-HC3— o 


430  CIIAPITHII    VIII. 

OU  bien 

[(a,cos6  -+-aîSinô):r'-|-(ô,cosô-4-ô,sînO)y]j:: 

4-[(«,cos6  —  a,sinô)a?'-h(6iCOs6  —  6i8in6)/']^-f-c,  =  o. 

Mais  le  lieu  des  points  du  premier  système  dont  les  polaires 
passent  par  x'}'',  c'est-à-dire  la  droite  qui  correspond  à  x'v', 
considérée  comme  appartenant  au  système  transformé,  sera 

[(a,cosÔ  -h  ûr,sin6)a?'-|-  (a,cosO  —  aisin^)y]x 

-l-[(6icos0  ■+-  bi  sinO)^'H-(^,cos6  —  feisin6)y]jH- Cj  — o. 

Cette  droite  coïncidera  toujours  avec  l'autre,  si  nous  avons 

6iC0s6  -h  62sin6  z:za,cos6  —  ^iSinO 

ou,  comme  ci-dessus, 

TRANSFORMATION  DU  SECOND  DEGRË. 

343.  Avant  d'aborder  la  théorie  générale,  il  sera  instruclil 
d'éludiercn  détail  une  autre  méthode  particulière  :  c'est  celle 
où  les  coordonnées  du  point  P  sont  des  fonctions  du  second 
degrédescoordonnéesdeP,  c'est-à-dire  où x':^':^=U:V:\N'. 
Ainsi  aux  droites  0?==  0,^  =  0,  z  =  o  correspondront  trois 
coniques  U  =  o,  V  =  o,  W  =  o  ;  et,  en  général,  à  une  courbe 
d'ordre  n  il  correspondra  une  courbe  d'ordre  2/1,  dont 
l'équation  s'obtiendra  en  remplaçant  dans  l'équation  donnée 
Xj  y,  z  respectivement  par  U,  V,  W.  Nous  avons  déjà  employ'* 
cette  méthode  (n*»*  252,272).  On  en  a  un  exemple  simple 
quand  la  relation  entre  P  et  P  est  exprimée  par  les  équation> 

à  une  droite  quelconque  Ix  -\-  my-^-nz  correspond  alors  une 
conique  Ix^  +  my'^  -H  nz^^  tangente  aux  côtés  du  triangle  a:/5, 
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landis  qu'à  une  droite  de  la  secondeGgure  correspond  une  co- 
nique dans  la  première.  A  la  courbe  (a,  6,  c,/,  g^  h){x^y^  z^) 
de  la  première  figure  correspond  la  quarlique 

4    i  «    i  1    i 

ax  -\-  by  -^  cz  -^  if  y  z^  -h  igz'  x-  4-  ihx'^  y^  =  o 

el,  comme  l'équation  générale  d'une  conique  peut  être  écrite 
sous  la  forme 

il  s'ensuit  que  l'équation  de  la  quartique  correspondante 

III  I 

peut  se  mettre  sous  la  forme  ax^  -}-  hy^  -h  c^  4-  rftv^  =  o  ; 

elle  est  donc  trinodale  et  a  les  droites  a:,  y^  z,  iv  pour  bitan- 


34i.  La  méthode  de  transformation  qu'on  vient  d'indiquer, 
dans  laquelle 

^':v':5'  =  U:V:W, 

n'est,  en  général,  pas  rationnelle  ;  en  effet,  étant  donnés 
ir,7,  z^  nous  en  déduisons  bien  x',y\  z'  sous  forme  ration- 
nelle; mais,  quand  a/,  y  y  7!  sont  donnés,  nous  avons,  pour 

1      ^       .•        U       V       W        . 
trouver  x^  y^  3,  les  équations  —  =  —  =  — 7-,  qui  représentent 

'^    y     ^ 

des  coniques  ayant  quatre  intersections  communes;  par  con- 
séquent, aune  position  quelconque  du  point (ar', y, -s')corres 
pondent  quatre  positions  du  point  (o:,  y^  z).  Si  les  coniques 
U,  V,  W  avaient  un  point  commun,  ce  point,  étant  indépen- 
dant de  la  position  du  point  variable  {x^,  y' y  z')y  pourrait 
être  laissé  de  côté;  et  à  une  position  quelconque  de  l'un  des 
points  correspondraient  trois  positions  de  l'autre  point.  On 
traiterait  de  même  le  cas  où  U,V,W  auraient  deux  points 
communs;  enfin,  si  elles  en  avaient  trois,  les  coniques 

U       V       W 


X'       y 


V  --  "-■/"' 
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outre  les  trois  points  fixes,  n'auraient  plus  qu^un  seul  autre 
point  commun.  La  transformation  est  donc  rationnelle  dans 
ce  cas  et  à  une  posilion  quelconque  de  l'un  des  points  cor- 
respond une  seule  position  de  Tautre  point.  Nous  n'aurions 
à  faire  qu'un  changement  pur  et  simple  de  coordonnées  si,  au 
lieu  des  coniques  U,  V,  W,  nous  prenions  trois  coniques  de 
la  forme  /U  -h  mV-}-/iW,  et  si  nous  nous  donnions  ainsi 
les  droites  correspondantes  Ix  -{-  my  -^  nz  pour  nouveaux 
axes  de  référence.  Nous  ne  perdrons  donc  rien  en  généralité 
si  nous  prenons  pour  U,  V,  W  les  trois  couples  de  droites 
obtenus  en  joignant  chacun  des  points  fixes  aux  deux  autres. 
La  transformation  rationnelle  du  second  degré  la  plus  générale 
est  donc  celle  que  nous  avons  déjà  employée  (n***  283)  et 
dans  laquelle  deux  points  correspondants  sont  liés  par  les 
relations  réciproques 

a::y:z= /z'  iz'a^':  x- y 

et 

x^  \y  \z*  '=iyz\zx\  xy* 

34S.  Nous  avons  établi  (n**  283)  que  le  point  xy  aura 
pour  correspondant  un  point  quelconque  situé  sur  la  droite 
^'  =  o  ;  et  si  nous  transformons  une  courbe  quelconque,  à 
chacun  des  n  points  où  elle  rencontre  la  droite  .s' correspondra  le 
point  xy^  qui  sera  en  conséquence  un  point  d'ordre  n  de 
multiplicité,  ou,  plus  rigoureusement,  à  chacun  de  ces  n 
points  correspondra  la  direction  d'une  tangente  au  point 
^i"P'*'.  Il  y  aura  une  coïncidence  parmi  ces  tangentes,  quand  la 
droite  .s'  sera  tangente  à  la  courbe  originale.  Donc,  à  une 
courbe  du  /i'*"*  degré  qui  ne  passe  par  aucun  des  trois  points 
fixes  jk'^',  5'^,  xi  y  correspondra  une  courbe  du  degré  aw 
ayant  les  trois  points  yz,  zx^  xy  comme  points  multiples 
d'ordre  n.  Supposons  cependant  que  la  courbe  passe  par  le 
point  yz*\  la  droite  x  devra  faire  partie  du  lieu,  et,  en  la 
mettant  de  côté,  Tordre  de  la  courbe  correspondante  se  trou- 
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vcra  diminué  d'une  unité.  Mais,  comme  la  droite  x  passe  par 
chacun  des  points  zXy  xy^  la  courbe  correspondante  ne  passera 
plus  par  chacun  de  ces  points  que  (n  —  i)  fois  au  lieu  de  /i; 
et,  de  la  même  manière,  nous  voyons,  en  général,  qu*à  un*" 
courbe  du  degré  n  qui  passe  par  les  trois  points  principau> 
(comme  nous  les  nommerons)  f,  g  eX.  h  fois  respectivement, 
correspondra  une  courbe  dont  Tordre  n'  sera  2  n  — / —  g  —  // 
et  qui  passera  parles  trois  points  principaux  de  Tautre  figure 
/^  g\  h!  fois  respectivement,  ces  quantités  étant  définies  par 
les  relations 

f=n-'g-^h,     g'=n^h-^J,     h'  =  n—J-^g. 

346.  Il  est  facile  de  vérifier  que  les  nombres  ainsi  assignés 
vérifient  la  relation  réciproque  qui  ex.iste  entre  les  courbes 
correspondantes  ;  c^est-à-dire  que  nous  avons  aussi  : 

Nous  montrerons  aussi  que  les  deux  courbes  ont  le  même 
j,'enre.  En  effet,  si  une  courbe  passe /fois  par  un  point,  cela 
équivaut  à|/(/ —  1)  points  doubles  (n**  43).  Donc  le  genre 
Je  la  première  courbe  est 

i[(«-i)(/i-2)-.y(/-i)-^(^-i)-./i(A-i)], 

et,  si  nous  nous  ser\'^ons  des  valeurs  que  nous  venons  de  trouver 
pour  /i',/',  ^,  A',  il  est  facile  de  vérifier  que  le  nombre  que 
nous  venons  d'écrire  est  égal  à 

i[(n'-i)(«'-a)-/'(/'-i)-5-'(o°''-?)-A'(/«'-i)]. 

347.  La  méthode  d'inversion  ou  de  transformation  par 
rayons  vecteurs  réciproques,  décrite  au  n^  122  et  dans  les 
Sections  coniques  n"  121  (e),  est  un  cas  particulier  de  la 
transformation  du  second  degré.  Dans  cette  méthode,  nous 
avons  un  point  fixe  O,  et  les  points  correspondants  P,  P'  sont 

S.  —  Courbes  planes.  a 8 
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situés  sur  une  droite  passant  par  O  et  à  des  distances  de  ce 
point  dont  le  produit  est  constant  :  OP.OP'=  i.  Si  nous 
prenons  le  point  O  pour  origine,  il  est  facile  de  voir  que  les 
relations  entre  les  coordonnées  rectangulaires  de  P  et  F  sont 


/  = 


-_Z_ 


Mais  ces  équations  donnent 

^  -+-  ly  = >     x'  —  ly  = • 

•^        X  —  ly  -^        x-^iy 

Si  donc  nous  posons 

X,  Y,  Z  =  a?  —  iy,    X  -f.  iy,      i; 

il  vient 

X',:Y',:Z'=rYZ:ZX:XY, 

c'est-à-dire  que  la  transformation  est  du  genre  de  celles  que  nous 
considérons  dans  cette  Section.  Le  point  O  est  appelé  le 
centre  (ïinversion;  et  le  cercle  dont  le  rayon  est  la  racine 
carrée  de  la  valeur  donnée  OP-OP  est  appelé  le  cercle  d in- 
version. Si  P  décrit  une  courbe,  celle  que  décrit  le  point  P 
est  appelée  la  courbe  inverse , 

En  particulier,  l'inverse  d'une  droite  est  un  cercle 
passant  par  O;  si  OA  est  la  perpendiculaire  à  cette  droite 
et  A'  le  point  correspondant  à  A,  la  courbe  inverse  est  le 
cercle  qui  a  OA'  pour  diamètre.  Le  point  O  correspond  au 
point  à  l'infini  sur  la  droite.  De  même  l'inverse  d'un  cercle 
est  un  cercle  {Sections  coniques,  n®  121  )  et,  en  particulier, 
rinverse  d'un  cercle  C,  qui  coupe  à  angle  droit  le  cercle 
d'inversion,  est  ce  même  cercle  C;  autrement  dit,  le  point  P 
qui  correspond  à  P  se  trouve  sur  ce  même  cercle  qui  est  à 
lui-même  son  inverse.  Nous  donnons  cet  exemple  pour  faire 
connaître  une  théorie  qui  sera  étudiée  plus  complètement 
dans  une  Sec tioa  séparée,  où  la  théorie  générale  de  la  trans- 
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formation  se  présente  comme  théorie  de  la  correspondance  de 
points  sur  une  courbe  donnée.  Si  nous  nous  contentons  de 
considérer  le  cercle  C,  les  points  P,  P'  situés  sur  cette  courbe 
se  correspondent  Tun  à  Tautre;  et,  pour  trouver  le  point  qui 
correspond  à  un  point  donné  P,  nous  n'avons  qu'à  joindre  ce 
dernier  à  un  point  fixe  O  et  à  prendre  le]  point  où  OP  ren- 
contre de  nouveau  le  cercle. 

348.  Revenons  à  la  théorie  générale  de  Finversion;  il  est 
évident  que  deux  couples  de  points  correspondants  A,  A'; 
B,  B'  sont  situés  sur  un  cercle  qui  coupe  orthogonalement  le 
cercle  d'inversion;  et,  d'après  la  propriété  du  quadrilatère 
inscrit  dans  un  cercle,  la  droite  qui  joint  deux  points  A,  B 
fait  avec  le  rayon  vecteur  OA  le  même  angle  que  la  droite 
qui  joint  les  points  correspondants  A',  B'  fait  avec  le  rayon 
vecteur  OB'.  A  la  limite,  si  AB  est  la  tangente  en  un  point  A, 
la  tangente  correspondante  à  la  courbe  inverse  fait  le  même 
angle  avec  le  rayon  vecteur.  Il  en  résulte  immédiatement  que 
l'angle  que  font  entre  elles  deux  courbes  en  un  point  est  égal 
à  celui  que  font  les  courbes  inverses  au  point  correspondant. 

On  peut  former  immédiatement  les  inverses  des  courbes 
comprises  dans  l'équation  p"  =  a"  cos/i<i>.  Pour  /i=a,  la 
lemniscale  est  l'inverse  de  l'hyperbole  équilatère;  pour  n=:\, 
la  cardioïde  est  l'inverse  de  la  parabole  qui  a  l'origine  pour 
foyer,  etc.  L'inverse  d'une  conique,  en  général,  est  une 
qiiarlique  trinodale,  qui  a  pour  points  doubles  l'origine  et 
les  points  circulaires  à  l'infini.  Si  l'origine  est  le  foyer,  l'in- 
verse est  le  limaçon;  si  l'origine  est  sur  la  courbe,  l'inverse 
est  une  cubique  nodale  circulaire,  et  l'origine  est  le  point 
double.  Il  est  évident  que,  en  général,  un  cercle  osculateur 
d'une  courbe  aura  pour  correspondant  un  cercle  osculateur 
de  la  courbe  inverse;  mais  si  le  cercle  passe  par  l'origine, 
l'inverse  sera  une  tang:ente  d'inflexion. 
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Exercice  1.  —  Les  trois  points  d* inflexion  d'une  cubique  nodale 
circulaire  sont  sur  une  droite;  donc,  par  tout  point  d'une  conique 
on  peut  mener  trois  cercles  osculateurs  à  la  courbe,  et  leurs 
points  de  contact  sont  situés  sur  un  cercle  passant  par  le  point 
donné.  Les  trois  points  seront  tous  réels  quand  la  courbe  est  une 
ellipse  ;  mais  si  c'est  une  hyperbole,  il  y  en  a  deux  d^ imagi- 
naires ('). 

Exercice  2.  —  De  la  même  manière,  par  un  point  quelconque 
d'une  cubique  circulaire  ou  d'une  quartique  bicirculaire  on  peut 
décrire  neuf  cercles  osculateurs  à  la  courbe;  et  parmi  eux,  trois 
seront  réels  et  leurs  points  de  contact  seront  situés  sur  un  cercle 
passant  par  le  point  donné. 

Exercice  3.  —  Les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un 
point  d'un  cercle  sur  les  côtés  d'un  triangle  inscrit  sont  en  ligne 
droite. 

Inversement,  si  sur  trois  cordes  cTun  cercle  AB,  AG,  AD,  comme 
diamètres,  on  décrit  des  cercles,  les  points  d'intersection  de  ces 
cercles  pris  deiix  à  deux  seront  sur  une  ligne  droite. 

Exercice  4.  —  Le  cercle  qui  est  circonscrit  à  un  triangle  dont 
les  côtés  sont  tangents  à  une  parabole  passe  par  le  foyer. 

Inversement,  si  l'on  décrit  trois  cercles  passant  par  le  point  de 
rebroussement  d'une  cardioïde  et  tangente  à  cette  courbe,  leurs 
points  d^ intersection  sont  en  ligne  droite. 

Exercice  5.  —  Si  une  droite  rencontre  un  limaçon  en  quatre 
points,  la  somme  de  leurs  distances  au  point  double  est  constante. 

Inversement,  si  un  cercle  passant  par  le  foyer  rencontre  une 
conique  en  quatre  points,  la  somme  des  inverses  de  leurs  distances 
au  foyer  est  constante. 

Exercice  6.  —  Trouver  l'enveloppe  des  cercles  passant  par  un 
point  fixe  et  dont  le  centre  se  trouve  sur  une  courbe  donnée. 

Prenons  ce  point  fixe  pour  centre  d'inversion  ;  le  lieu  des  extrémités 
des  diamètres  passant  par  ce  point  est  une  courbe  semblable  à  la 
courbe  donnée.  Il  est  facile  de  voir  que  la  podaire  négative  (n*  fâl)  de 

(')  Ce  théorème  est  dû  à  Steincr  (Voir  Sections  coniques,  n*241,  Ex.  3). 
La  démonslration  dooDée  ici  est  du  D'  Ingram 
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l'inverse  de  cette  dernière  courbe  est  Tin  verse  de  l'enveloppe  demandée 
et,  par  conséquent  (n*"  122),  que  l'enveloppe  est  l'inverse  delà  polaire- 
réciproque  de  cette  courbe  (  i  ). 

3-i9.  Il  nous  reste  à  faire  connaître  les  cas  de  transfor- 
mation rationnelle  du  second  degré  qui  ne  peuvent  pas  se 
ramener  à  la  substitution  xlj^lz  =yz'  l  z'  x'  l  x'y. 

Des  trois  points  communs  aux  coniques  U,V,  VV,  deux 
peuvent  coïncider  :  supposons  que  la  droite  ^  soit  la  tan- 
gente commune  aux  coniques  au  point  rx,  et  soit  xz  le 
Iroisième  point  commun  aux  trois  coniques;  Téquation  de 
chacune  d  elles  peut  alors  se  mettre  sous  la  forme 

ax*  4-  2//5  4-  2  A  j?r  =  o. 

Nous  pouvons  prendre  j:^,^'^,x^  pour  les  trois  coniques  et  la 
substitution  à  employer  est  celle  dont  on  a  fait  usage  n^  289  : 
j/  ly  :  z'  =  xy  :  x^  lyz  ;  ces  équations  impliquent  récipro- 
quement les  rehlions  xiylz^=x^y  ix'^l  y  z'.  Dsius  celle 
substitution  comme  dans  l'autre,  au  point  x'z'  correspond 
la  droite  y'y  et  à  une  courbe  rencontrant  cette  droite  en 
/}  points  correspondra  une  courbe  ayant  le  point  comme  point 
multiple  d'ordre  n.  Au  point  x'y  correspond  la  droite  x  ; 
mais,  quel  que  soit  le  point  sur  cette  droite,  la  direction 
correspondante  de  tangence  sera  ^t''  =  o.  Donc  une  courbe 
qui  rencontre  la  ligne  x  en  n  points  aura  pour  correspon- 
dante une  courbe  ayant  le  point  x'y  comme  point  /i^p'",  où 
loutes  les  tangentes  coïncident.  En  un  mot,  la  théorie  est, 
en  substance,  la  même  que  ci-dessus,  mais  elle  est  modifiée 
seulement  par  la  coïncidence  de  deux  des  points  princi- 
paux. Supposons  enfin  que  les  trois  points  coïncident  (5ec/. 
coniques,  n®  239);  les  équations  des  trois  coniques  doivent 
alors  être  de  la  forme  bf^  -f-  2hxf  -h  9./(yz  —  mx^)  =  o  et 


(')  Cet  exemple  est  emprunté  à  un  Mémoire  du  D' Stubbs  sur  cette  mé- 
thode {Phit.  Mag,,  vol.  XXIII,  p.  i8). 
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nous  sommes  conduits  à  la  substitulion  employée  dans 
le  n«  290  ; 

*  x'  :y  :z'  =  xy:y*'  :yz  —  mx^, 

qui  implique  réciproquement 

x\y:z=i x'y  :  y*  :yz'  —  mx'^, 

330.  Avant  d'aborder  la  théorie  générale  de  la  transfor- 
mation rationnelle,  il  convient  cependant  de  mentionner 
d'abord,  comme  extension  de  ce  qui  a  été  établi  n°  347,  que 
la  substitution  générale  de  X",  Y",  Z"  à  X,  Y,  Z  prend  une 
(orme  simple  quapd  la  droite  Z  est  à  Tinfini  et  quand  X,  Y 
passent  par  les  deux  points  circulaires.  En  effet,  en  rapportant 
Téquation  à  des  coordonnées  polaires,  les  équations  de  X 
et  Y  deviennent 

p(cos6  zh  isinÔ)=:o, 

et  il  est  évident  que  remplacer  ces  fonctions  par  leur 
^i-mc  puissance  équivaut  à  remplacer  p  par  p"  et  fi  par  n%. 
Cette  transformation  n'est  pas  rationnelle,  mais  elle  peut  s'ap- 
pliquer avec  avantage  aux  courbes  de  la  forme  p"*  =  a"*cosm(i) 
qui  se  transforment  toujours  ainsi  en  courbe  de  la  même 
famille.  Pour  /i=2,  un  cercle  devient  une  cassinienne, 
et  pour  n  =  ^  un  limaçon.  M.  Robert  a  aussi  remarqué  [Journal 
deLiouville,  XIII,  209)  que  l'angle  sous  lequel  deux  courbes 
se  coupent  n'est  pas  altéré  par  cette  transformation.  En  effet, 
la  tangente  de  l'angle  que  fait  la  tangente  à  la  courbe  avec  le 

rayon  vecteur  est  (n**9o)p  -7-  et  elle  ne  change  pas  de  valeur 

«p 

quand  on  remplace  dio  par  ndtù  et  —  par  — £-•  Ainsi  les 

théorèmes  donnés  comme  exemples  d'inversion  conduisent 
chacun  à  autant  de  théorèmes  qu'il  nous  plaira  de  donner  de 
valeurs  différenles  à  n.  Les  théorèmes  qui  concernent  les 
angles  sous  lesquels  des  courbes  se  coupent  se  transforment 
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facilement  aussi  par  cette  méthode;  tels  sont,  par  exemple, 
les  théorèmes  suivants  :  Le  cercle  est  le  lieu  des  intersec- 
tions de  deux  droites  rectangulaires  qui  passent  chacune 
par  un  point  fixe.  Une  série  de  cercles  concentriques  sont 
coupés  orthogonalement  par  des  droites  passant  par  le 
centre  commun  y  etc. 

THÉORIE  GÉNÉRALE  DE  LA  TRANSFORMATION  RATIONNELLE. 

351.  Nous  passons  maintenant  à  la  théorie  générale  de  la 
transformation  rationnelle,  dans  laquelle  un  système  de 
valeurs  de  {x^y^  z)  a  pour  correspondant  un  seul  système 
de  valeurs  de  j?',  ^,  z'  (par  exemple  x^  ly  :  ^'  =  U  :  V  :  W, 
où  U,  V,  W  sont  des  fonctions  connues  de  x,  y^  z  que  nous 
supposons  du  n*^"*®  ordre)  et  où,  réciproquement,  un  sys- 
tème de  valeurs  de  j:',  ^,  z'  a  pour  correspondant  un  seul 
système  de  valeurs  x\ y\z  =  \}' l\' \  W.  Quand  il  est  pos- 
sible d'exprimer  ainsi  les  coordonnées  en  fonctions  mutuelles 
les  unes  des  autres,  U',  V,  W  doivent  aussi  être  du  n'*"^"  ordre 
en  xl^y^  z'.  En  effet,  aux  n  intersections  d'une  droite  arbi- 
traire Ix  -h  my  -i-  /i5,  avec  une  courbe  quelconque 

eiU-h6V4-cW, 

correspondront  dans  Tautre  système  les  intersections  de 
/U'H-mV  +  wW  avec  la  droite  ax'H- 6y  4- cV,  et  ces 
points  doivent  aussi  être  au  nombre  de  n, 

3o2.  Examinons  maintenant  les  conditions  à  remplir  pour 
qu'une  telle  expression  réciproque  puisse  être  possible.  En 
général,  si  l'on  nous  donne  les  coordonnées  d'un  point  dans 
un  système  a^  ly'  lz'=zalblc^  ce  point  aura  pour  corres- 
pondant dans  l'autre  système  les  intersections  des  courbes 

U:V:W  =  a:6:c 
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et  elles  seront  au  nombre  de  n^  si  U,  V,  W  sont  des  courbes 
générales  de  leur  ordre.  Cependant,  si  U,  V,  W  ont/>  points 

communs  a  elles   trois,    les   courbes— =  ^  =  — passeront 

toujours  par  ces  points  et  il  y  aura  seulement  n-  —  p  poinls 
d'intersection  variables,  et  ce  seront  les  points  qui  correspon- 
dent au  point  donné  dans  l'autre  système.  Enfin,  si  />  =  n*  —  i , 
il  existe  un  seul  point  d'intersection  variable,  ou,  en  d'autres 
termes,  toutes  les  intersections  de  U:V:W  =  a:6:c  étant 
connues,  sauf  une,  les  coordonnées  du  point  d'intersection 
restant  sont  déterminées  d'une  manière  unique  ;  elles  seront 
de  la  sorte  des  fonctions  rationnelles  de  a,  6,  c,  c'est-^-dire 
de  x^^  y,  z\  et  nous  obtenons  ainsi  pour  elles  des  expres- 
sions de  la  forme 

353.  Une  des  conditions  pour  la  transformation  ration- 
nelle, c'est  donc  que  les  courbes  U,  V,  W  aient /i*  —  i  points 
d'intersection  communs;  mais  il  y  a  une  autre  condition  de 
plus.  Le  système  de  courbes  aU  4-  6V  -1-  cW  doit  être  aussi 
{général  que  le  système  de  droites  aod  -f-  hy  -1-  cV  auxquelles 
elles  correspondent;  autrement  dît,  une  courbe  du  système 
ne  doit  être  déterminée  que  quand  on  donne  deux  conditions 
pour  déterminer  les  deux  constantes  exprimées  a  :  6  :  c.  Le 
nombre  de  conditions  que  U,  V,  W  doivent  être  astreintes  à 
vérifier  doit  donc  être  au  moins  de  deux  unités  moindre  que 
le  nombre  de  conditions  nécessaires  pour  déterminer  une 
courbe  du  /i**^"*  ordre.  Par  exemple,  si  U,  V,  W  sont  des 
cubiques  et  si  nous  les  assujettissons  à  la  condition  d'avoir 
huit  points  communs  distincts,  elles  doivent  aussi  en  avoir 
un  neuvième  (n®  29)  :  il  n'y  aurait  donc  pas  de  point  d'inter- 
section variable  et  la  construction  du  n^  352  serait  en  défaut. 
Mais  nous  pouvons  encore  satisfaire  aux  conditions  du  pro- 
blème, en  supposant  que  les  cubiques  U,  V,  W  ont  un  point 


THÉORIE   GÉNÉRALE   DE    LA   TRANSFORMATION   RATIONNELLE.      44 1 

commun,  qui  soit  un  point  double  pour  toutes,  et  quatre 
points  ordinaires.  Cela  n^équivaut  qu'à  sept  conditions,  puis- 
qu'un point  double  ne  donne  que  trois  conditions  (n''  41); 
il  faut  donc  deux  conditions  de  plus  pour  déterminer  une 
courbe  quelconque  all  +  ôV  +  cW.  Mais  les  points  com- 
muns donnent  un  total  de  huit  intersections,  puisque  tout 
point  qui  est  un  point  double  sur  deux  courbes  compte  pour 
quatre  intersections.  Et  de  même,  en  général,  nous  ne  pou- 
vons pas  prendre  pour  U,  V,  W  des  courbes  du  /i»*"**  ordre 
ayant  /i*  —  i  points  distincts  communs,  parce  que  (/i  étant 
plus  grand  que  a)  elles  auraient  un  autre  point  commun  et 
pas  de  point  d'intersection  variable  ;  mais  nous  pouvons  satis- 
faire aux  conditions  du  problème  en  choisissant  pour  U,  V,  W 
des  courbes  ayant  en  commun  ai  points  ordinaires,  (I2  points 
doubles,  as  points  triples,  etc.,  de  telle  manière  que  tous  ces 
points  équivalent  k  n^  —  i  intersections  seulement  et  que 
le  nombre  des  conditions  qu'elles  impliquent  soit  de  deux 
unités  moindre  que  le  nombre  des  conditions  nécessaires 
pour  déterminer  une  courbe  du  n*'™*  ordre.  Si  nous  nous 
rappelons  maintenant  que  connaître  un  point  multiple  de 
l'ordre  r  équivaut  à  5(^4- i)/*  conditions  et  qu'un  pareil 
point,  quand  il  est  commun  à  deux  courbes,  compte  pour 
r*  intersections,  nous  avons  les  deux  équations 

(i)     ai-h4a2-f-9a,-f-.  .  . -+- /-««^^z /i»  —  i, 

(2)  ai-f-3aj4-6a3-h.  ..  -h^r{r-hi)^r=::{n{n-}-3)  —  2. 

Multiplions  la  seconde  équation  par  2  et  retranchons-la 
de  la  première;  nous  obtenons  une  équation  qui  peut  avan- 
tageusement remplacer  l'équation  (a)  et  qui  est  la  suivante  : 

(3)  a, -1-2  a,  H- Sa,  4-  . ..  -H  ra,.=:  3(/i  —  i). 

Nous  avons  donc  autant  de  modes  de  transformation  par 
courbes  du  /i*^"*  ordre  que  ces  équations  admettent  de  solu- 
tions en  nombres  entiers  et  positifs  pour  aj,  ao,  .  • .  ;  à  la 
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condîlîon  toujours  que  le  nombre  des  points  multiples  d'ordre 
supérieur  que  les  courbes  sont  supposées  posséder  sera 
soumis  aux  conditions  limitatives  indiquées  (n**  43)  (*) 

354.  Rigoureusement,  l'argument  du  n°  353  montre 
seulement  que  dans  Téquation  (a)  le  second  membre  ne  peut 
être  plus  grand  que  la  valeur  que  nous  avons  indiquée  en  cet 
endroit.  Mais  nous  pouvons  aussi  démontrer  qu'il  ne  peut 
être  moindre.  En  effet,  ajoutons  un  terme  —  ^  et  retranchons 
l'équation  (a)  de  (i);  nous  obtenons 

(4)     a,  +  3«,-+-...-f-ir(r-i)a,  =  i(/i-i){7i-2)4-f. 

Si  nous  nous  rappelons  qu'un  point  triple  équivaut  à  trois 
points  doubles,  et  un  point  multiple  d'ordre  r  à  r^r{^r  —  \) 
points  doubles,  nous  voyons  que  le  premier  membre  de 
l'équation  représente  le  nombre  de  points  doubles  auxquels 
les  points  multiples  d'une  courbe  aU  +  6  V  +  cW  sont  équi- 
valents. Or,  comme  nous  avons  montré  (n**  42)  que  ce  nombre 
ne  peut  dépasser  ^(/i  —  i  )(n  —  a),  nous  devons  avoir  <  =  o, 
et  l'équation  (4)  nous  apprend  que  les  courbes  du  système 
rtU  -4-  6  V  -i-  cW  ont  chacune  le  nombre  maximum  de  points 
doubles,  ou,  en  d'autres  termes,  qu'elles  sont  unicursales. 
11  est  d'ailleurs  évident  qu'il  doit  en  être  ainsi,  puisque  ces 
courbes  correspondent  aux  lignes  droites  de  l'autre  système; 
non  seulement  une  droite  sera  transformée  en  une  courbe 
unicursale,  mais  il  en  sera  de  même  pour  toute  courbe  uni- 
cursale  ;  car,  si  les  coordonnées  d'un  point  sont  des  fonctions 
rationnelles  d'un  paramètre,  les  coordonnées  du  point  cor- 
respondant, qui  sont  des  fonctions  rationnelles  des  précé- 


(')  Cette  théorie  est  due  à  Cremona.  Voir  ses  Mémoires  SuXlt  tras/or- 
mazione  geometriche  dellc  figure  piane  (Afem.  di  Bologna,  t.  II,  i863. 
t.  V,  i865).  Voir  aussi  un  Mémoire  de  M.  Csiyley,  Proceedings  o/ Londw 
mathem,  Society,  vol.  III,  1870,  p.  127-180. 
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dénies,  doivent  aussi  élre  des  fonctions  rationnelles  du  même 
[)aramètre. 

355.  Nous  avons  vu  que,  si  n  est  plus  grand  que  a,  les 
équations  (  i  )  et  (3)  ne  peuvent  pas  être  satisfaites  si  les  points 
communs  à  U,  V,  W  sont  seulement  des  points  d'intersection 
simples.  Nous  allons  montrer  de  la  même  manière  que  si  n 
est  plus  grand  que  5,  il  doit  y  avoir  un  point  multiple 
(l^ordre  supérieur  au  second;  et  ainsi  de  suite  en  général. 
Soit  r  le  plus  grqnd  indice;  multiplions  Téquation  (3)  par  r 
et  retranchons-en  l'équation  (i),  nous  avons 

(r—  i)a,-f-2(r  — 2)aj-+-3(r  — 3)a,-h... 

H-(r— i)a^.i=(/i— i)(3r  — n  — i). 

Tous  les  termes  du  premier  membVe  sont  positifs,  donc  r  ne 
peut  être  moindre  quey(/i4-i).  Nous  pouvons  prendre  r 
égal  à  ce  nombre  dans  le  cas  où  ^(/i  -H  i  )  est  un  entier;  c'est- 
à-dire  que,  si  n  est  de  la  forme  Zp  —  i,  nous  pouvons  pren- 
dre ;7=  r;  mais,  s'il  en  est  ainsi,  tous  les  nombres  ai,  a^ja^,.  • . 
ir-\  doivent  être  nuls,  les  courbes  ne  peuvent  avoir  de  points 
communs  que  les  points  multiples  d'ordre  p  et  nous  avons 
/?a^  =  3(3  —  a),  équation  qui  ne  peut  être  satisfaite  par  aucune 
valeur  entière  de  a^,  si  p  est  plus  grand  que  3.  Si  donc  on 
excepte  les  cas  où  /i  =  a,  5,  8  ou  17,  r  doit  être  plus  grand 
qae  ^(^4-  i).  Par  conséquent,  si  n  est  plus  grand  que  5,  il 
doit  exister  un  point  multiple  d'ordre  supérieur  au  second. 

356.  On  établit  de  la  même  manière  un  théorème  dont 
nous  allons  actuellement  tirer  une  conséquence  importante, 
à  savoir  que,  si  nous  prenons  les  trois  points  multiples  des 
ordres  les  plus  élevés,  la  somme  de  leurs  ordres  doit  être  plus 
grande  que  n.  Soient  r,  5,  t  ces  ordres  :  nous  supposons  que  s 
n'est  pas  plus  grand  que  r,  et  t  pas  plus  grand  que  s\  faisons 
passer  dans  les  seconds  membres  des  équations  (1)  et  (3)  les 
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termes  fournis  parles  deux  premiers;  ces  équations  deviennent 

«i-h4«j-H  ...  -l-/'a/=/i-  — 1  —  r^  —  s'^, 
«1  -h  2a,  4-  ..  .  -|-ra^=3/l  — 3  — r  — 5. 

Nous  déduisons,  comme  plus  haut,  une  limite  pour  la  plus 
petite  valeur  admissible  de  t,  de  cette  considération  que,  si 
nous  multiplions  la  seconde  équation  par  t  et  si  nous  en 
retranchons  la  première,  le  reste  est  essentiellement  positif. 
Nous  avons  à  montrer  que  n  —  r  —  5  est  une  valeur  trop  faible 
pour  l  ou  que,  dans  ce  cas, 

/i«— 1  — r*  — 5*>^(3/i  — 3  — r  — 5). 

Posons  r  -^  s  =  n  —  /  ;  cette  équation  devient 

ar5—  I  -f-a/i/^—  /">  ^(a/i  — 3  4- f). 

Mais  comme,  par  hj'pothèse,  r  et  5  ne  sont  pas  moindres 
que  ^,  la  plus  petite  valeur  que  puisse  prendre  cette  première 
quantité  se  trouvera  en  supposant  que  r  et  5  soient  tous  deux 
égaux  à  l]  l'inégalité  devient  alors 

/«-h  2/1/  —  I  >/»-+-2/i^  — 3r, 

qui  est  évidemment  exacte. 

3o7.  Cremona  a  réduit  en  table,  jusqu'à  n  =  lo,  toutes  les 
solutions  admissibles  pour  le  système  d'équations  que  nous 
avons  considéré.  Nous  allons  donner  quelques-uns  de  ses 
résultats;  mais  nous  en  avons  dit  assez  pour  montrer  que 
nous  pouvons  toujours  prendre  pour  U,  V,  W  des  fonctions 
du  /i*  ™*^  ordre  en  x^  y,  z  telles  que  les  équations 

or'  :  7  :  4ï'  =  U  :  V  :  W 

représentent  trois  courbes  ayant  en  commun  un  certain 
nombre  de  points  fixes  (que  nous  appellerons /?o«/î/5/>ri/ïC/- 
paux)  équivalents  à  /i^  —  î  intersections  et  un  point  variable 
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dont  les  coordonnées  exprimées  en  fonctions  de  x',y ,  5'  don- 
nent le  système  réciproque  d^équations 

Nous  avons  déjà  vu  que  U',  V,  W  sont  des  fonctions 
du  /i**"*  ordre  en  x'^y'^  z\  et  il  est  évident  qu'elles  doivent 
aussi  représenter  des  courbes  ayant  en  commun  un  nombre 
de  points  fixes  satisfaisant  aux  conditions  (1)  et  (2)  posées 
précédemment.  Il  ne  s'ensuit  pas  pourtant  et  il  n'est  pas 
toujours  vrai  de  dire  que  la  même  solution  du  système  d'équa- 
tions soit  applicable  dans  les  deux  cas;  en  d'autres  termes,  le 
système  de  courbes  aU  4-  6V  4-  cW  qui  correspond  aux 
droites  d'un  système,  et  le  système  de  courbes  a  U' 4- 6  V  4- cW 
qui  correspond  aux  droites  de  l'autre  système  n'ont  pas  en 
général  la  même  distribution  de  points  multiples. 

358.  Nous  avons  vu  que,  dans  la  transformation  du  second 
degré,  l'un  des  trois  points  principaux  a  pour  correspondant 
dans  l'autre  figure,  non  pas  un  point,  mais  une  droite.  Nous 
allons  étendre  ce  théorème  en  montrant  qu'en  général  un  des 
points  ^r  a  pour  élément  correspondant  une  courbe  unicur- 
sale  du  /i**"*  ordre.  Il  est  évident  que  le  système  d'équations 

x'  :  y  :  s'  =  u  :  V  :  w 

devient  illusoire  si  nous  cherchons  le  point  (x',^'',z')  qui  cor- 
respond à  un  point  commun  aux  courbes  U,  V,  W.  Suppo- 
sons d^abord  que  ce  point  soit  un  point  d'intersection  simple  ; 
si  nous  passons  au  point  consécutif,  x\y ^  5'  sont  respecti- 
vement proportionnels  à 

où  U4,...  sont  des  quotients  différentieb.  Nous   obtenons 
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ainsi  un  point  différent  x\y' ^  z'  comme  élément  correspon- 
dant à  chaque  élément  de  direction  au  point  (x,^,  z).  Mais  si 
trois  courbes  ont  un  point  commun^  leur  Jacobienne passe 
par  ce  point,  comme  cela  est  évident  en  écrivant  les  équa- 
tions U  =  o, . . .  sous  la  forme 

U,  a:  H-  Us  r  -4-  Us  ^  =r  o, 
V,  X  -h  Vs  V  H-  V,  5  1=0, 
W,^-f- W,v-+-\V,5izio 

et  éliminant  a:,  j^,  z.  Nous  voyons  ainsi  que,  si  nous  élimi- 
nons Sx,  hy  des  valeurs  que  nous  avons  trouvées  plus  haut, 
S3  disparaîtra  également,  et  que  tous  les  points  correspon- 
dant à  x^  y^  z  seront  sur  la  ligne  droite 

^'(V,W,-V,W,)+/(W,U,-W,U.).+-5'(UiV,-U,V,)=o. 

359.  Nous  procédons  de  la  même  manière,  si  le  point  commun 
à  U,  V,  W  est  un  point  multiple.  Supposons,  par  exemple, 
que  ce  soit  un  point  double;  les  valeurs  données  (n**  338) 
pour  x',  y^  5'  s'annulent  alors.  Mais  si  nous  représentons 
comme  plus  haut  les  dérivées  secondes  par  a ,  é,  c,  . . . ,  nous 
verrons  que  x^^y,  z!  sont  respectivement  proportionnels  à 

a8x*  -h  b^y^  -f-  085*  H-  a/SySs 

-^  iglz^x  -^  2hhxly  :  a'ix^  -h. . .  la'lx^  -\- 

Or  la  relation  du  point  xyz  avec  UVW  est  telle  qu'elle 
permet  l'élimination  entre  ces  équations  de  Sa:,  hy^  05.  En 
effet,  les  formes  ci-dessus  sont  en  apparence  des  formes  ter- 
naires, en  Sar,  8/,  5^,  mais  elles  sont  binaires  en  réalité.  En 
effet, la  quantité  ax^  -^  by^  4-  cz^  -+-..•  égalée  à  zéro  repré- 
sente le  couple  de  tangentes  à  la  courbe  U  au  point  double  el 
peut  être  ramenée  à  la  forme 

a{x  —  mzy  -I-  2 A(.t:  —  mz){y  —  nz)  -+-  b{y  —  my. 

Il  n'y  a  donc  que  deux  quantités  Sx  —  mSs,  Sj-  —  nh  a 
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éliminer  entre  les  équations,  et  il  reviendra  pratiquement  au 
même  d'écrire  ôz  =  o  et  d'éliminer  8a:,  8/.  Il  en  est  de  même 
pour  un  point  multiple  quelconque  ;  les  quantités  a/,  y,  z' sont 
proportionnelles  à 

Sx,  8/  s'éliminent  de  la  manière  indiquée  n®  14  et  x^y  y  z\ 
qui  sont  des  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre,  sont  les 
coordonnées  d'un  point  d'une  courbe  unicursale  d'ordre  /*. 

360.  Les  courbes  d'un  système  qui  correspondent  aux 
points  principaux  de  l'autre  système  peuvent  être  appelées 
courbes  principales,  et  ces  courbes  prises  ensemble  con- 
stituent la  Jacobienne  du  système  de  courbes  a  U  -+-  èV-f-cW. 
En  efiet,  la  Jacobienne  est  le  lieu  d'un  nouveau  point  double 
sur  les  courbes  du  système  qui  ont  un  point  double  en  plus 
des  points  principaux  multiples  qui  leur  sont  communs  à 
toutes.  Mais,  comme  chacune  de  ces  courbes  a  déjà  son 
nombre  maximum  de  points  doubles,  elle  ne  peut  en  acquérir 
un  nouveau  qu'en  se  décomposant  en  courbes  de  degré  infé- 
rieur, et  cela  arrivera  seulement  quand  la  droite  correspon- 
dante de  l'autre  système  passera  par  un  des  points  principaux. 
Dans  ce  cas,  la  courbe  ail  -i-  6V  -H  cW  se  décomposera  en 
la  courbe  fixe  de  degré  r  qui  correspond  au  point  principal, 
jointe  à  une  courbe  résiduelle  variable  avec  la  droite  qui 
passe  par  a^.  Si,  en  général,  nous  avons  deux  courbes  uni- 
cursales,  dont  la  somme  des  ordres  r  et  /  soit  égale  à  /i,  la 
multiplicité  complexe  qui  provient  des  singularités  des  deux 
courbes  et  de  leurs  intersections  équivaut  à 

1  (r- i)(r-2)H-i(r' -!)(/•'- 2) +  rr', 

c'est-à-dire  à  ^(/i  —  i)  (n — a) -H  i  points  doubles.  Nous 
voyons  ainsi  que,  dans  la  courbe  que  nous  considérons,  la 
courbe  complexe  a,  outre  les  points  principaux,  un  nouveau 
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point  double  qui  sera  le  point  d'intersection  de  la  courbe 
fixe  correspondant  à  a^  avec  la  courbe  résiduelle  variable; 
et  le  lieu  de  ces  points  est  par  conséquent  la  courbe  fixe- 
La  somme  des  ordres  de  toutes  les  courbes  principales  con- 
stitue l'ordre  de  la  Jacobienne  du  système  aU  -\-  b\  -f  cW, 
comme  l'exprime  l'équation  (3) 

«1  H-  2  a,  -f-  3  a,  H-  ...  -H  ra,.  =  3  (/l  —  l). 

De  la  théorie  générale  des  Jacobiennes,  que  nous  traiterons  plus 
complètement  dans  le  prochain  Chapitre,  il  résulte  que  le 
système  des  courbes  principales  passe  deux  fois  par  chacun 
des  points  ai,  cinq  fois  par  chaque  point  a^,  et  3r  —  i  fois 
par  chaque  point  a r.  Il  y  a  d'autres  théorèmes  qu'il  suffit 
(l'indiquer  et  qui  concernent  la  position  des  courbes  prin- 
cipales par  rapport  aux  points  principaux.  Par  exemple,  pre- 
nons une  ligne  droite  d'un  système,  qui  ne  passe  pas  par  un 
point  principal  a^,  la  courbe  correspondante  aU  -+-  b\  -i-cAV 
ne  peut  avoir  aucun  point  ordinaire  commun  avec  la  courbe 
principale  a;.,  et  les  intersections  des  deux  courbes  seraient 
exclusivement  des  points  principaux.  Nous  pouvons  voir  de 
cette  manière  que  toute  droite  principale  passe  par  deux 
points  principaux  dont  la  somme  des  ordres  est  n,  et  que 
toute  conique  principale  passe  par  cinq  points  principaux 
dont  la  somme  des  ordres  est  an. 

361.  Nous  pouvons  maintenant  déterminer  les  caractéris- 
tiques de  la  courbe  qui  correspond  à  une  courbe  de  l'ordre  A' 
que  nous  supposons  ne  passer  par  aucun  point  principal.  Il 
est  évident  que,  si  nous  remplaçons  ^',  y  y  z'  par  U,  V,  ^ 
dans  une  fonction  de  l'ordre  k,  nous  obtenons  une  fonction 
de  l'ordre  nk\  et  si  les  courbes  U,  V,  W  ont  un  point  a 
commun,  la  droite  qui  correspond  à  a  dans  l'autre  figure 
rencontrera  la  courbe  S  en  A*  points  qui  correspondront  tous 
à  a;  ce  sera  donc  un  point  A-"p'*^  et  de  la  même  manièi^e  chacun 
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(les  points  principaux  a^  sera  un  point  multiple  d'ordre  rk. 
Si  la  courbe  originale  n'a  pas  de  points  multiples,  la  courbe 
transformée  n'aura  d'autres  points  multiples  que  les  points 
principaux.  On  voit  ainsi  que  la  courbe  transformée  sera  de 
Tordre  nk  et  que  le  nombre  maximum  correspondant  de  points 
doubles  sera  ^{nk —  i){nk  —  2);  les  points  principaux  se- 
ront des  points  multiples  et  le  nombre  de  points  doubles 
auxquels  ils  sont  équivalents  sera 

\oL^k{k--  i)H-|a,2A:(2A:—  1)4-  .. .  -\- \'!i.rrk{rk  —  i) 
ou 

{A:«(a,  -f-  4a,  -i-  ...  4-  r*a^)—  |  A^(ai  -h  2  a,  -H-  ra,.), 

ou  bien,  en  vertu  des  équations  (i  )  et  (3), 

\{n^-i)k^^\{n^i)k. 

En  efTectuant  les  substitutions,  le  genre  de  la  courbe  trans- 
formée est 

j(/iA--2)(/iA:^i)-[i(/i«-i)A-«~U'*-0A]=i(A--iXA-~2); 

il  est  donc  le  même  que  celui  de  la  courbe  primitive.  Si  cette 
dernière  a  des  points  multiples  autres  que  les  points  prin- 
cipaux, ces  points  ont  pour  correspondants  dans  les  courbes 
iransformées  des  points  multiples  du  même  ordre,  et  les  genres 
des  deux  courbes  restent  égaux. 

Si  la  courbe  primitive  passe  par  l'un  quelconque  des  points 
principaux  a^,  pour  chaque  fois  que  le  passage  aura  lieu,  la 
courbe  correspondante  a^  fera  partie  de  la  courbe  trans- 
formée, et  le  degré  de  la  courbe  transformée  proprement 
dite  sera  diminué  en  conséquence.  Il  y  aura  aussi  une  réduc- 
tion correspondante  dans  le  nombre  des  passages  de  la  courbe 
transformée  par  les  points  principaux  par  lesquels  passe  cLr- 
L'effet  de  ces  modifications  sera  de  conserver  toujours  l'éga- 
filé  entre  les  genres  des  deux  courbes.  Ainsi,  par  exemple,  si 
b  courbe  originale  passe  par  un  des  points  ai ,  la  transformée 
S.  —  Courbes  planes.  29 
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renfermera  comme  partie  intégrante  une  ligne  droite  et  le 
degré  de  la  courbe  résiduelle  se  réduira  de  nk  à  nk  —  i  ;  il 
y  aura^  comme  conséquence,  une  diminution  de  nA:  —  2  dans 
le  nombre  maximum  des  points  doubles;  ainsi,  si  une  droite 
passe  par  deux  points  a^,  a^,  le  nombre  des  passages  de  la 
courbe  résiduelle  par  ceux-ci  sera  réduit  d'une  unité  pour 
chacun,  et  le  nombre  de  points  doubles  équivalents  se  réduira 
àt  sk —  I  et  ^A" —  I  ou  de  nk  —  1,  puisque  5  -f-  ^  =  /ï.  Il  n'est 
pas  nécessaire  d'entrer  dans  plus  de  détails,  parce  que  nous 
allons  arriver  aux  mêmes  résultats  par  une  autre  méthode. 

362.  Toute  transformation  de  Cremonapeut  se  ramener 
a  une  succession  de  transformations  du  second  degré,  — 
Considérons  la  transformation  la  plus  générale  dans  laquelle 
les  lignes  droites  d^une  figure  aient  pour  correspondantes  dans 
l'autre  des  courbes  du  /i'*°**  ordre,  ayant  en  commun  a,  points 
ordinaires,  a2  points  doubles,  etc.  Nous  avons  vu  (n^Soô)  qu'il 
y  a  trois  de  ces  points  dont  la  somme  des  ordres  dépasse  n. 
Prenons-les  comme  points  principaux  eteflectuon s  une  trans- 
formation du  second  degré;  le  degré  de  la  courbe  trans- 
formée étant  2/1  —  r  —  s  —  ^  est  moindre  que  n.  De  la  même 
manière,  par  une  nouvelle  transformation  du  second  degré, 
nous  pouvons  réduire  le  degré  de  cette  courbe;  et  ainsi 
de  suite  jusqu'à  ce  que  nous  arrivions  à  la  fin  à  des  lignes 
droites  correspondant  aux  courbes  du  n**°*  degré.  Comme  on 
a  démontré  (n®  346)  que  le  genre  n'est  pas  altéré  par  une 
transformation  du  second  degré,  le  théorème  de  ce  numéro 
montre  qu'il  ne  l'est  pas  non  plus  par  une  transformation 
de  Cremona.  L'exemple  particulier  qui  suit  rendra  la  méthode 
plus  claire  et  montrera  comment  on  peut  suivre  la  disposition 
des  courbes  principales.  Considérons  la  transformation  dans 
laquelle  des  lignes  droites  sont  transformées  en  courbes  du 
cinquième  degré,  ayant  trois  points  ordinaires  ai,  aj,  flj» 
trois  points  doubles  6,,  63,  bi  et  un  point  triple  c.  Prc- 
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nons  cb%b^  comme  points  principaux;  par  une  transforma- 
tion du  second  degré,  lesquintiques  deviennent  des  cubiques, 
ayant  6,  pour  point  double  et  a^a^à^c'  comme  points  or- 
dinaires. Prenons  encore  a\b'^  d  comme  points  principaux 
et  opérons  une  nouvelle  transformation  du  second  degré; 
les  cubiques  deviennent  des  coniques  passant  par  a\a\b\\ 
enfin  une  nouvelle  transformation,  où  nous  prendrons  ces 
points  pour  points  principaux,  transformera  ces  dernières 
courbes  en  droites.  De  la  même  manière,  nous  pouvons  voir 
comment  sont  transformées  les  droites  du  premier  système^ 
ou,  plus  généralement,  comment  sont  transformées  les  courbes 
de  l'ordre  k  passant  a^  fois  par  le  point  ai , . . . .  Après  la  pre- 
mière transformation,  nous  avons 

k'  =:  2  A'  —  c  —  fr|  —  6,, 

c'  =  X:  —  6,  —  ^„ 

b\^=  k  —  c  —  bt9     b'^r=ik  —  c  —  6„     b'^  =  ^3, 

a',  =:a,,     a'jj  =  a,,     ^3=0,. 

Après  la   seconde  transformation,  où  a!j,  6,,  c'  sont  les 
points  principaux,  nous  avons 

k'  =  3  A:  —  2  c  —  «3  —  bi  —  b^—  b^, 

c"  z=zik  —  c  —  ai  —  bi  —  ^j  —  63, 

b\  =  k  —  c  —  b^y     b^zrzk^c  —  aiy     b\  =  k  —  c  —  b^, 

a^-=z  k  —  c  —  63,     flj  =  a,,     a'mai. 

Enfin,  après  la  troisième  transformation,  les  points  princi- 
paux étant  a',  a^,  63,  nous  avons 

A^r=  5  A:  —  3c  —  2  6,  —  2  6,  —  2  Ô3  —  a,  —  a,  —  ai, 

c*=2A:  —  c — 6j  —  bi — ^3  —  a3, 

a[z=L2k  —  c  — 61  —  bx  —  b%  —  a],  al^^iLk — c — ^i  — 6|  — ^,— a,, 

àl^k^e  —  bt, 

b1=k^  c  —  ^1,     b1=  k-^c  —  b^, 

6^=  SA:—  2c  —  ô,  —  ^j  —  63  — ûf,  —  ai— ^3. 
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Si  nous  posons  A*  =  i  et  si  nous  supposons  que  les  autres 
lettres  soient  égales  à  zéro,  nous  voyons  que  des  lignes  droites 
se  transforment  en  courbes  du  cinquième  degré  ayant  en 
commun  un  point  triple,  trois  points  doubles  et  trois  points 
simples.  Pour  suivre  la  correspondance  des  points  principaux, 
nous  remarquons  que  dans  la  première  transformation  au 
point  c  correspond  la  droite  b\b\\  dans  la  seconde  trans- 
formation, celle-ci  a  pour  correspondante  une  conique  passant 
par  (f ci\b''^b\b\  et  enfin  à  cette  conique  coiTespond  une 
cubique  ayant  b1  comme  point  double  et  les  six  points  res- 
tants comme  points  ordinaires.  Les  Tableaux  suivants  donnent 
les  effets  des  différents  genres  de  transformation  de  Cremona 
jusqu'à  n  =  6.  Les  valeurs  indiquent  aussi  les  courbes  qui 
correspondent  aux  points  principaux.  Ainsi  (Exemple  3)  la  va- 
leur 0^=3  A*  —  2C  —  2(a)  indique  qu'à  C  correspond  une  cu- 
bique ayant  c  comme  point  double  et  passant  par  les  points  a. 

Exemple  1  (II).  —  n  =  2,  ai  =  3. 

A:'  =  a  A  —  «t  —  «j  —  «s» 
a\  =  k  —  ai  —  aj,     a']  =  A  —  ai  —  ai,     a'i  =  A  —  ai  —  Of. 

Exemple  2  (III).  —  n  =  3,  «i  =  3,  a,  =  i. 

k'  =  3  A  —  a  6  —  ai  —  aj  —  a^  —  a^, 
b'  =  a  A  —  b  —  ai  —  a^  —  a^  —  a^, 
a'i  =  A  —  6  —  ai  — 

Exemple  3  (IV,  1  ).  —  n  =  4,  «i  =  6,  «i  =  o,  a,  =  i. 

A'=4A  — 3c  — 2(a), 
c'  =  3A  — ac—  S(a), 
a'i  =  A  —  c  —  ai — .... 

Exemple  4  (IV,  2).  —  n  =  4,  «i  =  3,  a,  =  3. 

A'=4A  — a2(6)  — 2(a), 
6',  =  aA  — 2(6)— a,  — as,     6',  =  .., 
a  j  =  A  —  ôj  —  6j,     .... 
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Ekeuple  5  (V,  1).  —  n  =  5,  «1  =  8,  «j  =  o,  «3  =  0,  «4  =  1. 

A:'=5A:  — 4a— S(a), 
a'  =  4A:  — 3a  — S(a),     a'i  =  A:  — a  — ai. 

EiBMPLB  6  (V,  2).  —  n  =  5,  «j  =  3,  a,  =  3,  aj  =  i. 

A'rsSA:  — c  — aS(6)— S(a), 
c'  =  3A--2c— 2(6)— S(a), 
6;  =  a^  — c  — ai  — 2(6), 
a\^  k—  c  —  bi. 

Exemple  7  (  Vj  3).  —  n  =  5,  «i  =  o,  «i  =  6. 

A:'=5A:  — 22(ô), 
6',  =  aA:— 6j— 63— 64  — 65— 6«,     ... 

Exemple  8  (VI,  i).  —  n  =  6,  ai  =  10,  «i  =  i. 
A'=6it— 5c  — 2(a),     e'  =  5A:  —  4c— 2(a),     a'i  =  A:  — c  — ai,     .... 

Exemple  9  (Vï,  2).  —  /i  =  6,  %t  =  1,  a,  =  4,  «3  =  2. 

A:' =  6A:  —  3  2(c)  —  2  2(6)  —  a, 
e'i  =  3A:— 2Ci  — cj—  2(6)— a. 
6',  =  2A:  —  2(c)  —  62  —  63  —  6v, 
a'=  A:  — 2(c). 

Exemple  10  (VI,  3).  —  n  =  6,  «i  =  4,  a,  =  i,  «i  =  3. 

>t' =  6A:  —  32(c)— 26  —  2(a), 
flr=4A:  — 2S(c)  — 6  — 2(a), 

6'i  =  2A:  — 2(c)  — 6  — a'i,     6i  = 

aj  =  A:— e:— C3,     a',  =  .... 

Exemple  11  (VI,  4).  —  n  =  6,  aj  =  3,  a,  =  4,  «3  =  0,  a^  =  i. 

A:'  =  6^  — 4^—22(6)— 2(a), 

c\=3A:  —  2û?— 2(6) — ai — as,     c,  =  ...,     c',  =  ...,     .... 

6'=2A:  — fi?-2(6), 

ai  =  A:  — a  — 6j,     a\  =  ,..,     aj  =  ...,     a^  =  ...,     .... 
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TRANSFORMATION  D'UNE  COURBE  DONNEE. 

363.  Les  conditions  assignéesdans  la  Section  précédente  sont 
nécessaires  pour  la  transformation  rationnelle  générale  entre 
deux  plans,  de  manière  qu'à  un  point  quelconque  de  Tun  ou 
Tautre  plan  corresponde  un  point  unique  dans  l'autre.  Mais 
elles  ne  sont  pas  nécessaires  pour  la  transformation  rationnelle 
si  nous  considérons  seulement  la  transformation  d'une  courbe 
donnée  S  =  o.  Appliquons  à  la  courbe  S  une  transformation 
j/  :  y  :  3'  =  U  :  V  :  W,  dans  laquelle  U,  V,  W  sont  des  fonc- 
tions du  /i*^'"®  degré  en  x^  y^  z,  mais  qui  ne  satisfont  pas  né- 
cessairement aux  conditions  de  Cremona;  il  est  évident  qu'à 
un  point  quelconque  du  premier  plan  correspondra  un  point 
unique  du  second  plan,  puisque  a^  ^  y  y  z'  sont  donnés  sous 
forme  de  fonctions  rationnelles  de  x^  y^  z.  Mais,  d'après  la 
théorie  précédente,  si  U,  V,  W  ont  en  commun  a,  points 
ordinaires,  aa  points  doubles,  etc.,  à  un  point  quelconque  du 
second  plan  correspondront  ri^  —  ai  —  4°^2  —  •  •  •  points  du 
premier  plan,  et  ce  nombre,  que  nous  appellerons  B,  sera 
ordinairement  différent  de  l'unité.  Le  lieu  des  points  dans  le 
second  plan,  qui  correspondront  aux  points  de  la  courbe  S, 
sera  une  courbe  S'  correspondant  à  S,  et  un  point  quel- 
conque de  la  première  courbe  aura  pour  correspondant  un 
point  bien  défini  F  de  la  seconde.  Mais,  d'après  ce  que  nous 
venons  de  dire,  on  voit  qu'à  F  correspondront  dans  la  pre- 
mière figure,  outre  le  point  P,  8  —  i  autres  points;  ces  der- 
niers ne  seront  généralement  pas  sur  la  courbe  S,  et  la  courbe 
de  la  première  figure  qui  correspond  à  S'  se  composera  de  S 
et  d'une  courbe  résiduaire,  lieu  des  6  —  i  autres  points.  Et 
si  nous  n'avons  égard  qu'aux  points  de  la  courbe  S,  nous 
voyons  qu'un  point  P  de  S  a  pour  correspondant  un  seul 
point  P  de  S'  et  que  de  même  à  un  point  F  de  S'  correspond 
aussi  un  point  unique,  bien  défini,  P  de  S. 
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Ainsi,  bien  que  les  équations  a:'  :j'  :  z'  =  U  :  V  :  W  ne  suf- 
fisent pas  par  elles-mêmes  pour  donner  des  expressions 
rationnelles  de  x,  y  y  z  en  fonction  de  a:',  y^  z\  les  circon- 
stances sont  différentes  quand  nous  combinons  Téquation 
S  =  o  avec  ces  équations.  Si,  entre  toutes  ces  équations^  nous 
éliminons  x^y,  z,  nous  obtenons  une  équation  S!  =  o  qui  est  la 
condition  de  la  coexistence  du  système  d'équations.  Et  quand 
cette  condition  est  vérifiée,  nous  avons  montré  {Algèbre 
supérieurCy  Leçon  X)  que  nous  pouvons  en  général  déter- 
miner rationnellement  les  valeurs  de  x,  y,  z  qui  satisferont  à 
toutes  les  équations  du  système.  Nous  voyons  ainsi  que,  quand 
une  courbe  donnée  S  est  transformée  par  la  substitution 
^  t  J^  I  s'  =  U  :  V  :  W,  nous  pouvons  en  général  obtenir  une 
relation  réciproque  rationnelle  x\y\z=z\i'  \y'  \  W. 

£xBUPLB.  —  Supposons  qu'on  nous  donne 

Ici  des  lignes  droites  dans  le  second  plan  ont  pour  correspondantes 
dans  le  premier  plan  des  coniques  qui  ont  en  commun  les  deux 
points  ^z,  zx;  et  par  conséquent  à  un  point  du  second  pian  corres- 
pondront en  général  deux  points  du  premier.  On  trouve  facilement 
les  expressions  générales  de  a?,  y,  z  en  fonction  de  a?',  y,  z',  en  re- 
marquant que  X — y,  x  —  z  sont  respectivement  proportionnels  à 
af^y\  af  —  z\  le  sens  géométrique  de  cette  relation  consiste  en  ce 
que  les  points  (ar,  y^  z),  {x,y,  V),  considérés  comme  appartenant  au 
même  plan,  sont  collinéaires  avec  le  point  (i,  i,  i).  En  d'autres  termes, 
les  équations  sont  satisfaites  en  posant  x=^x'-^'k,  y  =. y ->(-)<, 
-s  =  -»'  -f-  X,  et  X  est  déterminé  par  l'équation  du  second  degré 

2X*4-(x'-hy-h  v)X  -hyy  =  o. 

Il  est  évident  qu'à  un  système  quelconque  de  valeurs  de  (a/, y,  z') 
correspondront  deux  systèmes  de  valeurs  pour  (a?,^,  z).  Mais  il  n'en 
est  plus  ainsi  si  nous  considérons  la  transformation  d'une  courbe 
donnée.  Par  exemple,  prenons  dans  le  premier  plan  une  droite 
^x  ->r^y  -\-^z\\^  relation  entre  un  point  de  cette  droite  et  le  point 
correspondant  du  second  plan  est  donnée  par  les  équations 
*  =  a;'H-  X,. . .,  dans  lesquelles  (2  -H  ^  -h  7)À  =  — (aar'-f-^y-t- Y^'). 
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De  même,  si  nous  avons  line  conique  S  dans  le  premier  plan,  et  si, 
par  la  substitution  a7  =  ar'-4-X,  ...,  S  devient  X« -f- P X -+- S',  la 
courbe  qui  correspond  à  S  est  la  quartique  obtenue  en  effectuaDt 
Télimination  entre  les  équations 

X»  H-  P  X  H-  S'  =  O,      2X«  4-  (X'  -h/  -+-  Z')l  H-y  5'  =  O 

et  l'on  obtiendra  l'expression  de  x  en  fonction  de  â/  en  prenant 
pour  X  la  racine  commune  à  ces  équations  et  qui  est  donnée  par 
l'équation  [aP  —  (a?'  -+-/  H-  V )]X  -+-  aS'  — y  V  =  o. 

364.  Le  genre  d'une  courbe  n'est  pas  altéré,  non  seulement 
par  une  transformation  de  Cremona,  comme  nous  Tavons  déjà 
démontré,  mais  encore  par  une  transformation  quelconque, 
dans  laquelle  un  point  d'une  courbe  a  pour  correspondant  un 
point  unique  de  Tautre  courbe  (*).  On  peut  le  démontrer  de 
la  manière  suivante. 

Remarquons  d'abord  que  dans  la  transformation  rationnelle 
entre  deux  plans,  dans  laquelle  un  point  A  a  pour  corres- 
pondant un  seul  point  A',  si  une  courbe  passe  deux  fois  par 
A,  la  courbe  correspondante  doit  passer  deux  fois  par  A'; 
autrement  dit,  à  un  point  double  d'une  courbe  doit  cor- 
respondre un  point  double  sur  l'autre  courbe.  Mais  si  A  cor- 
respond à  plus  d'un  point,  par  exemple  à  A',  B',  . . . ,  si  la 
seconde  courbe  passe  à  la  fois  par  A'  et  B',  la  première  courbe 
passera  deux  fois  par  A,  c'est-à-dire  qu'un  point  double  d'une 
courbe  peut  avoir  pour  correspondant  un  point  double,  mais 
il  peut  aussi  lui  correspondre  un  couple  de  points  distincts 


(^)  C'est  Riemann  qui  a  le  premier  déduit  ce  théorème  de  la  théorie  des 
fonctions  abéliennes  {Journal  de  Crelle,  LIV,  i33).  La  démonstration  donnée 
ici  est  la  même,  en  substance,  que  celle  deZeulhen  {Mathematisclie  Annalen, 
m,  i5o).  Mais  le  D'  Fielder  m'apprend  qu'elle  a  été  indiquée  auparavant  par 
Bcrtini  (Battaglini  GiornalCy  VII,  io5;  1869).  Voir  aussi  une  démonstralioo 
dans  la  Théorie  der  Abelschen  functionen  de  Clebsch  et  Gordan,  p.  5i, 
pour  le  cas  où  les  courbes  d'un  système  qui  correspondent  aux  droites  de 
l'autre  n'ont  pas  en  commun  de  points  multiples  d'ordre  plus  élevé  que  le 
second. 
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SUT  l'autre  courbe.  De  la  même  manière,  si  A',  B'  coïncident, 
nous  pouvons  avoir  sur  Tune  des  courbes  un  rebroussera  en  t 
qui  corresponde  à  un  rebroussement  ou  à  un  couple  de  points 
coïncidents  sur  Pautre. 

Considérons  maintenant  deux  points  fixes  correspondants 
A,  A'  situés  chacun  sur  chacune  des  deux  courbes  corres- 
pondantes S,  S';  supposons  que  les  ordres  respectifs  de  ces 
courbes  soient  m  et  m',  et  admettons  qu'elles  soient  dans 
le  même  plan.  Considérons  aussi  deux  points  variables  cor- 
respondants M/ M',  et  cherchons  le  degré  du  lieu  de  Tinter- 
section  des  droites  AM,  A' M'.  Prenons  une  position  fixe  quel- 
conque de  la  droite  AM  ;  comme  elle  rencontre  la  première 
courbe  en  m  —  i  points  différents  de  A,  il  y  a  m  —  i  positions 
correspondantes  de  la  droite  A' M',  et  en  conséquence  AM  ren- 
contre le  lieu  en  m  —  i  points  distincts  de  A.  Mais  si  nous 
considérons  la  droite  AA',  il  est  facile  de  voir  de  la  même 
manière  qu'elle  ne  rencontre  le  lieu  qu'au  point  A  compté 
m' —  I  fois  et  en  A'  compté  m  —  i .  Nous  voyons  ainsi  que  le 
lieu  est  du  degré  m-^  m!  —  a  et  que  les  points  A,  A'  sont 
respectivement  des  points  multiples  de  l'ordre  m!  —  i ,  m  —  i. 

Cherchons  maintenant  dans  quels  cas  AM  est  tangente  au 
lieu.  Ceci  aura  lieu  quand  deux  des  droites  A' M'  correspon- 
dant à  AM  coïncideront  sans  que  nous  ayons  en  même  temps 
une  coïncidence  de  deux  des  droites  AM  qui  correspondent 
à  A'M'.  En  effet,  dans  ce  dernier  cas,  l'intersection  de  AM, 
A'M'  serait  un  point  double  du  lieu,  et  AM  ne  serait  pas  une 
tangente  ordinaire.  Mais  i^  si  AM  est  tangente  à  S,  AM  sera 
évidemment  tangente  au  lieu,  a"*  Si  AM  passe  par  un  point 
double  de  S,  suivant  que  ce  point  double  aura  pour  corres- 
pondants sur  S  un  point  double  ou  deux  points  simples  dis- 
tincts, nous  avons  comme  correspondants  sur  le  lieu  un  point 
double  ou  un  couple  de  points  distincts;  mais  dans  aucun  de 
ces  cas  AM  n'est  une  tangente  ordinaire.  3®  Si  AM  passe 
par  un  point  de  rebroussement  de  S,  suivant  qu'à  ce  rebrous- 
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sèment  correspondra  sur  S'  un  rebroussement  où  un  couple 
de  points  coïncidents,  AM  passera  par  un  point  de  rebrous- 
sement du  lieu  ou  sera  une  tangente  ordinaire. 

On  voit  diaprés  i®  et  3°  que  le  nombre  des  tangentes 
ordinaires  issues  de  A,  joint  au  nombre  des  rebroussements, 
est  le  même  pour  le  lieu  et  la  courbe  S.  C'est  en  exprimant 
cette  égalité  que  nous  obtenons  la  relation  qui  lie  les  courbes 
S  et  S'.  Nous  avons  démontré  (n®  79)  que  le  nombre  des  tan- 
gentes qu'on  peut  mener  à  une  courbe  du  m*®"*  degré  par  un 
point  multiple  d'ordre  r  est  m}  —  m  —  r(r  +  i),  ou  bien 
qu*il  est  inférieur  à  la  classe  de  la  courbe  d'une  quantité  égaie 
à  2r.  Si  donc  N  est  la  classe  de  la  courbe,  lieu  étudié,  le 
nombre  des  tangentes  qu'on  peut  lui  mener  de  A  (qui  est  un 
point  multiple  d'ordre  m' —  i)  sera  N  —  a(/n'  —  i);  et  si  nous 
représentons  par  k  le  nombre  des  rebroussements  du  lieu,  ei 
par  n  la  classe  de  S,  l'égalité  que  nous  voulons  exprimer  est 

N  —  2(/n'  — i)-hK  —  71  —  2  -hx. 

De  même,  si  nous  considérons  les  tangentes  issues  de  xV,  i] 
vient 

N  —  2  (m  —  i) -H  K.  =  n' —  2  4- x', 

et  nous  en  déduisons  en  conséquence 

n  —  2  m  4-  X  =:  /i'  —  2  m' H-  x', 

ou  bien,  si  nous  remplaçons  npar  sa  valeur  m^  —  m  —  20  —  3::, 

|(m  — i)(/w  — 2)  — 8— x=i(m'— i)(m'  — 2)  — 8'-/  (»)• 

C.    Q.    F.    D. 


(')  Zeuthen  démontre  de  la  même  manière  que  si,  au  lieu  de  la  corres- 
pondance rationnelle  des  deux  courbes,  a  points  de  S  correspondent  à  un 
point  de  S',  et  a'  points  de  S'  à  un  point  de  S,  et  si  tj  t'  représentent  les 
nombres  des  cas  où  deux  des  points  %  ou  a'  coïncident,  on  a 

f  — /'-2a'(D  —  I)  — aa  (D'— i). 
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363.  Nous  démontrerions,  comme  dans  le  n®  361,  que  si 
nous  transformons  une  courbe  S  du  m'*"*  ordre  à  l'aide  de  la 
transformation  ^  :  y  :  -s'  =  U  :  V  :  W,  dans  laquelle  U,  V,  W 
sont  des  fonctions  du  jd»^'»«  ordre,  comme  les  points  où  une 
droite  arbitraire  rencontre  la  transformée  correspondent  aux 
points  où  aU  -|-  P V  +  yW  rencontre  S,  Tordre  de  la  courbe 
transformée  est  mp  —  a,  —  2a2,  ...  ;  ici  a,,  aj,  ...  repré- 
sentent les  nombres  de  points  simples,  doubles,  etc.,  com- 
muns à  U,  V,  W  et  qui  sont  aussi  situés  sur  S.  Cherchons 
maintenant  comment,  par  cette  transformation,  nous  pouvons 
abaisser  autant  que  possible  Tordre  de  la  courbe  transformée. 
Nous  voyons,  comme  dans  le  n°  353,  que  U,  V,  W  peuvent 
être  assujetties  à  satisfaire  à  deux  conditions  de  moins  qu'il 
n'en  faut  pour  déterminer  une  courbe  d'ordre  /?,  c'est-à-dire 
à^/?(/>-f-3) — a  conditions;  et  nous  disposerons  évidem- 
ment de  ces  conditions  de  manière  à  réduire  le  plus  possible 
Tordre  de  la  courbe  transformée  si  nous  faisons  passer  U,  V, 
W  par  autant  de  points  doubles  de  S  que  cela  sera  possible. 
Soit  D  le  genre  de  S,  le  nombre  de  ses  points  doubles  est  en 
conséquence  ^{m^  —  3  m)  —  D  -h  i  ;  prenons  en  premier  lieu 
p=:m  —  I  ;  dans  ce  cas,  nous  pouvons  faire  passer  U,  V,  W 
par  ^{m^  -\-  m)  —  3  points.  Nous  pouvons  donc  faire  passer 
les  courbes  par  tous  les  points  doubles  et  par  2  m  +  D  —  4 
autres  points  de  S.  Si  donc  nous  posons  ai  =  2m  +  D  —  4» 
a2  =  ^(m2  —  3m)  —  D  -h  i,/?  =  m  —  1 ,  nous  trouverons  que 
Tordre  de  S'  est  mp  —  a,  —  aao  =  D  +  2. 

Supposons  maintenant  p  ^  m  —  2,  ce  qui  implique  évi- 
demment que  m  est  plus  grand  que  2.  En  procédant  comme 
ci-dessus,  nous  voyons  que  nous  pouvons  prendre 

04=|(m*  — 3m)  — Dh-i,     «j  =i  m  -h  D  —  4 

et  que  Tordre  de  la  courbe  transformée  sera  encore  D  -f-  2. 
Enfin  admettons  que  /?  =  m  —  3  ;  nous  pouvons  prendre 
X2  =  ^(m^ — 3m)  —  0-hi,   ai  =  D  —  3,    pourvu    toujours 
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que  D  soit  plus  grand  que  3,  et  nous  trouvons  que  l^ordrede 
la  courbe  transformée  est  D-i-i.  La  courbe  transformée  a, 
comme  nous  l'avons  démontré,  le  même  genre  que  la  courbe 
primitive;  il  s'ensuit  alors  qu'une  courbe  d'ordre  m  et  de 
genre  D,  ou  qui  a  ^(iw^  —  3m)  —  D  +  i  points  doubles,*peut 
se  transformer  en  une  courbe  d'ordre  D  +  a,  de  genre  D, 
c'est-à-dire  qui  a  ^(D^  —  D)  points  doubles;  ou  bien,  quand 
D  est  plus  grand  que  2,  en  une  courbe  de  l'ordre  D  -f- 1  avec 
*(D2  —  3D)  points  doubles. 

Ainsi,  en  particulier,  une  courbe  peut  être  transformée 
comme  il  suit  : 

Si  D  =  o,  en  une  conique  (*). 

D  =  I,  en  une  cubique. 

D  =  2,  en  une  quartique  avec  un  nœud. 

D  r=  3,  en  une  quartique. 

D  =  4i  61^  une  quintique  avec  deux  nœuds. 

D  ^  5,  en  une  courbe  du  6«  degré  avec  5  nœuds. 

D  =  6,  en  une  courbe  du  7®  degré  avec  9  nœuds. 

D  =  7,  en  une  courbe  du  8*  degré  avec  i4  nœuds, 
ou  une  courbe  du  6*  degré  avec  3  nœuds. 

336.  Nous  n'avons  pas  besoin  de  nous  arrêter  au  cas  des 
courbes  unicursales.  Ici  D  =  o  et  la  courbe  transformée  esl 
une  conique;  les  coordonnées  cc'^y'^  5'  peuvent,  comme  on 
le  sait,  être  exprimées  sous  forme  de  fonctions  du  second 
degré  d'un  paramètre  8;  les  coordonnées  x^  y^  z^  qui  sont 
exprimables  sous  forme  de  fonctions  rationnelles  de  x\  y, 


(*)  Bien  que  la  méthode  qu'on  vient  d'exposer  transforme  le  cas  D  =  0  en 
une  conique  seulement,  la  transformation  crémonienne  permet  de  transfor- 
mer encore  la  conique  en  une  droite. 

Pour  plus  de  détails,  voir  Ju.ng  et  Armenante,  Giornale  de  BaUaglini, 
l.  VII,  p.  235,  et  Brill  et  Noetoer,  Mathemat.  Annalen,  t.  VII,  p.  298. 
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z  y  peuvent  donc  être  exprimées  sous  forme  de  fonctions  ra- 
tionnelles de  0. 

Considérons  maintenant  le  cas  D  =  i.  Ici  la  courbe  trans- 
formée est  une  cubique  et  il  faut  remarquer  que,  de  quelque 
manière  qu'on  effectue  la  transformation,  la  cubique  résul- 
tante aura  toujours  le  même  invariant,  c'est-à-dire  que  le  rap- 
port anharmonique  des  quatre  tangentes  menées  d'un  point 
de  la  courbe  sera  le  même  (n**  229).  Quand  D  =  i ,  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  de  la  courbe  peuvent  s'ex- 
primer en  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  0  et  de  y^B, 
où  6  est  une  fonction  du  quatrième  degré  de  0.  Il  suflGt  de  dé- 
montrer cette  proposition  pour  le  cas  d'une  cubique,  puisque 
jc,r,  5  peuvent  s'exprimer  comme  fonctions  rationnelles  de  j:*, 
y,  y;  et  pour  le  cas  d'une  cubique,  ce  résultat  se  voit  immédia- 
tement en  prenant  cette  courbe  de  manière  qu'elle  passe  par 
le  point  xy^  en  posant  dans  l'équation  y  =  0  j?,  ce  qui  permet 
d'obtenir  immédiatement  les  rapports  x\y\z  sous  la  forme 
en  question.  De  plus,  il  est  bien  évident  que  les  valeurs  de  0 
pour  lesquelles  B  =  o  sont  précisément  celles  qui  corres- 
pondent aux  quatre  tangentes  menées  de  xy  à  la  cubique. 

Nous  avons  vu  de  cette  manière  que  les  coordonnées  d'un 
point  d'une  courbe  pour  laquelle  D  =  i  peuvent  s'exprimer 
sous  forme  de  fonctions  rationnelles  de  0  et  de  ^;  et  par 
une  transformation  linéaire  de  0,  c'est-à-dire  en  remplaçant  ( 

par  une  fonction  convenablement  déterminée  — r ^,9  nous 

c6  H-rf 


pouvons  mettre  \J%  sous  la  forme  \j{\  —  6'')(i  —  ât^Ô^).  Si  nous 
posons  0  =  sinamf/,  cette  quantité  est  cosamt/Aami^  et 
nous  pouvons  dire  que  les  coordonnées  d'une  courbe  dont 
le  genre  est  i  peuvent  s'exprimer  sous  forme  de  fonctions 
elliptiques  d'un  paramètre  u. 

367.  Il  existe  une  théorie  semblable  pour  le  cas  où  le 
genre  est  égal  à  a  et  où,  par  conséquent,  la  courbe  est  réduc- 
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tible  à  une  quartique  nodale.  Si  nous  prenons  le  nœud  de  la 
quartique  pour  le  point  xy  et  si  nous  posons  J»'  =  Ox,  nous 
pouvons  exprimer  immédiatement  les  rapports  x\y  \  z  sôus 
forme  de  fonctions  rationnelles  de  Q  et  ^,  B  étant  maintenanl 
une  fonction  du  sixième  degré  en  0;  ceci  équivaut  à  dire  que 
les  coordonnées  sont  exprimables  comme  fonctions  hyperel- 
liptiques  de  première  espèce  d*un  paramètre  e/.  Pour  des 
valeurs  plus  élevées  de  D,  les  coordonnées  sont  des  fonctions 
irrationnelles  d'un  paramètre,  et  ce  n*eslque  dans  des  cas  parti- 
culiers qu'elles  peuvent  être  exprimées  au  moyen  de  radicaux. 

368.  Avant  de  quitter  cette  partie  du  sujet,  nous  devons 
indiquer  une  autre  méthode  à  Taide  de  laquelle  on  peut 
étudier  le  même  problème.  Nous  pouvons  partir  des  équations 
qui  lient  les  coordonnées  (^,  JKi  2)  et  {x\  y,  -5').  Supposons 
que  ces  équations  soient  A  =  o,  B  =  o,  C  =  o  et  que  chaque 
équation  soit  homogène  en  xyz  et  x!y  2!^  et  ait  par  rapport 
à  ces  variables  les  ordres  a,  è,  c;  a\  b\  d  respectivement.  Si 
entre  ces  trois  équations  nous  éliminons  {x',y^  V),  nous 
obtenons  une  équation  S  =  o  de  l'ordre  aè'c'  4-  bda^  -{-cciV 
en  xyz,  et  si  nous  éliminons  xyz^  nous  avons  une  équation 
S'  ==  o,  de  l'ordre  a^  bc  -4-  b'ca  +  dab  en  x^yz!.  Les  condi- 
tions S  =  o,  S'  =  o  doivent  être  satisfaites  pour  que  les  équa- 
tions A  =0,6=0,  G  =  ©puissent  coexister;  mais,  pour  touU 
système  de  valeurs  {x^y,  z)  vérifiant  l'équation  S  =  o,  nous 
pouvons  trouver  un  système  correspondant  de  valeurs  de  x^z^ 
qui  satisfasse  aux  équations  A  =  o,  B  =  o,  C  =:  o,  et  par  con- 
séquent à  S'  =  o.  On  peut  chercher  le  nombre  de  points  dou- 
bles de  la  courbe  S  parles  méthodes  exposées  AdXïsV Algèbre 
supérieure^  et  le  résultat  que  j'ai  obtenu  est  le  suivant  : 

{b'  c'  {b'  c'  —  i)a}  ^\d  a'  (c'  a'  --i)b^^\a'  b'  {a'  V  -i)c^ 
-u[(a'ô'  — i)(c'a'~i)-î(a'  — i)(a'— 2)]fec 
-t-[(6'c'  —  i)(a'fe'  — I)  — i(^-i)(6'— 2)]ca 
4-[(c'a'  — i)(6'c'  — I)  — i(c'-i)(V  — 2)iaZ>. 
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Il  existe  évidemment  pour  le  nombre  des  points  doubles  de 
S'  une  expression  semblable  qu'on  réduit  de  la  précédente 
par  un  échange  de  lettres  accentuées  et  non  accentuées.  Dans 
l'un  et  Tautrc  cas,  nous  trouvons  que  le  genre  est  j(û  -j-  2), 

où 

ù  =  a^b'c' -{-  b^c'a' 4-  c^a'b' -+-  a'^bc -f-  b'^ca  -h c'^ab 

-H  2aa^ {b&  -{-  cb')-+-  2  bb' {ca'  -^  ac')  ■+■  2C& (ab'  -h  ba') 
—  3 (aô'c'  -h  ôcV  -+-  ca'b'  4-  a'  6c  -+-  b'ca  -{-  c'ab). 

Nous  retrouvons  ainsi  le  théorème  énoncé  précédemment,  que 
les  deux  courbes  ont  le  même  genre. 
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369.  Ce  que  nous  avons  dit  jusqu'ici  suffit  pour  faire  com- 
prendre la  théorie  de  la  correspondance  rationnelle  ;  dans  ce 
qui  suit,  nous  considérons  la  correspondance  générale  de 
deux  points  P,  F  situés  sur  une  même  courbe  et  tels  que 
l'un  d'eux  détermine  l'autre.  Supposons  qu'à  une  position 
donnée  de  P  correspondent  a'  positions  de  P',  et  à  une  po- 
sition donnée  de  F,  a  positions  de  P;  on  dit  que  la  corres- 
pondance est  une  correspondance  (a,  a').  Quand  a=  a'=  i, 
elle  est  appelée  rationnelle. 

Comme  exemple  simple  de  correspondance  sur  une  courbe 
donnée  de  m*^"*  ordre,  supposons  que  les  points  P,  P'  soient 
coUinéaires  avec  un  point  fixe  O  (c'est-à-dire  que  la  droite 
PF  passe  par  O);  siP  est  donné,  il  y  a  m  —  i  positions  de  F, 
et  si  P'  est  donné,  il  y  a  m  —  i  positions  de  P;  en  d'autres 
termes,  ceci  constitue  une  correspondance  (m — i,  m  —  i). 
Nous  avons  déjà  indiqué  ce  genre  particulier  de  correspon- 
dance dans  le  cas  du  cercle  {voir  n^  347).  Cette  correspon- 
dance est  évidemment  rationnelle  dans  le  cas  de  la  conique,  ou 
quand  m  =  a. 
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Si  le  point  O  est  sur  la  courbe  donnée,  à  une  position 
donnée  de  l'un  des  points  correspondent  m  —  a  positions  de 
l'autre^  ou  plus  généralement,  si  O  est  un  point  multiple 
d'ordre  a  de  la  courbe,  à  une  position  donnée  de  Tun  des 
points  correspondent  m  —  a  —  i  positions  de  l'autre  point, 
c'est-à-dire  que  la  correspondance  est  une  correspondance 
{m  —  a  —  I,  m  —  a  —  i).  Remarquons  que  nous  aurons  de 
cette  manière  une  correspondance  (i,  i)  de  points  sur  une 
cubique  (en  prenant  le  point  O  à  volonté  sur  la  courbe)  ou 
sur  une  quartique  nodale  (en  prenant  O  au  point  double), 
mais  que  nous  ne  pourrons  pas  obtenir  une  correspondance 
(i,  i)  de  points  sur  une  quartique  générale. 

370.  Dans  ce  qui  précède,  la  correspondance  a  été  symé- 
trique, ce  qui  revient  à  dire  qu'en  partant  d'un  des  poinL» 
Fautre  s'obtient  par  la  même  construction  et  que  a  =  oc'.  Mais, 
comme  exemple  de  correspondance  non  symétrique,  supposons 
que  V  soit  défini  comme  le  tangentiel  de  P;  ici,  P  étant 
donné,  P'  est  l'une  des  intersections  de  la  tangente  en  P  avec 
la  courbe  (et  par  suite  à  une  position  donnée  de  P  corres- 
pondent m  —  2  positions  de  P).  Mais,  P'  étant  donné,  P  est 
un  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  par  P'  à  la 
courbe  (et  conséquemment  à  une  position  donnée  de  P'  coi^ 
respondent  n  —  2  positions  de  P,  si  n  est  la  classe  de  la 
courbe)  ;  nous  avons  ainsi  une  correspondance  (m  —  2,  n—  a). 
Il  esta  peine  nécessaire  de  remarquer  que  nous  pouvons  avoir 
oL^fx!  sans  que  la  correspondance  soit  symétrique. 

37i.  Dans  le  cas  d'une  courbe  unicursale,  à  un  point 
donné  sur  la  courbe  correspond  une  seule  valeur  du  para- 
mètre 6  ;  et  une  valeur  donnée  de  0  détermine  un  seul  point 
sur  la  courbe  (en  d'autres  termes,  si  nous  généralisons  la 
notion  de  correspondance,  nous  pourrions  dire  qu'un  point 
de  la  courbe  et  le  paramètre  de  ce  point  ont  une  correspon- 
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dance  (  i ,  i  ).  Il  en  résuite  immédiatement  que,  si  le  point  P  a 
a  positions,  son  paramètre  doit  être  donné  par  une  équation 
de  Tordre  a;  si  donc,  comme  ci-dessus,  les  points  P,  F  ont 
aussi  une  correspondance  (a,  a'),  la  relation  entre  leurs  para- 
mètres doit  être  déterminée  par  une  équation  de  la  forme 
(6, 1  )«(6',  i)«'=  o,  c'est-à-dire  que,  6  étant  donné,  Téquation 
sera  de  Tordre  a'  en  6';  mais,  6'  étant  donné,  elle  sera  de 
Tordre  a  en  6. 

372.  Un  point  peut  se  correspondre  à  lui-même;  on  dit 
alors  que  c'est  un  point  uni:  ainsi,  quand  les  points  P,  P'sonl 
collinéatres  avec  un  point  fixe  O,  il  est  clair  que  le  point  de 
contact  d'une  tangente  menée  par  O  à  la  courbe  est  un  point 
uni;  et  si  ce  sont  les  seuls  points  unis,  leur  nombre  est 
égal  à  n. 

Les  seuls  autres  points  qui,  à  première  vue,  pourraient 
sembler  des  points  unis  sont  les  points  doubles  et  les  points  de 
rebroussement  de  la  courbe.  En  effet,  si  nous  supposons  P 
situé  en  un  nœud  ou  en  un  point  de  rebroussement,  la  droite 
OP  rencontrera  la  courbe  au  point  P,  qui  compte  comme  une 
des  m  —  I  intersections  et  en  m  —  2  autres  points  ;  ou 
ce  qui  revient  au  même,  la  droite  menée  de  O  au  nœud  ou 
au  rebroussement  rencontrera  la  courbe  au  nœud  ou  rebrous- 
sement compté  deux  fois  et  en  (m  —  2)  autres  points.  Mais 
dans  le  cas  du  nœud,  les  deux  intersections  en  ce  point 
appartiennent  à  des  branches  de  courbes  différentes;  en 
d'autres  termes,  nous  pouvons  dire  qu'elles  sont  coïncidentes, 
mais  qu'elles  ne  sont  pas  consécutives;  la  distinction  se  voit 
bien  quand  il  s'agit  d'une  courbe  unicursale  ;  pour  ce  point 
double,  nous  avons  alors  deux  valeurs  distinctes  de  6,  pour 
chacune  desquelles  les  coordonnées  ont  les  mêmes  valeurs  ; 
dans  le  cas  d'un  point  de  rebroussement,  ces  deux  valeurs  de 
0  deviennent  identiques;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  droite 
menée  de  O  au  point  de  rebroussement  (quoique  n'étant  pas 
S.  —  Courbes  planes.  3» 
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uQe  tangente  à  la  courbe  dans  le  sens  propre  de  ce  mot)  est 
une  tangente  dans  un  certain  sens,  alors  que  la  droite  menée 
de  O  à  un  ppint  double  n'est  pas  une  tangente  à  la  courbe. 
Nous  en  concluons  qu*un  noeud  n'est  pas  un  point  uni;  dans 
une  acception  spéciale ,  un  rebroussement  est  un  point  uni 
et  nous  avons  en  outre  les  points  unis  proprement  dits,  qui  sont 
les  points  de  contact  des  tangentes  menées  de  O  à  la  courbe. 
Revenons  à  la  courbe  unicursale  et  à  l'équation 

(e,l)«(e',,)«'::=:0; 

en  un  point  uni  nous  avons  0  =  0'  et  pour  trouver  ces  points 
nous  avons  une  équation  (6,  i)«'*^'=  o;  c'est-à-dire  que  si 
les  points  P,  F  ont  une  correspondance  (a,  a'),  Je  nombre 
des  points  unis  est  égal  à  a  +  a'.  Appliquons  le  théorème 
au  cas  où  P,  F  sont  colHnéaires  avec  le  point  fixe  O  :  la  cor- 
respondance est  (m  —  I,  m  —  i),  c'est-à-dire  que  le  nombre 
de  points  unis  serait  égal  à  2(m  —  i).  Le  nombre  des  points 
de  contact  ou  points  unis  proprement  dits  est  égal  à  /i;  celui 
des  rebroussements  ou  points  unis  particuliers  est  égal  à  x 
et  nous  devons  avoir 

/H-)c  =  a(m  — i), 

ce  qui  a  lieu  en  effet  pour  une  courbe  unicursale  ayant  x  re- 
broussements. 

Dans  le  cas  où  P'  est  un  tangentiel  de  P,  on  a  vu  que  la 
correspondance  est  (/i  —  a,  m  —  2)  et  le  nombre  des  points 
unis  devrait  être  égal  à  m  -+•  n  —  4*  Nous  avons  ici  coroon* 
points  unis  proprement  dits  les  points  d'inflexion  et  comme 
points  unis  spéciaux  les  rebroussements;  leur  nombre  total 
est  égal  à  1 4-  X  ;  le  théorème  donne  donc  i4-x  =  m-i-/i  —  4 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  1=  3(m  —  a) —  2x:  c'est  ce  qu» 
a  lieu  réellement  pour  une  courbe  unicursale  à  x  rebrous- 
sements. 

373.  Considérons  le  point  P comme  donné;  la  conslruction 
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l^ëométrîque  à  eflecluer  pour  déterminer  P  revient  en  géné- 
ral à  ceci  :  c'est  que  nous  avons  une  certaine  courbe  6, 
dépendante  de  P,  qui,  par  ses  intersections  avec  la  courbe 
donnée,  détermine  les  points  F.  Dans  quelques  cas,  F  est 
Tune  quelconque  des  intersections  en  question  ;  mais,  dans 
d^autres  cas,  un  certain  nombre  d'entre  elles  coïncideront  en 
général  avec  P  et  doivent  être  mises  de  côté.  Ainsi,  dans  le 
cas  où  P,  V  sont  coUinéaires  avec  O,  la  courbe  6  est  la 
droite  OP  qui  rencontre  la  courbe  donnée  au  point  P  compte 
une  fois  (qui  doit  être  exclu)  et  en  m  —  i  autres  points.  De 
même ,  quand  F  est  un  tangentiel  de  P,  la  courbe  8  est  la 
tangente  en  P  qui  rencontre  la  courbe  donnée  au  point  P 
compté  deux  fois  (à  exclure)  et  en  m  —  a  autres  points. 

Il  y  a  plus,  la  courbe  8  peut  rencontrer  la  courbe  donnée 
en  des  points  qui  forment  deux  ou  plusieurs  classes  dis- 
tinctes, de  telle  manière  que  les  points  de  Tune  des  classes 
seulement  soient  des  positions  du  point  P.  Ainsi,  dans  1^ 
dernier  exemple,  en  échangeant  entre  eux  les  points  P,  F  el 
considérant  maintenant  F  comme  le  point  de  contact  d'un^ 
tangente  menée  à  la  courbe  par  le  point  P,  la  courbe  0  est  le 
système  des  n  —  a  tangentes  menées  de  P  à  la  courbe; 
chacune  d'elles  rencontre  la  courbe  au  point  P  compté  une 
Cois,  au  point  de  contact  F  compté  deux  fois  et  en  m  —  ii 
autres  points  F^  (qui  sont  les  cotangentiels  de  P,  c'est-à-dire 
que  PF'  est  tangent  à  la  courbe  en  un  point  P'  différent  de  P 
ou  F  ).  Ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  courbe©  de  l'ordre  n  —  2 
coupe  la  courbe  au  point  P  compté  n — 2  fois,  en  n — a 
points  F  comptés  chacun  deux  fois  et  en  (n —  2) (m  —  3) 
points  F  comptant  chacun  une  fois.  La  correspondance  (P,  P') 
csi,  comme  on  Ta  vu,  (/n  —  2,  n  —  2)  ;  la  correspondance 
;P,  F)  est  évidemment  (n —  2. m  —  3,  n  —  2. m  —  3). 

374.  Le  théorème  relatif  à  une  courbe  unicursale  conduit 
par  induction  à  ce  théorème  que,  pour  une  courbe  en  général, 
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le  nombre  des  points  unis  devrait  être  égal  à  a  +  a'  augmenté 
d'un  multiple  du  genre,  ou  bien  égal  à  a  4-  a'  +  A/.  aD  ;  mais, 
si  nous  admettons  que  la  courbe  6  intervienne  d'elle-même 
dans  le  problème,  le  dernier  exemple  montre  qu'il  est  néces- 
saire de  considérer  le  cas  où  la  courbe  0  présente  des  classes 
distinctes  de  points  d'intersection  avec  la  courbe.  Le  théorème 
général  est  le  suivant  : 

Si  pour  une  courbe  donnée  du  genreT>  les  points  corres- 
pondants de  P  sont  F,  P*, ...  ;  si  P,  P'  ont  une  correspon- 
dance (a,  oc')  et  si  le  nombre  de  points  unis  est  égal  à 
a;  si  P,  F'  ont  une  correspondance  (P,  P')  avec  h  points 
unis,  etc.;  et  si  la  courbe  0  gui,  par  ses  intersections  avec 
là  courbe  donnée^  détermine  les  points  F,  P,  . . . ,  coupe  la- 
dite courbe  au  point  P  qui  soit  compté  k  fois,  en  chacun 
des  points  V  qui  soit  compté  p  Jois,  des  points  P  qui  soit 
compté  q  fois  et  ainsi  de  suite,  nous  avons 

dans  cette  relation^  il  faut  évidemment  tenir  compte,  dans 
chacune  des  différentes  correspondances,  des  points  unis 
spéciaux  {s' il  y  en  a). 

Ainsi,  dans  les  exemples  considérés  ci-dessus,  pour  une 
courbe  unicursale,  si,  en  premier  lieu,  P,  P  sont  coilinéaires 
avec  O,  nous  avons 

(1)  /ï -h  xrzr  2(m  —  I  )4- 2D. 
Ensuite,  si  P'  est  un  tangentiel  de  P, 

(2)  n-xm  m -h /i  —  4 -H  4r> 

cl,  dans  le  cas  où  P  est  un  tangentiel  de  P,  et  où  b,  p,  P'  se 
rapportent  à  la  correspondance  des  cotangentiels  P,  P, 

b  — 2(m  —  3)(/i  —  2)-H2(a  — a  — a')=:(/i  — 2)2D, 

et;  d'après  l'exemple  immédiatement  précédent, 

a -^  a' —  a"  =  ./ -h  y.  -  (m  4- /«  —  4)  =  4IJ; 
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par  conséquent, 

b  — 2(/n  — 3)(n  — 2)=:(/i  — 6)3D. 

Les  points  unis  proprement  dits  b  sont  ici  les  points  de 
contact  des  tangentes  doubles,  dont  le  nombre  est  2t; 
mais  nous  avons  aussi  comme  points  unis  spéciaux  les  re- 
broussements  comptés  chacun  n  —  3  fois  {on  doit  admettre 
qu^il  en  est  ainsi),  et  le  résultat  est 

(3)       2T=a(m  — 3)(/i  — 2)4-(/i  — 6)2D  — (/i  —  3)x. 

Les  différentes  équations  (i),  (2),  (3)  qui  donnent  respec- 
tivement la  classe,  le  nombre  de  points  d'inflexion  et  le 
nombre  des  bitangentes  d'une  courbe  de  Tordre  m  avec  S 
nœuds  et  x  rebroussements  s'accordent  avec  les  équations  de 
Pliicker;  on  les  vérifie  de  la  manière  la  plus  facile  au  moyen 
des  expressions  données  (n**  83)  pour  les  diverses  quantités 
en  fonction  de  m,  /i  et  a  =  3  /i  -f-  x. 

375.  Si,  sur  une  courbe  quelconque,  les  points  P,  P  ont 
une  correspondance  (i ,  1),  les  points  (P',  P*^)  une  correspon- 
dance (1,  1)  et  ainsi  de  suite  jusqu'aux  points  P^"-*),  P^"',  il 
est  clair  que  les  points  P,  V^"^  ont  une  correspondance  (i,  i). 
Et  réciproquement  les  points  P,  P^"^  qui  ont  une  correspon- 
dance (i,  i)  peuvent  être  regardés  comme  liés  l'un  à  l'autre 
par  la  série  des  points  intermédiaires  P',  P, . . . ,  Pf«~^). 

Dans  le  cas  d'une  courbe  unicursale ,  la  correspondance  (  i ,  i  ) 
des  points  P,  F  implique  une  correspondance  semblable  des 
paramètresO,  6'  ;  c'est-à-dire  qu'elle  est  de  la  forme(0,  i)(0',  i)=o 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  aW+  é6  -h  c6'-H  rf=  o,  c'est- 
à-dire  que  les  paramètres  Q,  O'sont  liés  homographiquement. 
La  transformation  dépend  de  trois  paramètres  arbitraires. 

En  prenant  pour  courbe  donnée  une  conique,  si  les 
points  P,  P  ont  une  correspondance  (i,  i),  on  sait  que  la 
droite  PF  enveloppe  une  conique  qui  a  un  double  contact 
avec  laconique  donnée;  une  pareille  conique,  devant  satis-. 
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faire  à  la  condition  du  double  contact,. dépend  de  trois  para- 
mètres. Mais  si  nous  choisissons  les  points  A,  B  à  volonté  et  si 
nous  prenons  sur  la  conique  P,Q  collinéaires  avec  A  (^^.  Sg), 
etFcollinéaire  avec  B,  Q,  les  points  P,  Sauront  une  correspon- 

Flg.  59. 


dance  (i»  i)  qui  dépend ,  comme  on  le  voit,  de  quatre  para- 
mètres ;  et  il  en  résulte  que  les  points  A,  B  peuvent,  sans  qu^on 
perde  rien  en  généralité,  être  soumis  à  une  condition  unique. 
Supposons,  par  exemple,  que  la  correspondance  F,  F  soit 
définie  par  le  moyen  de  la  conique  enveloppée  par  ladroite  FF; 
si  sur  la  corde  de  contact  nous  prenons  à  volonté  le  point  Â. 
si  nous  menons  PA  qui  rencontre  la  conique  enQ,  et  QF  qui 
rencontre  la  corde  en  A,  la  correspondance  (  i,  1)  est  aussi 
donnée  au  moyen  des  points  A,  B;  mais  ici  A  peut  être 
regardé  comme  un  point  déterminé  de  la  corde  de  contact 
(comme  l'intersection  de  celle-ci  avec  une  droite  fixe);  on 
détermine  alors  B  comme  plus  haut  et  la  correspondance  se 
trouve  définie  au  moyen  de  ces  deux  points,  aussi  bien  que  si 
A  avait  été  pris  à  volonté  sur  la  corde  de  contact. 

Un  cas  qui  se  trouve  réellement  compris  dans  le  précédent 
est  celui  où  la  correspondance  de  P,  F  est  telle  que  la  droite  P, 
F  passe  par  un  point  fixe  C  (J^g-^o),  La  conique  enveloppée, 
regardée  comme  courbe  en  coordonnées  tangentîelles,  est  ici 
le  point  C  compté  deux  fois  ;  quand  on  la  considère  comme 
courbe  ponctuelle,  c'est  le  couple  de  tangentes  menées  de  C 
à  la  conique  donnée.  Ceci  revient  à  dire  que  la  corde  de  con- 
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tact  esl  la  polaire  du  point  C;  la  construclion  est  la  même 
que  plus  haut  et  les  points  A,  B,  C  forment,  comme  on  le 
voit  facilement,  un  système  de  points  conjugués  par  rapport 
à  la  conique;  la  correspondance  primitive  de  P,  F  regardés 

Kîg.  60. 


comme  coliinéaires  avec  le  point  C  est  ici  remplacée  par  une 
correspondance  définie  au  moyen  des  deux  points  A,  B  qui 
forment  avec  C  un  système  de  points  conjugués. 

Lies  propriétés  qui  précèdent  se  rapportent  au  problème 
de  rinscription  dans  une  conique  d*un  polygone  dont  les  côtés 
passent  par  des  points  donnés  ou  sont  tangents  à  des  coniques 
ayant  chacune  un  double  contact  avec  la  conique  donnée. 

376.  Sur  une  cubique  (D  =  i  )  nous  avons  une  correspon- 
dance (1,1  ),  elle  dépend  d'un  seul  paramètre;  mais  il  y  a  deux 
espèces  de  correspondances,  qui  sont  les  suivantes:  i^les  points 
P,  P  sont  coliinéaires  avec  un  point  A  de  la  cubique  ;  2°  les 
|>oints  P,  Psont  tels  que  P,  Q  sont  coliinéaires  avec  un  point 
A  de  la  cubique  et  Q,  F  coliinéaires  avec  un  point  B  de  la 
cubique.  Cette  relation  paraît  dépendre  de  deux  paramètres ^ 
mais  elle  ne  dépend  réellement  que  d^un  seul;  prenons  un 
point  déterminé  C  sur  la  cubique  (Jig*  61  )  ;  menons  AC,  qui 
rencontre  la  cubique  en  O  et  BO  qui  la  rencontre  en  D  ;  on 
obtiendra  le  même  point  correspondant  F  en  prenant  P,  R 
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coUinéaire  avccD,  etEfFcollinéaires  avec  C,  c'esl-à-dire  aa 
moyen  du  seul  point  D.  Par  le  fait,  il  est  évident  que,  si 
nous  partons  de  P  et  si  nous  construisons  P^  considéré  comme 
Tintersection  des  droites  QB,  RC,  la  cubique  passant  par  A, 

Fig.  6i. 

B  P 


B,  C,  D,  O,  P;  Q,  R  passera  aussi  par  P*,  en  sorte  que  les 
points  A,  B  et  les  points  C,  D  conduiront  au  même  point  P. 
Le  théorème  renfermé  dans  la  construction  précédente 
peut  s'énoncer  comme  il  suit  :  Si,  sur  une  cubique,  les 
points  A,  B,  C,  D  sont  tels  que  les  droites  AC,  BD  se  coupent 
en  un  point  O  de  la  cubique,  nous  avons  inscrit  de  cette  ma- 
nière une  infinité  de  quadrilatères  P  Q  P'  R,  dont  les  côtés 
passent  respectivement  par  A,  B,  G,  D,  c'est-à-dire  qu'un  point 
quelconque  P  de  la  cubique  peut  être  pris  comme  sommet  d'an 
pareil  quadrilatère. 

377.  Plus  généralement,  imaginons  que  nous  ayons  inscrit 
dans  une  cubique  un  polygone  non  fermé  PQ. . .  X  de  in— i 
côtés,  dont  les  côtés  passent  par  des  points  fixes  de  la  cubique; 
les  points  P,X  auront  alors  une  correspondance  (i,i)  de  pre- 
mière espèce,  c'est-à-dire  que  le  côté  XP  qui  ferme  le 
polygone  rencontrera  la  cubique  en  un  point  fixe;  en  d'autres 
termes,  nous  aurons  inscrit  dans  la  cubique  une  infinité  de 
polygones  à  2/i  côtés  dont  les  côtés  passent  par  des  points 
fixes  de  la  cubique.  Et  parmi  ces  points,  tous  sont  arbitraires 
excepté  un,  qui  est  déterminé  par  la  construction  de  l'un  de 
ces  polygones. 


COBRBSPONDANCE  DE  POINTS  StR  LNE  COURBE  DONNÉE.    473 

378.  Comme  application  de  celle  théorie  on  peut  exprimer 
les  coordonnées  de  deux  poinls  d'une  cubique  au  moyen  de 
paramètres  (n°  366).  Une  correspondance  (i,i)  entre  deux 
points  d'une  cubique  implique  une  expression  rationnelle 
pour  les  paramètres  sinamr/',  cosamu',  A  ami/ en  fonction  de 
sinami/,  cosam£/,Aamu;  et  ceci  implique  encore  Tune  ou 
l'autre  des  formes  m  -|-  «'  =  const. ,  u  —  w'=:  const.  Mais ,  quand 
irois  points  P,  P',  A  sont  coUinéaires,  nous  avons  en  général 
une  relation  a  -|-  £^'  -|-  w  =  A,  où  A  est  une  constante  qui  dé- 
pend de  rinvariant  absolu  de  la  cubique.  Une  relation  de  la 
forme  m  -|-  m'  =  const.  implique  donc  que  P,  F  sont  coUi- 
néaires avec  un  point  fixe  Â.  Si  la  relation  est  de  la  forme 
u  —  a'  =  const.,  par  exemple  =6  —  a,  nous  pouvons  écrire 
//  -h  i'  4-  a  =  A,  i'  -h  6  -h  i^'  =  A,  et  cela  signifie  géométrique- 
ment que  P,  Q  sont  coUinéaires  avec  un  point  fixe  A,  et  Q,  P 
avec  un  point  fixe  B.  Aux  points  A,  B  nous  pouvons  évidem- 
ment substituer  deux  autres  poinls  D,  G,  pourvu  que  nous 
ayons  b  —  a  =  c  —  rfou  a-|-c  =  6-|-rf,  c'est-à-dire  pourvu 
({ue  les  droites  AC,  BD  se  coupent  sur  In  cubique.  Nous  retom- 
bons ainsi  sur  les  résultats  déjà  obtenus. 

379.  Pour  une  quartique  binodale  (D  =  i  ),  nous  avons  une 
théorie  semblable  de  la  correspondance  (i,  i);  pour  une 
quartique  nodale  (D  =  a),  il  y  a  une  correspondance  (  i,  i ) 
qui  ne  dépend  d'aucun  paramètre  arbitraire,  car  les  points  P, 
P'  sont  coUinéaires  avec  le  nœud. 

Il  existe  une  théorie  intéressante  delà  correspondance  (2,2) 
sur  une  courbe  unicursale,  et  en  particulier  sur  une  conique. 
Les  paramètres  qui  déterminent  la  position  des  deux  points  P, 
1^  sont  liés  ici  par  une  relation  (6,  O^C^^i  1)^  =  0.  Pour  ce 
qui  regarde  les  coniques,  nous  avons  les  théorèmes  de  Pon- 
celet  sur  les  polygones  inscrits  et  circonscrits. 
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CHAPITRE  IX. 

THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  GOURDES. 


380.  Dans  ce  Chapitre,  nous  reprenons  la  théorie  géné- 
rale des  courbes  pour  faire  suite  au  Chapitre  II  et  nous 
commençons  par  la  théorie  des  bi tangentes  à  une  courbe 
d'ordre  n,  théorie  que  nous  avons  laissée  de  côté  à  partir  du 
n?  78.  Nous  donnerons  deux  méthodes  par  le  moyen  des- 
quelles on  peut  former  Féquation  d'une  courbe  dont  les  inter- 
sections avec  une  courbe  donnée  détermineront  les  points  de 
contact  de   ses  bitangentes. 

La  théorie  des  tangentes  à  une  courbe  a  été  étudiée 
(n®  64)  au  moyen  de  l'équation  A  =  o,  ou 

X^U'4-  X»-» {lA  U'  -h  {  X«-V* A'U'-h  . . .  =  o, 

qui  détermine  les  coordonnées  des  points  où  la  droite  qui 
joint  deux  points  donnés  rencontre  la  courbe.  Nous  avons  vu 
qn  cet  endroit  que  si  le  point  x^ y  d  est  sur  la  courbe  et  si 
xyz  est  situé  quelque  part  sur  la  tangente,  nous  devons  a\oir 
U'=  o,  AU'=  o,  et  que  si  la  tangente  rencontre  la  courbe  en 
trois  points  consécutifs,  nous  devons  avoir  en  outre  AU'=o; 
que  po\ir  quatre  points  consécutifs  nous  aurions  de  même 
A'U'=  o,  et  ainsi  de  suite.  Si  la  tangente  en  a^ y  J  est  tan- 
gente à  la  courbe  en  un  autre  point,  en  faisant  U'  =o,  All'=  « 
(Jans  l'équation  A  =  o,  l'équation  réduite  au  degré  (^  —  ^; 
doit  avoir  des  racines  égales,  et  par  conséquent,  si  le  discri- 
minantde  cette  équation  est  Y  =  o,  cette  relation  doit  être  sa- 
tisfaite par  les  coordonnées  x' y^  z\  xyz.  Dans  le  cas  de  points 
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d^inflcxion  où  nous  avons  les  deux  conditions  A^U'  =  o, 
A*  U'  =  o,  l'une  du  premier  et  l'autre  du  second  degré  en  xyz^ 
et  toutes  deux  vérifiées  pour  un  point  quelconque  de  la  tan- 
gente, il  est  évident,  comme  on  l'a  établi  (n®  74),  que  AU'  =  o 
est  l'équation  de  la  tangente  et  que  A^U'=o  doit  contenir 
AU'=  o  comme  facteur.  De  la  même  manière,  dans  le  cas 
d'une  bitangente,  Y  =  o  doit  contenir  A  U'=o  comme  facteur, 
et,  en  cherchant  la  condition  pour  qu*il  en  soit  ainsi,  nous 
trouverons  la  condition  pour  que  a/yz'  soit  un  point  de  con- 
tact d'une  bitangente.  La  méthode  particulière  employée 
n<*  74  n'étant  pas  applicable  au  cas  général,  nous  aurons  re- 
cours à  la  méthode  suivante,  due  à  M.  Cayley;  et  il  convient 
de  commencer  par  établir  le  lemme  qui  suit. 

381 .  Supposons  que  les  équations  de  deux  courbes  con- 
tiennent les  \BT\dhlesxyz  a^ax  degrés  aet  b  respectivement,  et 
x'yz^  aux  degrés  a^^l/.  Supposons  que  les  ab  points  d'inter- 
section des  deux  courbes  coïncident  avec^'^'z';  on  demande 
de  trouver  l'ordre  de  la  condition  qui  doit  en  outre  être  vé- 
rifiée pour  qu'elles  aient  d'autres  points  communs,  ce  qui  ne 
peut  arriver  que  lorsqu'il  y  a  un -facteur  commun  à  U  et  V. 
S'il  en  est  ainsi,  une  droite  arbitraire  quelconque 

«aura  certainement  un  point  commun  avec  U  et  V;  ce  sera  le 
point,  ou  les  points,  où  la  droite  arbitraire  rencontre  la  courbe 
représentée  parle  facteur  commun.  Il  s'ensuit  que  le  résultat 
de  l'élimination  entre  U  =o,  V  =  o  et  l'équation  de  la  droite 
arbitraire  doit,  dans  ce  cas,  être  nul.  Ce  résultat  contient 
atpyau  degré  aô,  a/yz'  au  degré  a6'+  ba!  et  les  coefficients 
de  U,  V  aux  degrés  b,  a  respectivement.  Mais,  comme  le  ré- 
sultat de  l'élimination  s'obtient  en  multipliant  les  résultats  de 
la  substitution  dans  ax  -^  ^y  -\-  yz  des  coordonnées  de  cha- 
cune des  intersections  de  U,  V  et  comme,  par  hypothèse, 
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toutes  ces  intersections  coïncident  avec  cd y z\  le  résultai 
doit  être  de  la  forme  II  (a;r'-|- py-|- y^')***.  La  condition 
aa/+ p^'-f- Y5'  =  o  indique  seulement  que  la  droite  arbi- 
traire passe  par  x^y  z\  et  dans  ce  cas  elle  passe  par  un  point 
commun  à  U  et  V,  que  ces  courbes  aient  ou  niaient  pas  de 
facteur  commun.  En  mettant  ce  facteur  de  côté,  la  condition 
restante  II  =  o  est  la  condition  cherchée  pour  que  U  et  ¥ 
aient  un  facteur  commun,  et  nous  voyons  qu'elle  ne  renferme 
pas  a^v,  qu'elle  est  de  l'ordre  ab*  +  a'b  —  ab  en  x^y^  et 
des  ordres  6,  a  respectivement  en  fonction  des  coefficients  de 
UetV. 

382.  Si  nous  appliquons  cette  méthode  à  la  recherche  des 
points  d'inflexion,  c'est-à-dire  à  la  détermination  de  la  condi- 
tion pourque  AU',  A^U' aient  un  facteur  commun,  nousavons 
a  =  i,a'  =  /i  —  i,b=  2y  b'  =  n  —  a,  et  la  formule  qu'on  vient 
d'obtenir  donne  3(/i  —  a)  pour  l'ordre  de  II  en  fonction  de 
x'yzf;  c'est  Tordre  de  la  Hessienne,  comme  on  l'a  déjà  trouve. 
On  voit  aussi  que  II  est  du  second  degré  par  rapport  aux 
coefficients  de  AU',  et  du  premier  pour  ceux  de  A'U';  et, 
comme  chacun  d'eux  renferme  les  coefficients  de  l'équation 
originale  au  premier  degré,  II  contient  ces  coefficients  au 
troisième  degré,  ce  qui  s'accorde  aussi  avec  les  résultats  an- 
térieurs. 

Revenons  maintenant  au  cas  des  tangentes  doubles; 
comme  Téquation  A  =  o  se  réduit  à  la  forme 

iA'U'X^-^-h  ...  -hU|x«-«=o, 

un  terme  type  de  son  discriminant  est,  par  exemple, 

ce  qui  nous  montre  que  Y  est  de  l'ordre  (n  -h  a)  (/i  —  3)  en 
jy^js,  de  l'ordre  (/i  —  2)(/i  —  3)  en  ^'j^'V,  et  de  l'ordre 
^(n  — -  3)  par  rapport  aux  coefficients  de  l'équation  primitive. 
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Nous  pouvons,  en  second  lieu,  montrer  que  toutes  les  inter- 
sections de  Y  et  AU'  coïncident  avec  x'y z*\  en  eflel,  Téqua- 
lion  du  système  des  n^  —  n  —  2  tangentes  issues  du  point 
{jfyy-jZ')  et  qu'on  trouve  par  la  méthode  du  n**  78,  est  de  la 
(orme  AAU'-h  Y(A*U')*=  o,  et  ce  système  ne  peut  évidem- 
ment être  coupé  par  AU' en  aucun  autre  point  différent  de 
(jr',j^,5');  si  donc  nous  faisons  AU'=  o  dans  la  dernière  équa- 
tion que  nous  venons  d'écrire,  nous  voyons  que  AU'  ne  peut 
rencontrer  Y  ou  A'U'  qu'au  point  xfyz\  Nous  pouvons  alors 
appliquer  la  méthode  du  n®  381 ,  en  posant  a  =  i ,  a'=  /i  —  i , 
b={n  -h  2)(«  —  3),  b'=i{n  —  a)(n  —  3);  d'où 

a6'-+-a'A:=(/i«-h2n  — 4)(«  — 3). 

Nous  trouvons  ainsi  que  l'ordre  de  II  en  x'y  z'  est 

(/H-3)(/i-2)(/i-3). 

Cette  quantité  est  de  l'ordre  (/i  -h  'i)(/i  —  3)  par  rapport  aux 
coefficients  de  AU',  du  premier  par  rapport  à  ceux  de  Y 
et  en  conséquence  de  l'ordre  (/i-f-4)(/i  —  3)  en  fonction 
des  coefficients  de  l'équation  primitive.  La  courbe  bitan- 
gentielle  II  =  o  rencontre  la  courbe  primitive  U  =  o  en 
/i(/i-f-  3)(n —  2)(/i  — 3)  points;  et.,  comme  il  y  a  deux  de  ces 
points  sur  chaque  bitangente,  le  nombre  de  ces  dernières  est 
^n[n  —  a)(/i^ — 9),  comme  nous  l'avons  trouvé  d'une  autre 
manière,  n°  82. 

383.  La  méthode  du  n**  381  nous  permet  non  seulement 
de  déterminer  l'ordre  de  la  condition  cherchée  II  =  o,  mais 
encore  de  trouver  celte  condition  elle-même  en  effectuant  réel- 
lement les  opérations  indiquées.  Ainsi  supposons  que  x\y^  z' 
soient,  comme  plus  haut,  les  coordonnées  du  point  sur  la 
courbe;  dans  le  cas  des  points  d'inflexion,  nous  avons  à  effec- 
tuer l'élimination  entre  olx 4-  ?JK4- y^  =  o,  AU'=  o,  A*  U'=  o. 
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et  ces  deux  dernières  équations,  écrites  tout  au  long,  soni 

L.r  -h  M  r  4-  N  5  =  o, 
ax^  4-  by^  4-  cz^  4-  ifyz  4-  igzx  4-  2  /ij^v  =  o, 

11  conviendra,  pour  éviter  les  facteurs  numériques,  de  sup- 
poser que  l'équation  originale  a  été  écrite  avec  les  coeiBcients 
du  binôme,  et  que  les  coefficients  numériques  communs  odI 
été  supprimés  après  la  dilTérentiation,  en  sorte  que  L,  M,  ^ 
représenteront  les  dérivées  premières  de  U'  divisées  par  a; 
a,  6,  c,  . .  •  les  dérivées  secondes  de  U  'divisées  par  n(^n  —  1) 
et  que  les  équations  ordinaires  des  fonctions  homogènes  se- 
ront \ax  4-  My -h  Nz  =  U',  ax'  4-  Ay  4-  5^^  =  L, 

La  condition  pour  que  deux  droites  se  coupent  sur  une 
conique  peut  se  mettre  sous  la  forme  du  déterminant 

a     h    g     \a     fi 
h     b     f    M     ^ 

g    f     c     ^     ^ 
L    M    N 

a      p       Y 

On  peut  en  effet  vérifier  que  ce  déterminant  développé  est 
le  même  que  le  résultat  de  la  substitution  dans  Téquation  de 
la  conique  des  coordonnées  de  Tintersection  des  deux  droites, 
coordonnées  qui  sont  My  —  Np,  Na  —  Ly,  L,3  —  Ma.  Mais, 
en  vertu  des  équations  des  fonctions  homogènes,  le  détermi- 
nant ci-dessus  peut  se  réduire,  en  multipliant  successivement 
les  trois  premières  lignes  et  colonnes  respectivement  par  j/, 
y\  z'  et  en  les  retranchant  de  la  quatrième.  Si  donc  nous  re- 
présentons oLx'  4-  P^  4-  Y^'  par  R,  il  devient 

a  h  g         o  a 

h  b  f         o  p 

g  f  c         o  Y 

o  o  o   -  U'  -  R 

a  p  Y    —  R  o 
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OU 


bien 


a 

A    g 

a 

a     h 

g 

h 
g 

b    f 

f    c 

If 

-R« 

h     b 
g    f 

f 
c 

oe 

P    T 

• 

~U' 


Nous  eœplojrons,  d'après  Clebsch,  Tabréviation  (    j  pour 

désigner  le  délermiaanl  qui  multiplie  U',  dans  lequel  la 
matrice  du  Hessien  est  bordée  horizontalement  et  verticale- 
ment para,  p,  y.  De  la  même  manière,  le  déterminant  dont 
nous  sommes  parti  et  où  la  matrice  est  bordée  par  a,  ^,  y  et 

parles  dérivéesdeU  s'écrirait  (  ^  '       j;  etTéquationquenous 

avons  établie  est 

Si  xf  y  z'  renà  U'égal  àzéro,réquation  y'  \  =ose  réduit 
à  H  =  o,  comme  cela  doit  être. 

384.  Afin  d'arriver  par  la  même  méthode  à  trouver  Téqua- 
tion  de  la  courbe  bitangentielle,  nous  avons  à  chercher  le 
résultat  qu'on  obtient  en  remplaçant  respectivement  x^  y,  z 
par  My  —  N  P,  Na —  Ly,  L p  —  Ma  dans  le  discriminant  de 
Téquation  A  =  o  (n^  380),  et  notre  marche  nous  conduira 
tout  d'abord  à  chercher  le  résultat  de  cette  substitution  dans 
les  difierents  coeiïicients  de  cette  équation,  à  savoir  dans 
A^  U^  A^  U', . . . ,  ou,  comme  nous  écrirons  pour  abréger,  dans 
A^,  A^,  . . . .  Le  résultat  de  la  substitution  dans  A^  a  été  calculé 
(n^  383)  et  Hesse  a  démontré  de  la  manière  suivante  que  le 
résultat  de  la  substitution  dans  A*  est  delà  forme 

qui  se  réduit  à  QA(a^'-i-  py-i-y^')^,  quand  a:'^^' est  sur  la 
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courbe.  Sa  méthode  consiste  à  prouver  que,  si  celle  expres- 
sion est  vraie  pour  deux  quantités  consécutives  A*"*,  A*,  elle 
le  sera  encore  pour  A*+',  et  elle  nous  permet  d'exprimer  Pj^^^ 
Qk+i  en  fonction  des  coefBcients  correspondants  qui  précè- 
dent. On  se  rappelle  que,  par  définition,  nous  avons  la  relation 

dans  laquelle  A  représente  l'opération 


du'      "    dv  dz' 


y 


mais  on  y  suppose  que  xyz^  x'y  z^  sont  des  quantités  indé- 
pendantes. Dans  le  cas  que  nous  considérons  maintenant,  où 
l'on  suppose  que  a;  a  la  valeur  My  —  N  p,  et  où  par  consé- 
quent il  est. une  fonction  Implicite  de  od y  z\  il  faut  entendre 
que,  dans  l'opération  A,  la  différentiation  affecte  seulement 
a^ y  z'  en  tant  que  ces  coordonnées  apparaissentexplicitement, 
mais  non  en  tant  qu'elles  sont  contenues  implicitement  dans 

X}'z,  Représentons  par  V  l'opération  x  -r— 7  -\-  y  --r-p  +  ^  37' 

sans  cette  restriction  ;  si  nous  appliquons  alors  la  règle  géné- 
rale qui  permet  d'obtenir  les  différentielles  par  rapport 
à  x!y  z'  dans  l'hypothèse  où  xyz  sont  variables,  au  moyen  des 
différentielles  calculées  en  supposant  ces  dernières  quantités 
constantes,  nous  avons,  en  opérant  sur  une  (onction  quel- 
conque S, 

^c      *c      ^S  d^  ^        dS 

do:  dy     -^        dz 

38S.  Nous  avons  maintenant  à  calculer  les  valeurs  de  Tx. 
V  >',  V5.  Il  est  facile  de  voir  que  le  résultat  obtenu  en  opérant 
avec  V  sur  une  fonction  quelconque  S  est 

S|     Sj     Sj 
L     M     N 
P      Y 
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et  par  conséquent,  quand  la  fonction  est  x  ou  My  —  N  ^,  le 
résultat  est 


(/i-i) 


/lY-^P    ôY-yp   /ï~cP 
L  M  N 


Ici  le  coefficient  (/i  —  i)  provient  de  la  condition  que  nous 
avons  introduite,  et  suivant   laquelle  les   difTérentielles  de 

L, . . .  sont  (/i  —  i)  a, Le  déterminant  qu'on  vient  d'écrire 

se  réduit  alors  de  la  manière  suivante  : 


o           L 

6^ 

/ 
-/P 

M 

A 

c 

N 

= 

Tf    g 
o    L 

/ 
b 
M 

c 

f 

N 

o            a 

?                Y 

o     a 

? 

ï 

Y                g 

/       '^ 

R  —  ao;'    —  a^' 

/i^' 

-5-.^ 

p                 h 
-(?/-!- ïx')    ax' 

b      f 
hx'    gxf 

= 

Y              g 

6 
/ 

/ 

C 

o              « 

?       ï 

0                a 

P 

ï 

:R 

h    b 

g   f 

/ 

C 

Y 

-H^' 

C) 

• 

Si  nous  représentons  (     j  par  S,  elles  moitiés  de  ses  diverses 

dérivées  par  rapport  à  a,  p,  y  par  S|,  Sa,  S3,  ces  dernières  ne 
diflereront  que  par  leurs  signes  des  déterminants  qui  mul- 
tiplient R  dans  les  valeurs  de  Vx,  V^,  V^,  et  nous  avons 

.(S)  =  A(S)-(«-OR(ï,^-HX,|-^s.g 

Supposons  en  particulier  S  =  A*(V),  où  V  est  une  fonction 
S.  —  Courbée  planes»  3i 
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quelconque  de  l'ordre  n'  en  a! y'  z'  ;  comme  -r-  =  f<-r-,  A**'  iV). 


nous  avons 


T(l«V)=A*-'(V)-*(n-. )R  ^2,^  +  2,^  + î:.^,)a*-'(V 

Comme  A**(V)  est  une  fonclion  homogène  en  sff:!  du 
degré  n' —  A:  -f- 1 ,  le  dernier  terme  se  réduit  à 

A:(n-i)(/i'-.A:H.i)^*)A*-»(V). 

386.  Il  sera  commode  d'employer  l'abréviation  ^  pour 
représenter  l'opération 

^     d       V'    ^        V    ^ 
As?  "^^,5P  "^  -2*,  S? 

et  Ton  remarquera  aussi  que 

a    h    g    \, 
h    b    /    \, 

g  f  c  y, 

a      p      Y 

Le  résùllat  obtenu  en  opérant  sur  x  avec  i(  est  nul,  comme 
on  peut  facilement  s'en  assurer  en  remplaçant  dans  la  dernièrt' 
colonne  du  déterminant  les  quantités  V^,   Vi,    Vt,  o  par 

les  valeurs  Ay — g^y  tY"~/P>  /ï  —  ^P'  PT  —  yPî  ^' ^^ 
décompose  alors  en  deux  déterminants  qui  sont  nuls  chacun, 
comme  ayant  deux  colonnes  identiques.  Pur  conséquenli  le 
résultat  qu'on  obtient  en  opérant  avec  ^  sur  une  fonctiou 
quelconque  contenant  x^y^  z  est  le  même,  qu'on  regarde  ou 
non  ces  quantités  comme  constantes.  Donc  l'équation  du 
dernier  article,  appliquée  aux  quantités  A*. . . ,  que  nous  dési- 
rons calculer,  est 


^(V)  = 


ou 


<)■ 
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387.  Au  moyen  de  Texpresslon  que  nous  venons  de  trouver, 
nous  pouvons  démontrer  que,  si  nous  avons 

Texpression  de  A*"*"*  sera  de  même  forme.  En  effet,  nous 
n^avons  qu*à  substituer  ces  valeurs  de  A*~^,  A*  dans  Téquation 
du  numéro  précédent  et  nous  devons  observer  que  V(U)  et 
A(R)  sont  tous  deux  nuls,  comme  on  le  voit,  du  reste,  immé- 
diatement en  remplaçant  S|,  S2,  S3  par  L,  M,  N  ou  a,  ^,  y 


(.lans 


Donc 


Si     Sj     Sj 
L     M      N 

«       P        T 


Si  nous  remplaçons  respectivement  Sj,  S^,  S3  dans  (     j  par 
/iL,  /iM,  N/i  et  par  a,  8,  y?  nous  avons 

i;(U)=-nHR,     'KR)  =  (]|) 
cl,  par  conséquent, 

^(A*-')  =  U4/(PA.-,)  +  R«4'(Q*-,)-/iP*-,HR  +  aRlQ*_,; 

En  réunissant  maintenant  les  termes  de  l'expression  donnée 
pour  A*+'  (n"  386),  nous  avons 


A*^'  =  UP*^,-)-R'Q*^„ 


OU 


lW,  =  V(P*)-A:(/i-i)(/i-A:-i-i)2:P^_,-hA:(/i-i)R4;(P,..,), 
Q*^,  =  v(Qit)-A:(/i~i)(/i-A:-Hi)£Q^., 

-^k{n-  I) R4^(Q*-i)  -  n(,n  -  i)  AP,.»  H. 

388.  Au  moyen  de  ces  formules,  nous  pouvons  former 
une  Table  des  valeurs  de  P3,  Q3,  ....  Ainsi,  pour  com- 
mencer,   il  est  évident  que  P,  =  0,  Q,  =:  o  et  (n**  383) 
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P,  =  — S,  Qa=  — H.  Donc  P»=  -A(S),  Q,=  — A(H). 
Quand  la  courbe  est  une  cubique,  A'  n'est  rien  autre  que  la 
fonction  cubique  elle-même,  et  la  valeur  que  nous  venons  de 
donner  pour  Q3  peut  s'interpréter  géométriquement  comme 
il  suit:  si  une  droite  quelconque  olx+  ^y  -h y-'  rencontre 
une  cubique  et  que  de  chacun  des  points  de  rencontre  on 
mène  quatre  tangentes  à  la  courbe,  les  douze  points  de  con- 
tact sont  situés  sur  la  quartique 

H|     H.    H, 

L      M      N      =0; 

«       P        T 

car  cette  condition,  comme  nous  Tavons  vu,  doit  être  vérifiée 
pour  un  point  quelconque  de  la  courbe,  dont  la  tangente 
coupe  ajc-4-P^  +  Y5  sur  la   courbe.    Ce   résultat  découle 
immédiatement  aus^si  du  d?  183. 
'Passons  maintenant  à  Q4;  nous  avons  (n°  387) 

.      Q,=:  — V(AlI)4-3(n  — l)(/l  — 4)2H 

—  3(/i  — i)RiKH)H-3/i(/i  — i)2H 
=  — v(aH)4-6(/î  — i)(/i— 2)2H  — 3(/i— i)R^(lI). 

Mais,  conformément  au  résultat  de  la  fin  du  n°  385,  si  nous 
posons  A-  =  I ,  et  si  nous  représentons  par  n'  le  degré  de  la 
llessienne,  ou  3(n  —  2), 

T(AH)ir:AMI-(/^^— i)R^;(H)+.(n— l)/l'2H, 
d'où 

Q,=:  — A«H4-(/l— O/l'SH  — 2(/l  — l)R4;(H). 

389.  Nous  avons  maintenant  les  matériaux  nécessaires 
pour  calculer  Téqualion  de  la  courbe  bitangentielle  d'une 
quartique.  Suivant  la  méthode  indiquée  (n®  384),  nous  devons 
d'abord  former  le  discriminant  de  A  =  o  ou  de 

-i-An«  +  — ^  A»Xix  +  — ^-tAV*; 
:  .  i.a  1.2.3         "^       1  .îi.3.4 
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puis,  après  avoir  remplacé  x,  par  My  —  N  p,  . . .,  nous  devrons 
faire  disparaître  a,  p,  y,  au  moyen  de  Téquation  de  la  courbe. 
En  effectuant  la  substitution  avant  de  former  le  discrimi- 
nant, Téquation  devient 


T^Q^^'^rb^'^^- 


Q4f**  =  o, 


1.2.3.4 

dont  le  discriminant  ne  diffère  que  par  un  facteur  numérique 
de  QJ  —  3QaQ4;  cette  fonction  renferme  encore  a,  p,  y  au 
second  degré  et  par  conséquent  a  encore  besoin  d'être  réduite. 
La  formule  suivante  va  nous  être  utile  pour  cet  objet. 

390.  Si  nous  bordons  la  matrice  du  Hessien  horizontale- 
ment et  verticalement  avec  trois  rangées  et  trois  colonnes,  le 
déterminant  résultant  est  évidemment  égal  au  produit  changé 
de  signe  des  deux  déterminants  qu'on  a  ajoutés  horizontale- 
ment et  verticalement.  Si  en  particulier  V,  W  sont  des 
(onctions  des  ordres  n\  n'',  nous  avons 


~A(V)A(W)  = 


a 

h     ^  a  V,    L 

a 

A     g 

a 

V, 

0 

h 

b     /  p  V.  M 

h 

b     f 

P 

V, 

0 

g 

/    c  Y  V,  N 

g 

f     c 

Y 

V. 

0 

a 

P     ï 

3 

P      Y 

0 

0 

-R 

W. 

w,w, 

W. 

W,W, 

0 

0      - 

-n'VV 

L 

M    N 

0 

0     0 

-R 

-n'V 

-U 

ou  bien 


A(V)l(W)=/»'«''VW('')-rt'VRPJ) 

-«•wK!)-'-(wHiw> 

et,  quand  a^y  J  satisfait  à  Téquation  U  =  o,  le  dernier  terme 
est  Dul.  Ainsi,  en  particulier, 
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OU,  dans  la  notation  que  nous  avons  employée  plus  haut, 

Q;  =  (AH)«==/»'«IP2-a/i'HR4/(H)4-R«^[[y 

Ce  dernier  ternie  représente  le  résultat  obtenu  en  rempla- 
çant dans  S  les  quantités  a,  p,  y  P^^  ^^^  coeflicients  diffé- 
rentiels de  H. 

Nousobtenonsprécisémenlde  la  même  manière  une  formule 
de  réduction  pour  A^V  en  écrivant  dans  le  déterminant  pré- 
cédent^)^-» ^^^^  placede  V|,  Va,  Vjetde  W|,  W^,  Wj, 

et  en  supposant  Topération  effectuée  sur  V.  Alors,  dans  la 
réduction,  au  lieu  de  /l'V  et  de/i'V,  nous  avons 

f  d  ,  d         ,  d 

""di'-^yiy-^'dz' 

et  la  formule  devient 

A»  V  =  «'(«'-. )v(^)-2(«'-.)rQ  +  R'(^^^)v. 

Dans  cette  relation,  le  dernier  symbole  représente  le  résultai 
obtenu  en  remplaçant  dans  S  les  quantités  a,  ^,  y  P^''  '*'^ 
symboles  de  différentiation  et  en  opérant  sur  V. 

Introduisons  la  valeur  ainsi  trouvée  pour  A*  H  dans  la 
valeur  donnée  .pour  Q4  (n**  388),  il  vient 

Q,.r^  - /i'(/i'-- /i)2II  H- 2(n'-- /i)R4.(H)-- R*/' j'jll 
el,  comme  Q2  ^  —  H,  nous  avons  en  général 

(«'-«)Q«-«'Q,Q,=:.R'[(n'- «)(,")- «'h(^^^)ii]; 
clans  le  cas  de  la  quartique,  pour  laquelle  n  =  4»  /i'  ~^  6, 
Q5-3Q.Q...R.[(«)-3h(J)ii]. 
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Cl  en  conséquence  l'équation  de  la  courbe  bitangentteUe  est 

(S)-.H(J)„  =  „; 

c'est-à-dire  que  si  S,  écrit  tout  au  long,  est  égal  à 

A««  +  B  ?«  H- C y' H- îïFpY -+- î»Gy«  H- aHap, 
celle  équalion  est 

,  dW      ^dW      ^dlî*        ^dH  dH 

^  d\l  d\l        „  rfH  dn 

dz   dx  dx    dy 


niF 


A-r-r-+-B-r-r4-C-7^  4-2F- 


dx^  dy^  dz^  dy,dz 


aG-ï — F-  4- 2  H <• 


dz,dx  dxdyy 

c'est  une  courbe  du  quatorzième  ordre. 

391 .  L'équation  qu'on  vient  d'obtenir  peut  être  transformée 
au  moyen  de  l'expression  donnée  {Sect.  coniques,  n^  381, 
Eicemple  i)  et  qui  exprime  la  condition  pour  que  la  droite 
polaire  d'un  point  par  rapport  à  une  conique  soit  tangente  à 
une  autre  conique.  Nous  avons  vu  que,  si  ax*+..., 
0^0;'  +  . .  •  sont  les  deux  coniques,  nous  obtenons 

(6c-/«)(a'^-hA'7-h^5)«-r-... 

où  F  représente  un  covariant  conique  des  deux  coniques; 
et  nous  avons  trouvé  de  la  même  manière  que 

=  [a(6V -/«)-+-... ](aa7«  4-...)- F. 

Si  maintenant  a^  b,  c,  ...  ont  la  même  signification  que  ci- 
dessus,  et  si  a! y  6', . . .  représentent  les  dérivées  secondes  ae  la 
Hessienne,  sondegréélant/t\  les  quantités(a'x-i-A'/4-^z),. . . 
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sont  égales  à  (^  —  i)  fois  les  dérivées  premières  et  (bc — /*) 
(a'x-h  h! y  +  g^^Y  +  •  •  •  est  égal  à(  /i'  —  i)'  fois  le  covariant 
<|ue  nous  avons  appelé  ©  (n**  231).  Nous  pouvons  représenter 
|)ar  S'  le  covariant  correspondant  dans  lequel  les  dérivées 
de  la  courbe  et  de  la  Hessienne  ont  été  échangées  entre  elles,  et 
dont  Tannulation  exprime  la  condition  pour  que  la  droite 
polaire  d*un  point  par  rapport  à  la  courbe  soit  tangente  à  la 
conique  polaire  du  même  point  par  rapport  à  la  Hessienne. 
De  la  même  manière,  af[bc  —  /^)4-...  est  égal  à  4»  et 
a'x^  4-.  - .  à  n\n!  —  i)H.  Nous  avons  alors  les  identités 

(,i'  — ,)2e  =  /i'(n'  — i)H*  — F,    e'=U4>'  — F, 
(^'_i)îe  — Ai'(/i'  — i)H*=ie'  — U*' 
cl,  dans  le  cas  particulier  de  la  quartique  où  /i'=  6, 
25  e  — 3oII*  =  e'  — U*'. 

Ainsi  les  points  de  contact  des  bi tangentes  sont  donc  les 
intersections  avec  la  courbe,  non  seulement  de  ©  —  3H4> 
<;omme  on  Ta  déjà  obtenu,  mais  aussi  de  i50  —  0'  ou  de 
O'  —  45H<Ï>;  les  courbes  bitangentielles  pourraient  aussi 
s'exprimer  en  fonction  du  covariant  F. 

392.  Passons  maintenant  au  cinquième  ordre.  Nous  avons 

(n»387) 

Q5=V(Q,)-4(«-i)('»-5)ZQ, 

4- 4(^  —  I  )R'î^(Q3)  -  4 /i(/ï  —  I  )HP,. 

Si  nous  faisons  usage  de  la  valeur  de  Q4  obtenue  en  dernier 

'eu  et  si  nous  nous  servons  des  abréviations  B  pour  (  u  )  ©^  ^ 

p'.ur  (    *  J  H,  nous  avons 

-h2(/i'  — /i)RAV(H)  — R*A(*)4-4/i(/i  — i)HA(r) 
-h4('i  — i)(/i  — 5)2aH  — 4(/i  — i)R^(aH) 
=  _2(/i«  — i3/i-hi8)HA2:  — 2(/i*  — 3/n-8)lA(H) 
-h4('i--3)RA(VH)— 4(/i  — i)RV(AH)  — R*A(*). 
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Dans  le  cas  particulier  où  /i  =  5,  il  vient 

Qî— 4'»Ha(2)— 36SA(II) 

-h8HA(VH)— i6RV(aH)— R*A(4»). 

Dans  ce  cas,  nous  avons  aussi 

Q^  =  -36sA-h8RV(H)-R*<^, 

Q,rr3~AH,      Q,=.-ll. 

Pour  former  la  courbe  bitangeatielle  d'une  quartîque,  la 
quantité  à  calculer  est 

(27Q,Q,-5Q,Q,)«  =  5(4Q§-9Q.Q0(5Qî-i2r)aQ,); 

c'est  une  expression  qui  renferme  a,  ^,  y  au  sixième  ordre, 
et  il  faut  prouver  au  moyen  de  l'équation  de  la  courbe  qu^elle 
est  divisible  par  R*.  Mais,  en  vertu  d'une  formule  déjà  obtenue, 
nous  avons 

4Qî-9Q.Qv  =  R*(4e-9H*). 

Il  est  facile  de  démontrer  aussi  que  27Q2Q5  —  SQsQ* 
et  5Q^  —  i^QsQs  sont  chacun  divisibles  par  R;  mais  je  n'ai 
pas  pu  mener  la  réduction  plus  loin. 

Nous  avons  montré  ailleurs  (Algèbre  supérieure,  n"*  295) 
comment  tous  ces  calculs  peuvent  se  faire  au  moyen  des  mé- 
thodes symboliques. 

393.  Une  autre  méthode  (*)  pour  résoudre  le  problème 
des  tangentes  doubles  est  suggérée  par  la  démonstration  qu^on 
a  donnée  (n***  183-235)  que  le  point  où  la  tangente  à  une 
cubique  la  rencontre  de  nouveau  est  déterminé  par  Tintersec- 
tion  de  la  tangente  avec  la  droite  xHi  -i-yH^  +  ^Hj  =  o.  11 
vient  à  Tidéede  chercher  à  calculer  de  la  même  manière  Téqua- 
tion  d'une  courbe  de  l'ordre  n  —  a  qui  passe  par  les  (/i —  2) 

03  J'ai  donné  cette  méthode  dans  le  PhiloBophical  Magazine,  oct.  i858, 
et  dans  ]e  Quarterly  Journal  0/  AfathematicSj  toI.  III,  p.  317.  Voir  aussi 
les  Mémorres  de   M.  Cayley,  Phil.  Trans,  (1859),  p.  igS/ct  (1861),  p.  357. 
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points  où  la  langenle  à  une  courbe  de  Tordre  n  la  renconlre 
ù  nouveau.  L'équation  de  celle  courbe  tangenlielle  une  fois 
obtenue,  si  nous  formons  la  condition  pour  que  la  tangente 
donnée  lui  soit  tangente,  nous  aurons  immédiatement  Téqua- 
lion  de  la  bitangentielle.  La  proposition  que  nous  avons 
déjà  démontrée  relativement  à  l'ordre  de  la  bitangentielle 
nous  permeltra  de  voir  quel  doit  être  l'ordre  de  la  courbe  tan- 
genlielle par  rapport  à  x* y  z*  et  aux  coefficients.  La  condition 
pour  que  la  droite  Lj?  4-  M^  -j-  Nz  soit  langenle  à  une  courbo 
de  l'ordre  (n  —  2)  est  de  l'ordre  (n  —  2)(n  —  3)  en  L,  M,  N 
et  de  l'ordre  a(/i  —  3)  par  rapport  aux  coefficients  de  celle 
courbe.  En  conséquence,  si  les  coefficients  de  la  courbe  tan- 
genlielle contiennent  a/,  ^,  5'  à  Tordre  p  et  les  coefficients 
de  la  courbe  originale  à  Tordre  q^  la  })ilangentielle  doit  être 
de  Tordre  (n  —  i)(/i  —  5^)('*  —  3)+  2/?(/i —  3)  en  j^'^s'ci 
de  Tordre  (/i  —  2)(/i  —  3)-i-2y(/i  —  3)  par  rapport  aux 
coefficients  de  l'équation  originale.  Mais  actuellement  la 
bitangentielle  est  de  Tordre  (/i  —  2)(n  —  3)(/i  4-  3)enx'yv 
et  de  Tordre  (/i  -H  4)(/i  —  3)  par  rapport  aux  coefficients  de 
l'équation  originale  (n®  382).  Il  s'ensuit  alors  que  /7  =  2(^—2), 
<y  =  3,  c'est-à-dire  que  la  tangenlielle  doit  être  de  l'ordre 
2(/i  —  2)  en  o^y z*  et  du  troisième  ordre  par  rapport  aux 
coefficients  de  l'équation  originale.  De  plus,  si  nous  savons 
que  (^x\  y  y  z')  est  situé  sur  la  Hessienne,  la  tangenlielle  doit 
passer  par  [x\  ^,  «')  et,  par  conséquent,  si  nous  rempla- 
çons Xj^fZ  par  x',  y ,  ^',  la  tangenlielle  devra  se  réduire  à  H. 
Celle  considération  et  la  forme  connue  de  la  tangenlielle  dans 
le  cas  de  la  cubique  fait  supposer  que  la  tangentielle  en  général 
est  la  (n  —  2)'^"'  polaire  de  x^yzf  par  rapport  à  H  ou  A«~*H. 
En  effet,  c'est  une  courbe  d'ordre  convenable  par  rapporta  x/*, 
à  x^yzlf  et  aux  coefficients,  et  elle  passera  par  od y  z^  quand 
ce  point  est  situé  sur  la  Hessienne.  En  conséquence,  dans  le 
prochain  paragraphe,  nous  examinerons  si  la  courbe  A""* (H  ) 
passe  par  les  points  où  la  tangente  rencontre  de  nouveau  la 
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courbe;  nous  trouverons,  il  est  vrai,  que  cette  hypothèse  est 
inexacte,  mais  notre  mode  de  recherche  nous  conduira  à  la 
vraie  forme  de  la  tangentielle. 

394.  Prenons  Torigine  sur  la  courbe  et  Taxe  des  y  pour 
tangente;  et  soit  alors  Téquation  de  la  courbe 

Il  faut  observer,  et  la  remarque  sera  utile  dans  la  suite,  que 
les  différentes  polaires  de  l'origine,  par  rapport  à  la  courbe, 
s'obtiennent  en  remplaçant  n  par  n  —  i ,  n  —  2^  •  •  •  dans 
cette  équation.  Pour  que  la  courbe  puisse  passer  par  les  points 
tangentiels,  son  équation  doit  être  telle  qu'en  y  faisant^  =  o 
elle  se  réduise  à 

î/l(/l  — l)CoH 5 /l(/l  — l)(/l— 9)é/o^-+-  .  ..  =  0 

Formons  maintenant  l'équation  de  la  Hessienne;  comme 
nous  avons  à  trouver  ses  courbes  polaires  par  rapport  à 
l'origine,  puis  à  y  faire  ^  =  o,  nous  n'avons  à  nous  occuper 
que  des  termes  de  la  Hessienne  qui  ne  renferment  pas  y.  Les 
dérivées  secondes  de  la  courbe  donnée  sont 

a=:Co+(/i  —  i)diiX  -\-\{n  —  a)(/»  —  3)eod?*  +  . 
6  =  Cî  ■+-(/!  —  2)ûf,j7-+-î(n  — 2)(/i  — 3)e,^*4-. 
ci=:  ^(/i  —  2)(n—  3)Coa:'4-. 

f=Lb  4- (/i  — 2)Cj  j7-hî(/i— 2)(/i  — 3)<ii;r*-i-. 
g=.  {n  —  2)cqX  -i-\{n — 2)(n  —  Z)dQX^-\', 

A  =  Cl  4-(/i  —  2)û?,  j? -h{(/i  —  2)(/t  —  3)e,  a?*-+-. 

On  trouve  facilement  alors  que  l'équation  de  la  Hessienne  est 

Ca6»  +  (/i~2)rfo6*'a?-h[i(/i  — 2)(n  — 3)^o^'  +  (/*  — i)(/i  — 2)Pk- 
+  -l[(/i-2)(/i~3)(n-4)/o^'-H(/i-i)(/i-a)«Q 

H-(/i  — i)(/i  — 2)(/i  — 3)R]j:*4-...  =0, 
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dans  laquelle  nous  avons  posé,  pour  abréger, 

i 

2Q  =  doC\  —  2CoCidi  -hcldt, 

3R  =:  CoCfdQ  —  d^c\  -+■  2eobci  —  aco^^i; 

mais  les  valeurs  actuelles  de  ces  quantités  n'ont  rien  à  faire 
avec  l'objet  que  nous  avons  en  vue.  Ce  qu'il  y  a  d'important, 
c*est  de  remarquer  que  l'équation  se  divise  en  groupes  de 
termes  ayant  chacun  pour  coefîicient  numérique  la  même 
fonction  de  n,  en  sorte  que,  si  nous  voulons  former  l'équation 
delà  Hessienne  de  la  première,  de  la  seconde, . . .  polaire  delà 
courbe  donnée  par  rapport  à  l'origine,  nous  n'aurons  qu'à 
remplacer  n  par  n  —  i,  n  —  2,  ...  dans  l'équation  ci«dessus. 

La  droite  polaire,  par  rapport  à  l'origine,  d'une  courbe 
du  n**"*  degré  Wo+Wi  -*-. .  .  =  0  étant  nuo  -f-  Wi=o,  la  droite 
polaire  de  Torigine,  par  rapport  à  la  Hessienne  qui  est  une 
courbe  de  l'ordre  3  (n  —  2),  est,  d'après  l'équation  précédente, 
3cg4-  cIqX  =  o,  avec  un  terme  en  y,  étranger  à  la  question 
actuelle;  et  comme  cette  équation  ne  contient  pas  n,  nous 
voyons  que  la  polaire  d'un  point  de  la  courbe  par  rapport 
à  la  Hessienne  de  la  courbe  elle-même  ou  de  ses  courbes 
polaires  rencontre  la  tangente  en  un  point  qui  reste  le 
même  pour  toutes  les  polaires.  En  effet,  la  polaire  est  dans 
tous  les  cas  la  même  droite.  Si  /i  =  3,  ico  +  doX  est  le 
résultat  qu'on  obtient  en  faisant^  =  o  dans  l'équation  de  la 
courbe,  c'est-à-dire  que  la  polaire  par  rapport  à  la  Hessienne 
est  la  tangentielle,  comme  nous  l'avons  déjà  vu. 

L'équation  de  la  conique  polaire  de  l'origine  par  rapporta  une 
courbe  du  n**"*®  ordre  est  ^n(n —  i)uo'\'{n — 1)^1  -|-Uj=o; 
et  en  conséquence  la  conique  polaire  par  rapport  à  la  Hes- 
sienne est 

|(/i-2)(3/i-7)co6»-h(/i~2)(3/i-7)t/o^"^ 

+  [i('*  — 2)(/i--3)eo^*-f-(/i-i)(/i  — 2)P]j-*  =  o, 
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et  il  est  évident  à  première  vue  que,  dans  le  cas  de  la  quar- 
tique,  cette  conit[ue  polaire  ne  peut  être  la  tangentielle, 
parce  qu'elle  contient  le  groupe  de  termes  P  qui  n'entre  pas 
d'une  manière  semblable  dans  l'équation  de  la  courbe.  Mais 
nous  pouvons  aisément  former  une  équation  qui  ne  renierme 
pas  ces  termes.  Représentons  par  A'H=o  l'équation  que 
nous  venons  d'obtenir  et  soit  A^H,  la  conique  polaire  par 
rapport  à  la  Hessienne  de  la  première  polaire  de  l'origine; 
comme  nous  l'avons  déjà  vu,  A^H  se  déduit  de  A^H  en  rem- 
plaçant n  par  n  —  i.  Il  est  alors  facile  de  vérifier  que 

(71  —  2)A*H  —2  {n  —  1  )A*H,  =(/i  —  3)6*[6co  4-  l^d^x^e^x^]. 

Mais  qaand  la  courbe  donnée  est  du  quatrième  degré,  le 
second  membre  est  ce  que  devient  l'équation  de  la  courbe 
donnée  quand  nous  faisons  ^^  =  o.  Il  s'ensuit  alors  que 
A* H  —  3A^H|  est  la  tangentielle  cherchée  pour  laquartique. 

On  trouve  exactement  de  la  même  manière  que  la  troi- 
sième polaire  de  l'origine  par  rapport  à  la  Hessienne  est 

;  (3 /i  —  6)(3 /i  —  7)(3  n  —  8)co  6, -h  i  (w  —  2)(3  71  —  7)(3 /i  —  8)e/p  6«  j: 
-+-î(«  — ^)('*  — 3)(3/i  — 8)eo6*^*4-(/i— i)(/i— 2)(3n  — 8)Px« 
4-i(/i-2)(/i-3)(/i-4)/o^»^» 

et  l'on  obtient  A'H|,  A'Ha, ...  en  remplaçant  n  par(n  —  i), 
{n  —  a),  • . . .  Nous  pouvons  vérifier  que 

(/i  — 3)(/i  — 4)A'H  — 2(/i— i)(/i— 4)A»Hi4-(/i  — i(/i)  — 2)AMI, 
=z  2(/i  —  4)(  loco  4-  lodçiX  -h  5eoX*  -h/px,)  ; 

et  si  n  =  5;.le  second  membre  de  l'équation  est  ce  que 
devient  l'équation  primitive  quand  nous  y  faisons  ^=  o;  en 
conséquence,  il  en  résulte,  comme  plus  haut,  que  l'équation 
de  la  tangentielle  est 

A'II  — 4À3Hj4-6A»H,r=0. 
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Si  /i  ==  6,  la  langendelle  est  de  môme 

A*H  — 5A*H|-+-  ioA*H,=:o. 

J'ai  été  ainsi  conduit  par  induction  à  cette  conclusion,  que 
M.  Cayley  a  vérifiée  d'une  mémo  manière,  que  la  tangenlielie 
est  en  général 

A«-«II  —  (/i  —  I  )  A«-«Hj  +{  (/i  —  i)(/i  —  2)  A«-«H,  —  ...  =0. 

395.  Il  est  facile  d'établir  la  proposition  que  nous  avoDs 
énoncée  plus  haut,  à  savoir  que  les  droites  polaires  de  l'origiDe 
sont  les  mêmes  par  rapport  à  la  Hessienne  et  à  la  Hessiennc 
d'une  quelconque  des  courbes  polaires.  Nous  avons 

dx        da  dx 

ou,  si  nous  emplo}rons  les  abréviations  ordinaires,  en  rem- 
plaçant A  par  bc  — /^, . . . ,  nous  avons 


dx\     dx^  dy^  dz*  dydz  dzdx  axa  y' 


et  nous  trouvons  des  expressions  semblables  pour  les  dérivées 
par  rapport  à  ^  et  js.  Il  est  bon  de  remarquer  qu'on  peut  les 

écrire  sous  la  forme  abrégée  -7-  =  —  TT'  \  r/')'  ^^^  dérivées 

de  la  première  polaire  x'Ui  -t-J^'Ua  +  «'Uj  se  déduisent  des 
dérivées  correspondantes  de  la  courbe  primitive  en  effec- 
tuant sur  elles  l'opération  x^  ^ — ^^  d^'^  ^  T-'^  **  °®"*  ^^™' 
plaçons  xyz  par  x'yz'j  cette  opération  revient  à  multiplier 
chacuù  d'eux  par  les  facteurs  n  —  i ,  n  —  a,  . . . .  Mais,  comme 
le  même  facteur  numérique  est  commun  à  chaque  terme 
dans  l'expression  de  H|,  il  est  évident  que  j?  H  i  -f-jKHj  -f-  «Hs 
représente  la  même  droite,  que  la  polaire  soit  prise  par  rap- 
|>ort  à  la  Hessienne  de  la  courbe  originale  ou  à  la  Hessienne 
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(le  sa  première  polaire.  Le  même  raisonnement  s'applique 
aux  autres  courbes  polaii^s. 

Passons  à  la  conique  polaire.  Si  nous  dilTérentions  les 
équations  que  nous  venons  de  donner  pour  H,  •  • .  ^  les  diffé- 
rentielles se  composeront  de  deux  groupes  de  termes  :  les 
différentielles  prises  dans  Thypothèse  où  Â,  B,  C,  ...  sont 
constants,  et  les  termes  obtenus  en  différentiantces  quantités. 
Sf,  pour  abréger,  nous  nous  servons  des  lettres  Ç,  vi,  Ç  pour 
représenter  les  symboles  de  différentiation  parrapportà  ^,  r,  Zy 
nous  avons 

?MIz=$*(A?«4-Bt.'  +  ...)U 

il  est  bien  entendu  que  les  accents,  dans  le  dernier  groupe 
de  termes,  peuvent  être  supprimés  après  le  développement, 
le  terme  ÇÇ'aTi^Ç'*  tenant,  par  exemple,  la  place  de 

a 


La  dernière  équation  peut  être  écrite  sous  la  forme  abrégée 

.H=-.(|).«.(i;). 

Ainsi  Téquation  de  la  conique  polaire  d'un  point,  par  rapport 
à  la  Hessienne,  peut  être  mise  sous  la  forme  V  +  W  =  o; 
V  représente  un  groupe  de  termes  dans  chacun  desquels  unr; 
dérivée  quatrième  est  multipliée  par  le  produit  de  deux  déri- 
vées secondes,  et  W  un  groupe  où  chaque  terme  renferme  une 
dérivée  seconde  multipliée  par  le  produit  de  deux  dérivées 
troisièmes.  Prenons  maintenant  la  Hessienne  de  la  première 
polaire  ;  comme  on  Ta  énoncé  plus  haut,  les  dérivées  secondes, 
troisièmes  et  quatrièmes  sont  alors  respectivement  multipliées 
par  n  —  2,  n  —  3,  //  —  4^  et  le  résultat  est 
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pour  n  =  4>  il  se  réduit  au  dernier  groupe  de  termes.  L'équa- 
tion de  la  tangentielle  d^une  quartique  est  évidemment  alors 
de  la  forme  V  4-  Ar  W  =  o,  et  elle  peut  être  transformée  en 
conséquence.  Ainsi  elle  peut  être  mise  sous  la  forme 

(     d  d         dy^, 

L^équation  de  la  courbe  bitangenlielle  s'obtient  en  formanl 
la  condition  pour  que  la  tangente  L^  +  M^  +  N^  soit  tan- 
gente à  la  conique  qu'on  vient  d'écrire;  elle  se  composera 
évidemment  de  trois  groupes  de  termes ,  puisque  la  condition 
pour  qu'une  droite  soit  tangente  à  S  +  ArS'  est  de  la  forme 
S  -h  Ar^  H-  A/S'  =  o.  La  quantité  qui  correspond  ici  à  2  est  le 
co variant  appelé  6'  ;  et  j'ai  vérifié  que  les  deux  autres  groupes 
de  termes  peuvent  ainsi  s'exprimer  sous  la  forme  6  +  ^  H  <&  (  '  ). 
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396.  Il  convient  de  réunir  ici  quelques  propriétés  de  la 
Jacobienne  d'un  système  de  trois  courbes,  propriétés  qui  ont 
été  énoncées  {Algèbre  supérieure,  n**»  88  et  176)  et  çà  et  là 
dans  ce  Volume.  La  Jacobienne  est  le  lieu  des  points  dont 


(*)  J'ai  essayé  de  même  de  former  l'équation  de  la  covrbe  bitangentieUe 
d'une  quintique  en  prenant,  pour  représenter  la  courbe  dont  l'équation  rst 
donnée  au  n«  394,  un  covariant  d'ordre  convenable  et  tel  que  son  terme 
absolu  s'annule  si  l'axe  des  a?  est  tangent  une  seconde  fois  à  la  courbe  donoéc. 
Par  exemple,  si<|'  =  4d  —  9H4>, 


'(S)'-  "  H^â— ) 


sont  des  covariants  d  ordre  convenable.  Bien  que  je  n'aie  pas  réussi,  il  peut 
être  utile  de  donner,  à  titre  de  renseignement,  les  valeurs  que  j'ai  obteoiics 
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ics  droites  polaires  par  rapport  aux  trois  courbes  se  rencon- 
trent en  un  même  point;  son  équation  est 


J  = 


Nous  avons  vu  (n^  191)  que  la  Jacobienne  est  lieu  des  points 
doubles  des  courbes  du  système 

Si  les  trois  courbes  ont  un  point  commun,  il  est  situé  sur  la 


dans  ce  cas,  pour  les  covariants.  On  verra  que  nous  pouvons,  sans  rien 
perdre  en  généralité,  supposer  c,  et  c,  nuls.  11  vient  alors 

-^Z{2b'e^—bbcd^)xy  H-  3(e>»e,—  bcd^)y^ 

H-(3*V,— 39*ce,— 9^>ûf,cfj+9M;-t-  i%c^d^)x^y 
-+-  (—  bbcfy—  ia6rfgej-f-  iibe^d^-h  i8c'e, 

-+■  licd^d^—  i8cd;)ic*-h..., 
e=9fr»[(6*rf;-h66c»rf,) 

'¥^{^b'd^,e^+  i2b^c^e,-  2Sb^cd.d^+  3ï  b'cd]^  Z^b^cidi)y 

H-(2fr«rfo/o-+-4*'e;H-66'cV, 

^h6d^cd^e^—  l^Bb^cd^e^—  loSô'c^c,—  agSô'c^rforf, 

4-  20gb^c^d\  -f-36e>c«rf») j?'H-  .. .  ], 
♦  =  66j(6»e,+  46»cd,)  +  a?(6»/,-8fr»ce,— 386c>d,) 

H->'[*Vi-26»ce,H-276'(rfî-rf,rf»;-4i6cM3] 
-ha:'(— 126'c/,  —  iib^d^e^-h  i2Ô*c,cf, 
-h66c'c,—  i626crf,d,H-  i686crf;—6c»rfj) +...;. 

Parmi  les  quantités  A,  B, . ..,  les  seules  qui  renferment  des  termes  indépen- 
dants de  a?  et  ^  sont  A  =  ô*,  F  =  bc.  Si  donc  nous  écrivons  tout  au  long 
une  quantité  ^  de  la  forme  6  +  ArH<l>  et  qu'elle  soit 

A  -t-  Bf,x  4-  C^x  ■+-  Bo:f'4-  ..., 

le  degré  de  ^  étant  22,  le  terme  absolu  dans  le  covariant  A  [-7^)    -f- ...  est 

d^^ 
6^  B;  +  44  6c  AB,  et  le  terme  absolu  dans  A  ^-^  4- . . .  est  26' C,,  -h  \2bc  B,. 

S.  —  Courbes  planes.  32 
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Jacobienne.  En  effet,  des  équations 

œwi  -h/Wj  4-  5«'s  =  ni'w 

(où    m,  m',    m"  sont   respectivement  les    degrés  des  trois 
courbes )y  nous  déduisons 

que  nous  pouvons  écrire 

J  X  r=:  m  A  w-H  m' B  :»  4- m'Cw. 

Celte  relation  montre  évidemment  que  J  est  nul  pour  toutes 
les  valeurs  qui  annulent  u,  v,  w. 

Si  les  trois  courbes  sont  de  même  degré,  ce  point  commun 
est  un  point  double  sur  la  Jacobienne.  En  effet,  en  prenant 
les  dérivées  par  rapport  à  x^  il  vient 

,  cH  d\  ,    ^B  „     dC 

J  4-  ;r  -j-  =  mu  -î — \-  m'  V  -i — j-  ni"  w  -r- 

dx  dx  dx  dx 

4-  mAu^  -t-  m'Bvi  4-  m'Ctf,  ; 


SI 


mais,  comme  Awi  -+-  ^^i  +  Cw^  =  J,   nous  voyons  que, 

m  =  m'=m'\  -j-  sera  nul  pour  toutes  valeurs  qui  rendront 

nuls  w,  ç^  w  et  par  conséquent  J.  De  même  encore 

d}  d\         ,    dU         ^     dC 

X  -j-z=L  mu  —, — Y-  m'  V  — — h  m'w  -j— 

ay  dy  dy  ay 

-^  mk  «s  4-  ni' B 1^,  4-  m'C  w,. 

Comme  Att2  +  B(^a  +  Cw^  =  o,  cette  quantité  s*annule  pour 
toutes  les  valeurs  qui  annulent  m,  Vy  w,  J,  si  /n  =  /n'=/n'. 
On  verra  de  la  même  manière  que  les  autres  dérivées  de  J 
sont  nulles  pour  le  même  point. 

Si  deux  seulement  des  courbes  sont  du  même  degré,  la 
Jacobienne  est  tangente  à  la  troisième  courbe  au  point  coin- 
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mun  ;  car  l'équalion  écrite  ci-dessus,  quand  nous  y  faisons 
m  =:  m',  devient 

cii  dk  dB         ,     de 

dx  dx  'dx  dx 

pour  le  point  commun  elle  se  réduit  à  xi^  =^{m" —  /n)C^4 
et  nous  avons  de  même 

j:J,=(m' — m)G(^t,     xiiz=i{m'  —  /n)Ccv,, 

en  sorte  que 

et 

xsv^-\--  yiv^  -H  5iv,  =  o 

représentent  la  même  droite. 

Si,  dans  ce  cas,  le  point  commun  est  un  point  double 
sur  fVf  il  sera  aussi  un  point  double  sur  J  et  aura  les  mêmes 
tangentes  que  celles  de  la  courbe  w  (*). 

Les  valeurs  que  nous  venons  de  trouver  pour  J|,  J^,  J3  sont 
nulles  quand  iV|,  (^27  ^s  le  sont.  Si  nous  prenons  de  nouveau 
les  dérivées  et  laissons  de  côté  les  termes  qui  sont  nuls,  parce 
qu'ils  contiennent  11^  ^^,«^,1,3,,  ou  fv,,  «^2?  «'s»  i^O"»  avons 

^J  /      ^A  dB\      ,    ^ 

^5:^^  ^'^  ("'  ^--^  "•  dx)  -('^^-'^)C^^n.. 

Mais,  d'après  les  valeurs  précédemment  trouvées  pour  A  et  B, 
nous  avons 

et,  en  éliminant  xyz  entre  les  équations 

XUi  -4- JW,  -h  G//.:  ^  o,       X^i  H-  /Ç^,  4-  5(^,  =  o, 

(*)  Clebscb  et  GoRDAN,  Abelschen  FuncUon4n<,  p.  6a. 


5oo 
il  vienl 
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ou 


et  Ton  voit  de  la  même  manière  que  les  autres  dérivées 
secondes  de  J  sont  proportionnelles  à  celles  de  iv;  autrement 
dit,  les  deux  courbes  ont  les  mêmes  tangentes  en  leur  point 
double  commun. 

397.  Nous  avons  démontré  (n°  190)  qu'il  y  a 

(/n  —  I  )*  -f-  (m  —  i){m'  —  i  )  h-  (m'  —  i  )* 

points  dont  les  droites  polaires  par  rapport  à  deux  courbes  w,  v 
sont  les  mêmes,  et  que  la  Jacobienne  de  w,  i^  et  d'une  troisième 
courbe  quelconque  doit  passer  par  ces  points.  Nous  avons 
établi  (n°  90)  que  la  Jacobienne  coupe  u  aux  points  qui 
peuvent  être  des  points  de  contact  de  u  avec  les  courbes  du 
système  (^  -+-Xtv.  Il  résulte  immédiatement  de  là  que  le  lieu 
des  points  de  contact  des  courbes  du  système  u-^-Xi/  avec 
les  courbes  du  système  t»  +  |x  t*',  où  u  et  w'  sont  du  degré  m, 
et  Vy  </  du  degré  m',  est  une  courbe  du  degré  2  m  +  a  m'  —  3, 
dont  Inéquation  peut  s'écrire  sous  l'une  des  formes  équiva- 
lentes (  *  ) 


«i 

Ut 

"3 

Wl 

"î 

^3 

i^' 

"'i 

w. 

u'z 

—  V 

"'i 

n'. 

u\ 

=  0, 

^'l 

*'t 

^l 

t''l 

i't 

i'^J 

t'i, 

<'î, 

t*s 

^i 

*'î 

t's 

u 

c^, 

i^„ 

^\ 

—  U 

i'', 
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(*)  Steiner  a   remarqué  que  le  nombre  des  courbes  du  «système  11+ a»' 
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On  voit  encore,  d*après  ce  qui  précède,  que  les  points  où 
les  courbes  des  systèmes  w-hXi/',  i^-f-jxi/,  tv-f-viv'  peuvent 
être  toutes  les  trois  tangentes  sont  compris  parmi  les  in- 
tersections de  deux  courbes  dont  les  degrés  respectifs  sont 
a/n-l-am'  —  3,  a/w-f-a/w"  —  3.  Mais,  parmi  ces  intersec- 
tions, figurent  les  m*  points  a,  ul  et  les  3(/7i —  i)^  points 
communs  à  la  Jacobienne  de  toutes  les  courbes  du  système 
n-\'\u!.  En  retranchant  ces  nombres,  nous  obtenons  pour 
le  nombre  de  points  où  les  courbes  peuvent  être  tangentes 

4(Ay^A?^'-h/n'm'-h  m'm)  —  6(/n -f- m' H-  m")  ~6. 

398.  Nous  avons  vu  (n**  97)  que  Tordre  de  la  condition  de 
contact  de  deux  courbes  m,  v^  ou,  comme  nous  l'appelons, 
de  leur  tact-invariant,  est  m{m-\-  a  m' — 3) —  28 — 3/f  ou 
n  -\-  2m{m' —  1  )  par  rapport  aux  coefficients  de  v,  et  qu'il 
en  est  de  même  de  Tordre  n'  +  ^m\m  —  i  )  en  fonction  des 
coefficients  de  u.  Nous  avons  trouvé  le  tact-invariant  dans  le 
cas  de  deu,x  coniques  («Sec/ion^  coniques^  n®  372)  en  formant 
le  discriminant  de  a  -h  Xi',  puis  le  discriminant  de  ce  discri- 
minant considéré  comme  fonction  de  X.  Par  un  raisonnement 
semblable  à  celui  qu'on  a  employé  dans  le  cas  de  coniques, 
on  peut  montrer  que,  si  Ton  applique  le  même  procédé  dans 
le  cas  de  deux  courbes  du  /n'*"*®  ordre,  le  tact-invariant 
figure  comme  facteur  dans  le  résultat. 

En  effet,  si  A  est  le  tact-invariant,  si  B  =  oest  la  condition 
pour  qu'il  soit  possible  de  déterminer  X  de  manière  que  m  -j-  X  ç^ 
puisse  avoir  deux  points  doubles  et  C  =  o  la  condition  pour 

qui   osculeot  les  courbes  du  système  t^  +  pK^'  est 

3[(in  -+-  m!){jn  4-  m'  —  6)  H-  2 mm!  -+-  5, 

{Journal  de  C  relie,  t.  XLVII,  p.  6).  On  se  rappellera  que  nous  avons  yq 
(n*  102)  que  la  condition  d*osculation  de  deux  courbes  exige,  outre  les 
conditions  de  contact  ordinaire,  que  le  rapport  de  H  à  L'  soit  le  même  pour 
les  deux  courbes. 


502  CHAPITRB    IX. 

qu^il  soit  possible  de  déterminer  \  de  manière  que  u-^Xv 
puisse  avoir  un  rebroussement,  le  discriminant  par  rapport 
à  X  du  discriminant  du  u  -h  Xv  est  AB^C  On  voit  que  B  etC 
figurent  comme  facteurs  dans  le  résultat  en  prenant  pour  e/une 
courbe  qui  ait  ou  deux  points  doubles,  ou  un  rebroussement. 
Dans  ce  cas,  non  seulement  le  discriminant  de  u  est  nul,  mais 
il  en  est  encore  de  même  pour  ses  dérivées  par  rapport  à 
chacun  des  coefficients  de  u  {Algèbre  supérieure,  n°  116). 
Donc,  dans  le  discriminant  deu-h  ^^9  le  terme  qui  ne  contient 
pas  X  et  celui  qui  en  contient  la  première  puissance  sont  nuls 
tous  les  deux,  ou  bien  X^  est  facteur  dans  le  discriminant; 
donc  son  discriminantconsidéré  comme  fonction  de  X  est  nul. 
Si  1/  et  (^  sont  des  cubiques,  le  discriminant  de  chacune 
d'elles  contient  ses  propres  coefficients  au  douzième  degré  et 
ces  coeflGcients  entrent  au  degré  i3a  dans  le  discriminant  par 
rapport  à  X.  Mais  le  tact^invariant  contient  les  coefficients  de 
chacune  des  courbes  au  degré  18  ;  les  invariants,  qui  sont  nuls 
quand  ^^H-Xç'  a  un  rebroussement  ou  deux  points  doubles, 
contiennent  les  coefficients  de  chaque  courbe  aux  degrés  24 
et  21  respectivement.  En  effet,  le  degré  par  rapport  aux  coef- 
ficients est  le  même  que  le  nombre  de  courbes  de  la  forme 
w-1-Xp  +  |X(V  qui  ont  les  singularités  en  question.  Dans  le 
cas  du  rebroussement,  ce  nombre  s'obtient  en  égalant  à  zéro 
les  invariants  S  et  T;  ce  qui  nous  donne  ainsi  une  équation 
du  quatrième  degré  et  une  du  sixième  pour  déterminer  X,  {x, 
et  par  conséquent  ^4  solutions.  Dans  le  cas  des  deux  points 
doubles,  nous  pouvons  supposer  que  a,  t',  w  ont  sept  points 
communs,  et  par  ces  points  nous  pouvons  avoir  ai  systèmes 
composés  d'une  droite  et  d'une  conique.  Nous  avons  alors 
i32  =  i8-4-ax(2i)-f-3x(24). 

399.  En  général, le  discriminant  étant  du  degré  3  (m  —  i)^, 
le  discriminant  par  rapport  à  X  contient  les  coefYicients  de 
chaque  courbe  au  degré  3  (m — i)^(3/n*  —  ô/n+a).  Mais 
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le  tact-iti variant  renferme  les  coefucients  de  chacune  des 
courbes  au  degré  3m(m  —  i)  et  il  ressort  de  considérations 
que  nous  exposerons  plus  loin  que  Tordre  de  la  condition 
pour  que  u-^-Xv  puisse  avoir  un  couple  de  points  doubles 
(ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  nombre  des  courbes  du 
système  m  +  X(?-+-(x(V  qui  ont  deux  points  doubles)  "est 
|(/w  —  i)(3/n'  —  ym^  —  5m -h-  aa),  et  que  le  nombre  cor- 
respondant pour  le  cas  du  rebroussement  est 

12  (m  —  i){ni  —  i); 
on  peut  vérifier  que 

3(m  —  I  )«(3w«  — 6m -f- 2) 
=  3  m  (m  —  i)-4-3(m  —  i)(3m'  —  9  m' —  5m-ï-22) 
4-  36  (m  —  i  ) (m  —  2  ). 

De  la  même  manière,  si  nous  avons  formé  le  discriminant 
de  Xw  H-  jjLi'  4-  v(v,  où  w,  (^,  w  sont  des  courbes  de  même 
degré,  nous  pouvons  chercher  le  discriminant  de  ce  dernier 
considéré  comme  fonction  de  \  p.,  v.  Ce  discriminant  con- 
tiendra comme  facteur  le  résultant  de  Uy  v,  w  et  les  conditions 
pour  qu'une  courbe  Xi/-+-  [Xi'  +  vtv  puisse  avoir  trois  points 
doubles,  ou  un  point  double  et  un  rebroussement^  ou  bien 
un  point  tacnodal;  Tordre  de  Tune  quelconque  de  ces  condi- 
tions par  rapport  aux  coefficients  de  Tune  des  courbes  est  le 
même    que  le   nombre  des  courbes   de   la    lorme 

qui  ont  la  singularité  en  question.  Quand  les  courbes  sont 
toutes  des  coniques,  le  discriminant  considéré  comme  fonc- 
tion àe\  |JL,  V,  du  discriminant  de  Xtt-f-  ^-^  4-vir  est  AB^; 
ici  A  est  le  résultant  de  u,  v^  fv  etB  =  o  la  condition  pour 
que  Xw-hiJLÇ'-l-vfv  =  0  puisse  représenter  deux  droites  qui 
coïncident;  mais  je  n'ai  pas  pu  établir  la  théorie  générale. 

400.  On  peut  observer,  en  ce  qui  a  trait  à  ce  sujet,  que  le 


5o4  GBAPITRB    IX. 

tact-invariant  d'une  courbe  et  de  sa  Hessienne  étant  de 
l'ordre  3(/n  —  2)(5/n  —  9)  par  rapport  aux  coefficients  de 
la  courbe  et  de  Tordre  m{jm  —  i5)  pour  ceux  de  la  Hes- 
sienne, cet  invariant  est  de  Tordre  6(6/w^  —  i7/n-}-9)par 
rapport  aux  coefficients  de  la  courbe  originale.  Quand  m  ==  3, 
le  tact-invariant  est  la  sixième  puissance  du  discriminant;  et 
si  nous  supposons,  en  conséquence,  que  la  sixième  puissance 
du  discrimant  entre  toujours  comme  facteur  dans  le  résultat, 
il  reste  un  facteur  de  Tordre  6  (w  —  3)  (3m  —  2)  qui,  égalé 
à  zéro,  exprime  la  condition  pour  que  la  courbe  ait  un  poiot 
d'ondulation. 

Prenons  encore  la  condition  pour  que  la  courbe,  sa  Hes- 
sienne et sabitangentielle  aient  un  point  commun;  cette  con- 
dition, étant  respectivement  des  ordres  3(/n  —  2)2(/?i*  —9)7 
/w(m  —  2)(/n^  —  9),  3/n(/?2 — a)  par  rapport  aux  coeffi- 
cients  de    ces    courbes,  est  de  Tordre 

3(m  — 2)(m  — 3)(3m«-h8m  — 6) 

en  fonction  des  coefficients  de  l'équation  originale.  Quand 
m  =  4}  C6t^  invariant  paraît  être  la  douzième  puissance  du  dis- 
criminant multiplié  par  le  carré  de  Tinvariant  considéré  en 
dernier  lieu.  Si  nous  supposons  qu'on  doive  trouver  les 
mêmes  facteurs  en  générai,  il  reste  un  invariant  de  Tordre 
3(m — 4)(3m'-f-5m*  —  32m-f-i8),  qui  sera  nul  quand 
la  courbe  a  une  tangente  inflexionnelle  qui  lui  est  tangente  en 
un  autre  point  quelconque. 

401.  De  même  que  la  Jacobienne  est  le  lieu  des  points 
dont  les  droites  polaires,  par  rapport  aux  trois  courbes,  se 
coupent  en  un  même  point,  de  même  nous  pourrions  étudier 
le  lieu  des  points  où  ces  droites  polaires  se  coupent;  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  le  lieu  des  points  dont  les  premières 
polaires  par  rapport  aux  trois  courbes  ont  un  point  commun. 
Nous  nous  bornerons  au  cas  où  les  trois  courbes  sont  les 
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trois  premières  polaires  d'une  courbe  donnée;  dans  ce  cas, 
la  Jacobienne  est  la  Hessienne  de  la  courbe  et  l'autre  lieu  que 
nous  venons  d^indiqueren  est  la  Steinerienne  (n°  70);  la  théo- 
rie que  nous  allons  exposer  est  la  généralisation  de  celle  que 
nous  avons  indiquée  pour  la  cubique  (*)  (n°  175). 

A  un  point  P  de  la  Steinerienne  correspond  un  point  Q  de 
la  Hessienne;  la  première  polaire  de  PaQ  pour  point  double 
alla  conique  polaire  de  Q  se  compose  de  deux  droites  qui  se 
coupent  en  P.  Considérons  deux  points  successifs  de  la  Stei- 
nerienne (n°  178);  l'intersection  de  leurs  premières  polaires 
sera  alors  le  point  Q  compté  deux  fois  et  les  points  de  con- 
tact de  la  première  polaire  avec  son  enveloppe.  Ainsi  la 
polaire,  par  rapport  à  la  courbe,  d'un  point  Q  de  la  Hes- 
sienne est  la  tangente  à  la  Steinerienne  au  point  correspon- 
dant P.  En  particulier,  si  Q  est  un  point  d'inflexion  de  la 
courbe,  sa  polaire  sera  la  tangente  en  ce  point  ;  nous  voyons 
ainsi  que  la  Steinerienne  est  tangente  aux  3  m  (m  —  2)  tan- 
gentes stationnaires  de  la  courbe. 

402.  Nous  avons  vu  (n°  70)  que  les  ordres  de  la  Hessienne 
et  de  la  Steinerienne  sont  respectivement  3 (m  —  2)  et 
3(m  —  2)^.  La  Hessienne  n'a  ordinairement  pas  de  point 
double  ;  et  par  conséquent  ses  caractéristiques  Plûckériennes 
sont 

|xz=3(w  —  2),      8  =  0,      X=:o,      V  =  3(771  —  2)(3/n  —  7), 
T  =  -3^(/n—  i)(/n  — 2)(/n— 3)(3m  — 8), 

1  =  9(7/1  —  2)(37?l  —  8). 

Comme  il  y  a  une  correspondance  (i,  1)  entre  la  Hessienne 

(  "  )  Les  principaux  théorèmes  de  cette  section  ont  été  énoncés  par  Steiner 
dans  un  Mémoire  lu  à  l'Académie  de  Berlin,  i8'|8,  et  imprimé  ensuite  dans 
le  Journal  de  Crelle,  i854,  t.  XLVII.  En  ce  qui  concerne  les  cubiques,  j'en 
avais  donné  la  théorie  dans  la  précédente  édition  de  cet  Ouvrage  (i85a).  Je 
ne  connaissais  pas  les  travaux  de  Steiner,  que  j'ai  appris  seulement  par  le 
Journal  de  Crelle, 
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et  la  Steinerienne,  les  genres  des  deux  courbes  seront  les 
mêmes.  Nous  obtenons  ainsi  la  classe  de  la  Steinerienne;  en 
effet,  une  de  ses  tangentes  qui  passe  par  un  point  fixe  M  doit 
avoir  son  pôle  sur  la  première  polaire  de  M,  et,  comme  il  doit 
aussi  se  trouver  sur  la  Hessienne,  il  doit  être  une  des 
3(/n  —  0('^  —  ^)  intersections  de  ces  deux  courbes.  Donc 
les  caractéristiques  de  la  Steinerienne  sont 

JX=:3(/71  —  2)',     V  ==3(/»  —  I)(w^  —  2), 
0  =  J  (  /n  —  2)  {m  —  3  )  (  3  //i*  —  9  /n  —  5  ), 
y.=:  i2{m  —  2) {m  —  3  ) , 
T=::  J(m  — 2)(/rt  —  3)(3/«»  — 3/;i  — 8), 
l=r3(/?l  — 2)(4w  —  9). 

Un  point  est  un  point  double  ou  un  point  de  rebroussement 
sur  la  Steinerienne,  si  sa  première  polaire  a  deux  points 
doubles  ou  un  rebroussement.  Donc  les  nombres  8  et  x  qu'on 
vient  d'obtenir  sont  les  nombres  des  premières  polaires  de  la 
courbe  donnée  qui  ont  les  singularités  en  question  (voir 
n°399). 

403.  Si  les  deux  premières  polaires  de  deux  points  A,  B 
sont  tangentes  en  un  point  Q  et  ont  PQ  pour  tangente,  deux 
des  pôles  de  la  droite  AB  coïncident  avec  Q;  et  la  première 
polaire  d'un  point  quelconque  de  AB  (autre  que  l'intersec- 
tion de  AB  avec  PQ)  sera  aussi  tangente  à  PQ  en  Q.  La  pre- 
mière polaire  du  point  excepté,  ou  de  l'intersection  de  AB 
avec  PQ,  aura  Q  pour  point  double;  Q  sera  un  point  de  la 
Hessienne  et  P  le  point  correspondant  sur  la  Steinerienne. 
Donc  la  Steinerienne  est  l'enveloppe  des  droites  dont  deux 
pôles  coïncident,  et  la  Hessienne  est  le  lieu  de  ces  pôles 
coïncidents.  Steiner  a  étudié  l'enveloppe  de  la  droite  PQqui 
joint  deux  points  correspondants  P,  Q,  ou  qui  est  la  tangente 
commune  des  deux  premières  polaires  qui  sont  tangentes 
entre  elles.  Comme  dans  le  cas  des  cubiques  (n®  iT7),  nous 
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appellerons  celte  courbe  la  Cayleyenne{^).  Elle  a  évidemment 
une  correspondance  (i  ,i)  avec  la  Hessienne  et  la  Steinerienne 
et  par  conséquent  elle  est  du  même  genre. 

Pour  déterminer  sa  classe,  nous  emploierons  les  principes 
établis  n**  372  et  Sections  coniques,  Appendice,  à  savoir 
que  si  deux  points  sur  une  droite,  ou  deux  droites  passant 
par  un  point,  ont  une  correspondance  (m,  m'),  il  y  aura  m-\-m 
cas  de  coïncidence  de  ces  points. 

Considérons  donc  les  droites  qui  joignent  un  point  arbi- 
traire M  aux  deux  points  correspondants  P,  Q.  Comme  la 
Steinerienne  est  une  courbe  de  Tordre  3  (m — 2)^,  si  la 
droite  MP  est  fixe,  il  y  aura  3  (m  —  2)*  positions  de  P  et  au- 
tant de  Q.  De  la  môme  manière,  à  une  position  quelconque 
de  MQ  correspondent  3(/n  —  2)  positions  de  P.  Il  y  a  donc 
3(m — 2)*  4- 3(772  —  2)  ou  3 (m — 0('^  —  ^)  droites  qui 
peuvent  être  menées  par  M,  et  qui  contiennent  deux  points 
correspondants  P,  Q;  c'est  par  conséquent  la  classe  de  la 
Cayleyenne.  Elle  est  évidemment  tangente  aux  tangentes  d'in- 
flexion de  la  courbe  donnée.  Elle  n'a  pas  d'inflexions  et  ses 
caractéristiques  sont 

jx=:3(m  —  2)(5/n— II),     v=:3(m—  i)(/7i— 2), 
8=z  \{rn  —  2)(5m  —  i3)(5/?i*  —  19m  -H  16), 
X  =  iS(m  —  2)  ('?  m  —  5), 

T  nr  J(m  —  2)'(m* --2/n— i),     1=0. 

404.  Les  définitions  déjà  données  peuvent  être  étendues 
plus  loin,  si  l'on  considère  les  points  doubles  non  seulement 
sur  les  premières  polaires,  mais  sur  un  système  quelconque 
de  courbes  polaires.  Le  lieu  d'un  point,  tel  que  sa  polaire  6*^"* 
ait  un  point  double,  est  une  courbe  de  l'ordre  30(/n — 6 —  1)^ 
qui  est  la  8**"*  Steinerienne;  et  le   lieu  du  point  double  est 

(*)  M.  Cayley  l'appelle  la  Sieiner-Hessienne. 
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alors  une  courbe  de  Tordre  36^  (m  —  8  —  i),  qui  est  la  6*  "^ 
Hessienne.  Nous  savons  que,  si  la  6*^"®  polaire  d'un  poinl  P 
passe  par  un  point  Q,  la  (m  —  Q)»"^"®  polaire  de  Q  passe  parP; 
et  il  est  facile  de  voir  aussi  que  si  la  6* '"*®  polaire  de  P  a  un 
point  double  Q,  la  (m  —  8 —  i)*'°*  polaire  de  Q  a  un  point 
double  P.  Donc  la  Q  Steinerienne  est  la  même  courbe  que  la 
(m  —  8  — i)  Hessienne,  et  la  8  Hessienne  est  la  même  que  la 
(m  —  6  —  i)  Steinerienne.  De  la  même  manière,  nous  pour- 
rions considérer  la  8  Cayleyenne  ou  l'enveloppe  de  la  droite 
qui  joint  les  points  correspondants  sur  la  8**"*  Steinerienne  et 
la  8**™®  Hessienne;  les  trois  courbes  ont  le  même  genre. 
Excepté  dans  le  cas  8  =  i ,  ces  courbes  ont  été  peu  étudiées. 

405.  Nous  avons  considéré  (n®  184)  l'enveloppe  des  droites 
polaires,  par  rapport  aune  cubique,  des  points  d'une  ligue 
droite  et  nous  l'avons  appelée  la  polaire  de  cette  ligne  droite. 
De  même  en  général,  si  un  point  P  se  meut  sur  une  courbe 
directrice  S  del'ordre  s,  l'enveloppe  desa  8*^"**  polaire,  par  rap- 
port à  une  courbe  donnée  U  de  l'ordre  m,  sera  une  courbe 
que  l'on  peut  appeler  la  8"""**  polaire  de  S  par  rapport  à  U. 
Nous  avons  vu  (n®  98)  que  l'on  peut  trouver  l'enveloppe 
d'une  courbe,  dont  l'équation  contient  comme  paramètres  les 
coordonnées  d'un  point  mobile  le  long  d'une  courbe  S,  en 
considérant  les  paramètres  comme  des  coordonnées  et  en 
exprimant  la  condition  pour  que  la  courbe  mobile  soit  tan- 
gente à  S.  Donc  la  polaire  8*'"*®  de  S  est  aussi  le  lieu  des  points 
dont  les  polaires  (m  —  8)  sont  tangentes  à  S.  Si  nous  em- 
ployons l'expression  (n**  97)  qui  donne  l'ordre  d'un  tact-inva- 
riant, nous  voyons  que  la  8**'"*  polaire  de  S  est  une  courbe  de 
l'ordre  5(5-1-28 — 3) (m  —  8);  ce  nombre  diminue  de 
a(m  —  6)  unités  pour  chaque  point  double  et  de  3(/n  —8) 
pour  chaque  rebroussement  ;  et  si  la  classe  de  S  est  5',  alors 
la  8'*^"*  polaire  sera  de  l'ordre 

(m -e)[5'  + 25(6-1)]. 
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Elle  sera  de  Tordre  0(2 s  H-  0  —  3)  en  fonction  des  coefBcients 
de  S. 

En  particulier,  si  6  =  i,  l'enveloppe  des  premières  polaires 
des  points  d'une  courbe  S  est  la  même  que  le  lieu  des  pôles 
des  tangentes  de  S  et  son  ordre  est  s!  {m  —  i).  Si  dans  ce  cas 
5=1,  cet  ordre  se  réduit  à  zéro,  comme  cela  doit  être, 
puisque  l'enveloppe  se  réduit  alors  aux  (m —  i)*  pôles  de  la 
droite  S.  En  général,  il  est  évident  que  chaque  tangente 
double  de  S  donnera  naissance  k  {m  —  i)^  points  doubles 
qui  sont  ses  (m —  i)^  pôles,  et  que  chaque  tangente  station- 
naire  donnera  (m  —  i)*  rebroussements  sur  l'enveloppe. 
Nous  avons  donc  pour  la  classe  de  l'enveloppe 

(m  —  i)'5  —  (/n—  1)5'  —  2  (m  —  i)*t  —  3(/w  —  i)*i; 

ou  bien,  comme  sf^  —  s  —  2t  —  3 1  =  5,  la  classe  de  la  pre- 
mière polaire  est 

(/n  —  i){fn —  2)5'  -\-  {m  —  i)'^. 

Si  6  =  m  —  I ,  l'enveloppe  des  droites  polaires  des  points 
d'une  courbe  S,  ou  le  lieu  des  points  dont  les  premières  po- 
laires sont  tangentes  à  S,  est  de  l'ordre  5  (5  4-2/72 —  5)  ou 
5'-+-  us  {m —  2).  Et  comme  le  nombre  de  ces  droites  polaires 
qui  passent  par  un  point  arbitraire  M  est  le  même  que  le 
nombre  des  intersections  de  S  avec  la  première  polaire  de  M, 
la  classe  de  l'enveloppe  est  (/n  —  1)5. 

En  général,  le  nombre  des  points  doubles  de  la  polaire  8'"'"^ 
de  S  est  (m  —  6)^  fois  le  nombre  des  polaires  (m —  i  )'""'' d'un 
point  qui  sont  deux  fois  tangentes  à  la  courbe  et  le  nombre 
des  rebroussements  est  {m  —  8)^  fois  le  nombre  de  ces  po- 
laires qui  osculent  la  courbe  donnée. 

406.  Si  la  8""*  polaire  d'une  courbe  S  est  une  courbe  R, 
la  (/n  —  Oy*™"  polaire  de  R  doit  contenir,  commepartie  d'elle 
même,  la  courbe  S.  Ainsi,  par  exemple,  si  6  =  m  —  i,  R  est 
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l'enveloppe  de  la  droite  polaire  d'un  point  P-qui  se  meut 
sur  S  ;  mais  comme  le  pôle  de  cette  droite  polaire  peut  élre 
non  seulement  le  point  P,  mais  (/n  —  i)^  —  i  autres  points, 
il  en  résulte  que,  si  nous  cherchons  le  lieu  des  pôles  des  tan- 
gentes de  R  (ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'enveloppe  des 
premières  polaires  des  points  de  R),  nous  obtiendrons  la 
courbe  S,  avec  une  autre  courbe  qui  est  le  lieu  des  points 
copolairesaveclespointsdeS,  c'est-à-dire  des  points  ayant  les 
mêmes  droites  polaires.  Dans  ce  cas,  où  6  =  m —  i,  nous 
avons  vu  que  la  classe  de  R  est  5(m —  i)^;  par  conséquent, 
(n°  40o)  l'enveloppe  des  premières  polaires  des  points  de  R 
est  de  Tordre  s  {m  —  i)*;  ou,  bien  il  y  aura,  en  outre  de  la 
courbe  S,  une  courbe  compagne  de  l'ordre  sm{m  —  2). 
Nous  avons  vu  que  tout  point  de  la  Hessienne  est  un  point  où 
coïncident  deux  pôles  d'une  tangente  à  la  Steinerienne;  con- 
séquemmenl  les  points  où  S  rencontre  la  Hessienne  seront 
des  points  de  cette  courbe  compagne,  qui  en  outre  rencon- 
trera S  en  \s{m —  2)  (m  —  3)  couples  de  points  copolaires. 
Si  Q  =  I ,  R  est  le  lieu  des  pôles  des  tangentes  de  S,  et 
comme  un  point  donné  a  une  seule  polaire,  si  nous  cherchons 
l'enveloppe  des  droites  polaires  des  points  de  R,  nous  devons 
retomber  sur  la  courbe  S,  et  il  semblerait  qu'il  n'y  a  pas  ici 
de  courbe  compagne.  Il  faut  noter  cependant  que  les  tangentes 
communes  de  S  et  de  la  Steinerienne  font  partie  de  l'enveloppe. 
En  effet,  nous  avons  vu  qu'à  chacune  de  ces  tangentes  com- 
munes correspondent  deux  points  coïncidents  sur  R  et,  par 
conséquent,  quand  nous  employons  la  marche  inverse,  à  ces 
deux  points  correspondront  deux  droites  coïncidentes,  dont 
chaque  point  a  droit  d'être  regardé  comme  faisant  partie  de 
l'enveloppe.  De  plus  la  courbe  S  doit  être  comptée  (m  —  i)^ 
fois  dans  l'enveloppe,  parce  que  à  chaque  tangente  de  S  il 
correspond  (m  —  1)^  pôles  situés  sur  R,  et,  par  conséquent, 
quand  nous  prenons  réciproquement  les  polaires  des  points 
de  R,  chaque  tangente  de  S  est  comptée  (m  —  i)^  fois.  Nous 
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avons  vu  que,  si  Tordre  et  la  classe  de  R  sont  r  et  r ,  Tordre 
de  sa  {m  —  i)**"""  polaire  est  r'  4-  2(m  — a)/-;,  mais 

/•'=  (m  —  i)(m  —  2)5'+  (m  —  i)*5,     r:=s'  (m—  i); 

donc  Tordre  de  la  polaire  est  3  (m  —  ^){^  —  2)5'-j-(m — 1)^5, 
ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  nous  avions  établi  ;  car,  la  Sleine- 
rienne  étant  de  la  classe  3 (m  —  ^)(^  —  2)?  le  nombre  de  ses 
tangentes  communes  avec  S  est  3(/n —  i)('w —  2)3',  Il  doit 
exister  une  théorie  générale  pour  la  réciprocité  quand  R  est 
la  polaire  8*^'"*  de  S  et  S  la  polaire  (/n  —  6)""«  de  R;  mais  elle 
n'a  pas  encore  été  étudiée. 
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i07.  La  forme  d'une  courbe  dans  le  voisinage  d'un  point  P 
de  cette  courbe  est  caractérisée  par  le  cercle  de  courbure  ;  mais 
elle  admet  encore  une  autre  définition.  En  efTet,  si  nous  menons 
parallèlement  à  la  taogente  en  P  une  corde  infinitésimale  QR 
et  si  la  normale  en  P  la  rencontre  en  N,  les  arcs  PQ,  PR  et  les 
droites  NQ,  NR  regardées  comme  des  quantités  du  premier 
ordre  sont  égales  entre  elles;  mais  elles  dilTèrent  de  quantités 
du  second  ordre;  en  particulier,  NQ,  NR  dififèrent d'une  quan- 
tité du  second  ordre;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  L  est  le 
milieu  de  QR,  la  distance  NL  est  du  second  ordre.  Observons 
aussi  que  PN  est  également  du  second  ordre  ;  donc  Tangle  LPiN , 

qui  est  égal  à  arc  tang  (  p^^  j  >  est  en  général  un  angle  fini  ;  c'est- 
à-dire  qu'en  joignant  P  au  milieu  de  la  corde  QR  (parallèle  à 
la  tangente  en  P)  nous  avons  une  droite  PL  inclinée  d'un 
angle  fini  sur  la  normale.  Dans  le  cas  du  cercle,  PL  coïncide 
avec  la  normale;  Tangle  en  question  mesure  donc  la  déviation 
de  la  forme  circulaire  ;  nous  pouvons  l'appeler  Vaberration  de 
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la  courbure,  et  dire  que  la  droite  Pf.est  l'axe  d'aberration  ('). 

Dans  le  cas  d'une  conique,  l'axe  d'aberration  est  le  diamètre 
qui  passe  parP,  et  l'aberration  est  l'inclinaison  de  ce  diamètre 
sur  la  normale.  S'il  s'agit  d'une  autre  courbe  donnée  et  si 
nous  menons  une  conique  ayant  avec  elle  un  contact  ou  une 
intersection  quartiponctuelle  en  P,  la  courbe  et  la  conique  au- 
ront le  même  axe  d'aberration;  c'est-à-dire  que  les  centres  de 
toutes  les  coniques  qui  ont  avec  la  courbe  une  intersectioa 
quartiponctuelle  en  P  seront  situés  sur  l'axe  d'aberration 
de  ce  point.  On  déduit  aussi  de  là  que  l'axe  d'aberration  deP 
et  celui  du  point  consécutif  de  la  courbe  se  coupent  en  uo 
point,  le  centre  (T aberration,  qui  est  le  centre  de  la  conique 
ayant  une  intersection  quintiponctuelle  avec  la  courbe,  au 
point  P;  cette  conique  est  complètement  déterminée  parla 
condition  d'avoir  son  centre  en  ce  point,  d'être  tangente  à  la 
courbe  en  P  et  d'avoir  en  ce  point  une  courbure  égale  à  celle 
de  la  courbe. 

Il  est  facile  de  démontrer  que  l'aberration  au  point  P  est 
donnée  par  la  formule 


tango  =  /? 


%' 


où  />,  q^  r  sont  les  dérivées  première,  seconde  et  troisième 
de  y  par  rapport  à  x. 

408.  Remarquons  que  l'axe  d'aberration  est  une  droite  qui 
a  des  relations  avec  la  droite  de  l'infini,  mais  qui  est  indé- 
pendante des  points  ciiculaires  à  l'infini;  c'est-à-dire  que  si, 
au  lieu  de  ceux-ci,  nous  avons  deux  points  I,  J,  la  droite  en 
question  peut  se  construire  au  moyen  de  la  droite  IJ,  sans 
faire  usage  des  points  I,  J  eux-mêmes;  on  choisit  la  corde QR 


(  '  )  Voir  TiiA!«so?i  Becherches  sur  la  courbure  des  lignes  et  surfaces^ 
{Journal  de  Liouville,  l.  VI;  i8'|i).  Son  expression  déviation  csi  remplacée 
dans  le  texte  parle  mot  plus  caractéristique  aberration 
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de  manière  qu'elle  passe  par  l'intersection  O  de  la  tangente 
en  P  avec  la  droite  IJ,  et  le  point  L  est  alors  le  conjugué 
haraionique  de  O  par  rapport  aux  points  Q,  R. 

Le  théorème  qui  apprend  que  les  centres  des  coniques  à 
intersection  quartiponctuelle  sont  situés  sur  une  droite  peut 
être  présenté  d'une  manière  plus  générale  ;  les  coniques  ont 
en  effet  une  intersection  quartiponctuelle  les  unes  avec  les 
autres;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  ce  sont  des  coniques  qui 
ont  toutes  quatre  tangentes  communes  (la  tangente  en  P 
comptée  quatre  fois);  le  théorème  général  est  le  suivant  : 

Dans  le  système  des  coniques  qui  sont  tangentes  à  quatre 
droites,  les  pôles  d'une  droite  quelconque  par  rapport  aux 
différentes  coniques  du  système  sont  situés  sur  une  droite. 
Ce  théorème  est  mieux  c  )nnu  sous  la  forme  réciproque  :  Si 
Von  considère  les  coniques  qui  passent  par  quatre  points 
donnés,  les  polaires  d'un  point  quelconque  par  rapport  à 
ces  différentes  coniques  passent  toutes  par  un  seul  et  même 
point. 

Dans  le  cas  où  les  points  circulaires  à  l'infini  sont  rem- 
placés par  une  conique,  il  n'y  a  pas  de  théorie  analogue  pour 
l'aberration. 

409.  La  recherche  (n®  236)  de  l'équation  de  la  conique  à 
contact  quintiponctuel  en  un  point  quelconque  d'une  cubique 
peut  s'étendre  aux  courbes  d'un  degré  quelconque.  Soient  S 
la  conique  polaire  et  T  ]a  tangente  au  point,  Téquation  d'une 
conique  quelconque  tangente  au  même  point  sera  S  —  PT  =  o; 
P  représente  Ix  -\' my  -^  nz^  /,  /n,  n  étant  encore  indéter- 
minés. L'équation  des  droite$  qui  joignent  les  intersections 
de  la  conique  et  de  la  courbe  au  point  x'yy'^  z'  s'obtient  en 
remplaçant  x,  ...  par  aZ-f-Tv^,  ...  dans  l'équation  de 
chaque  courbe  et  éliminant  \  entre  les  deux  équations.  Le 
résultat  de  la  substitution  dans  la  première  équation  est 

S.  —  Courbes  planes,  3.1 
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et  le  résultat  de  la  substitution  dans  la  conique  est 

2(/i  — i)T— P'T-!-X(S  — PT); 

en  écrivant  que  cette  dernière  quantité  est  égale  à  8T  +  ^Y, 
le  résultat  de  Télimination  de  X  entre  ces  deux  équations 
devient  divisible  par  T;  le  quotient  est 

V«-i---J6V'-*S-hA6«V"-»A»T— ...  =  o; 

il  représenle  les  2{n  —  i)  droites  qui  joignent  le  point  arV^ 
aux  2(n  —  i)  autres  points  communs  à  la  conique  et  à  la 
courbe.  Pour  que  la  conique  ait  un  contact  triponctuel  avec 
la  courbe,  une  de  ces  droites  doit  coïncider  avec  T,  autre- 
ment dit  Féquation  doit  devenir  divisible  par  T;  comme 
chaque  terme,  excepté  les  deux  premiers,  est  divisible  parT, 
la  condition  est  évidemment  6  =  a,  et,  comme 

e==2(/i  — i)  — P', 

elle  implique  P'=  2(/i  —  a)  (*).  Introduisons  celte  valeur 
de  0  et  effectuons  la  division  par  T',  Téqualion  se  réduit  à 

__  pv«-«  H-  |Y»-»  A»  —  |V«-*T A*  -h . . .  =  o, 

qui  représente  les  un  —  3  droites  qui  joignent  le  point  jr'y - 
aux  autres  points  d'intersection  de  la  courbe  et  de  la  conique. 
Le  contact  sera  quarti ponctuel  si  cette  équation  est  encore 
divisible  par  T,  ou  sifA'  —  PS  est  divisible  par  T.  On  obtient 
la  condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  comme  dans  le  n°  382, 
en  substituant  dans  cette  quantité  les  coordonnées  d'un  point 
arbitraire  de  la  droite  T,  à  .savoir  My  — Njâ,  iNa  — L-jf? 
L  fi  —  M  a  ;  le  résultat  doit  être  identiquement  nul  ;  et  de  cette 


(•)  Le  problème  qui  consiste  à  trouver  le  cercle  de  courbure  en  un  poini 
quelconque  de  la  courbe  est  évidemment  celui  qui  revient  à  décrire  une 
conique  à  contact  triponctuel  et  passant  par  deux  points  tixes. 
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manière  nous  trouvons  immédiatement  que  P  doit  être  de  la 
forme 

2   /    dll         dll  d{\\ 

où  jjL  reste  encore  indéterminé.  Ainsi  la  corde  d'intersection 
avec  la  conique  polaire  de  toute  conique  quartiponctuelle 
rencontre  la  tangente  au  point  fixe  (mentionné  n°  394)  où  la 
tangente  rencontre  à  la  fois  la  polaire  cubique  et  aussi  la 
droite  polaire  de  x^y  z  par  rapport  à  la  Hessienne,  soit  de  la 
courbe  elle-même,  soit  d'une  de  ses  courbes  polaires. 

Keprésentons  par  U  la  droite  tj  (  x  ^ •"^'^ ^"  ^  "TT  )\ 

en  admettant  que  nous  ayons  l'équation  identique 

A3^nS  =  JT, 

et,  en  introduisant  ensuite  la  valeur  de  P,  §11  -t-  [jlT,  IVquatlon 
devient  divisible  par  T  et  donne  pour  l'équation  des  in  —  4 
droites  qui  joignent  a:',  y\  z'  aiix  autres  intersections  de  la 
courbe  et  de  la  conique, 

(IJ  -H  P«  —  (iS)  V«~»  -  i  V'»-*A*  -f..  .  .=  o. 

La  condition  du  contact  quintiponctuel  consiste  en  ce  que 
cette  équation  doit  être  divisible  par  T,  et  nous  déterminerons 
la  valeur  de  (jl  qui  correspond  à  un  tel  contact  en  remplaçant 
Xy  y^  z,  dans  les  termes  écrits  ci-dessus,  par  My  —  N|3, 
\a  —  Ly,  L^  —  Ma.  L'équation  identique  du  n°  235  nous 
permet  de  voir  ce  qu'est  J,  et  j'ai  trouvé  qu'en  effectuant  la 
substitution  qu'on  vient  d'indiquer  J  devient 

-Z{n-t){n-2)Z+^^'\-'h\^(l]), 

où  s,  R  et  J^(H)  ont  la  même  signification  que  dans  le  n*^  380. 
Les  résultats  de  la  substitution  dans  S,  P  et  A*  sont  Qo,  r^.  Qa 
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_  i 
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et  Q4  respectivement.  Si  nous  faisons  usage  des  valeurs  du 
n«  390,  il  vient 

fxH«=|[3(/i  — i)(/i  — 2)2H  — 2(/î  — i)R^(II)] 

—  6(/i  — 2)(/i  — 3)2H-h4(«  — 3)RiKn)— -^R'*], 

d'où,  en  réduisant,  |x  = rjj(4B  —  3H4>)  et  la  conique 

quintiponctuelle  se  trouve  déterminée. 

410.  M.  Cayley  a  poursuivi  cette  recherche  pour  savoir 
!|uelle  condition  doivent  vérifier  les  coordonnées  x\y,  z'pour 
que  le  contact  puisse  être  sextiponctuel  (yoir Phil.  Trans,, 
i865,  p.  54s ).  Cette  étude  est  trop  longue  pour  que  nous  la 
donnions  ici  ;  le  résultat  consiste  en  ce  que  xy^z'  doit  vérifier 
l'équation 

(m  — 2)(i2/n  — 27)HJ(U,  H,  *)  — 3(m  -  i)HJ'(U,  H,  *) 

H-4o(m  — 2)*J(U,  H,  e)  =  o. 

Ici  J  représente  la  Jacobienne  de  ces  trois  fonctions,  et  J' 
signifie  que,  en  prenant  la  Jacobienne,  4>  doit  être  dérivé 
dans  la  supposition  que  les  dérivées  secondes  de  H,  qui 
entrent  dans  l'expression  de  <I>,  sont  constantes.  L'équation 
écrite  ici  représente  une  courbe  de  Tordre  12m  —  27  dont 
les  intersections  avec  U  déterminent  m(i2m  —  27)  points 
sextaxitiques. 

DES  STSTËHE8  DE  COURBES. 

411.  Le  problème  qui  consiste  à  trouver  combien  il  va 
de  coniques  qui  puissent  avoir  un  contact  sextiponctuel  avec 
une  courbe  donnée  appartient  à  la  classe  des  questions  sur 
lesquelles   nous  avons  fait  quelques  remarques,   Sections 
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coniques,  Appendice  :  Sur  les  systèmes  de  coniques  assu- 
jetties à  quatre  conditions.  Nous  allons  donner  ici  un  peu 
plus  de  développement  à  la  théorie  indiquée  dans  cet  Ou- 
vrage. M.  de  Jonquières  {Journal  de  Liouville,  t.  VI,  1861) 
a  considéré  les  propriétés  d'une  suite  de  courbes  du  m'""* 
ordre,  satisfaisant  à  5m(/n-j-3)  —  1  conditions,  c'est-à-dire 
à  une  condition  de  moins  qu'il  n'en  faut  pour  déterminer  la 
courbe;  cette  suite  de  courbes  est  caractérisée  par  son  indice 
N,  où  N  est  le  nombre  des  courbes  de  la  suite  qui  peuvent 
passer  par  un  point  arbitraire  donné.  Ainsi,  si  l'équation  de 
la  courbe,  considérée  au  point  de  vue  algébrique,  contient 
un  paramètre,  N  sera  le  degré  où  ce  paramètre  y  figure. 
Chasles,  dans  des  Communications  insérées  aux  Comptes 
rendus,  1864-1867,  sur  le  nombre  des  coniques  qui  satisfont 
à  cinq  conditions,  a  employé,  au  lieu  de  l'indice  unique  de 
M.  de  Jonquières,  deux  caractéristiques  qui  sont  |jl,  le  nombre 
des  courbes  de  la  suite  qui  passent  par  un  point  arbitraire,  et 
Y,  le  nombre  de  celles-ci  qui  sont  tangentes  à  une  droite  arbi- 
traire. Celte  méthode  est  particulièrement  commode,  parce 
qu'elle  donne  des  résultats  symétriques  dans  le  cas  des  co- 
niques qui  sont  des  courbes  de  même  ordre  et  de  même  classe. 
Nous  avons  indiqué  l'esprit  de  cette  méthode  {Sections 
coniques,  loc.  cit.);  nous  reproduirons  ici  quelques-uns  des 
théorèmes  en  les  établissant  pour  une  suite  de  courbes  d'ordre 
quelconque. 

412.  Le  lieu  des  pôles  d'une  droite  donnée  par  rapport  aux 
courbes  de  la  suite  est  une  courbe  de  degré  v.  Car  c'est  évi- 
demment le  nombre  de  points  où  la  droite  elle-même  peut 
rencontrer  le  lieu.  L'enveloppe  des  polaires  d'un  point  donné 
par  rapport  aux  courbes  du  système  est,  de  même,  une  courbe 
de  la  classe  [jl. 

Le  lieu  d'un  point  dont  la  polaire,  par  rapport  à  une  courbe 
fixe  (dont  l'ordre  et  la  classe  sont  m',  n'),  coïncide  avec  sa 
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polaire  par  rapport  à  une  courbe  du  système,  est  une  courbe 
de  Tordre  v  -h  (x(m'  —  i).  En  effet,  pour  déterminer  combien 
il  y  a  de  points  du  lieu  sur  une  droite  donnée,  considérons 
sur  cette  droite  deux  points  A,  A'  tels  que  la  polaire  de  A 
par  rapport  à  la  courbe  fixe  coïncide  avec  la  polaire  de  A' 
par  rapport  à  une  certaine  courbe  du  système;  le  problème 
consiste  à  savoir  dans  combien  de  cas  A  et  A'  peuvent  coin* 
cider.  En  premier  lieu,  si  A  est  fixe,  sa  polaire  par  rapport  à 
la  courbe  donnée  est  également  fixe;  le  lieu  des  pôles  de  cette 
dernière  droite,  par  rapport  aux  courbes  du  système^  est  de 
Tordre  v,  d'après  le  premier  théorème;  nous  voyons  ainsi 
qu'à  une  position  quelconque  de  A  correspondront  v  posi- 
tions de  A'.  En  second  lieu,  supposons  A'  fixe;  comme  ses 
polaires,  par  rapport  aux  courbes  du  système,  enveloppent 
une  courbe  de  la  classe  [x,  et  comme  les  polaires,  par  rapport 
à  la  courbe  donnée,  des  points  de  la  droite  donnée,  enve- 
loppent une  courbe  de  la  classe  w!  —  i  (n°  405),  il  y  a 
[jL(m' —  i)  tangentes  communes  aux  deux  enveloppes,  et  par 
conséquent  autant  de  positions  de  A  qui  correspondent  à  A'. 
Donc  le  nombre  des  coïncidences  des  points  A  et  A'  est 
V  -H  |J^(/n'  —  i)  :  c'est  le  degré  du  lieu  en  question.  Il  est  évi- 
dent que  ce  lieu  rencontre  la  courbe  fixe  aux  points  où  les 
courbes  du  système  lui  sont  tangentes,  et  par  conséquent  que 
le  nombre  de  ces  courbes  qui  sont  tangentes  à  la  courbe  fixe 
est  m\y  -f-  |i(/n'  —  i)]  ou  m'v  -h  /i'|jl. 

413.  En  général,  le  nombre  des  courbes  du  système  qui 
satisfont  à  une  autre  condition  quelconque  sera  de  la  forme 
[jLa  4-  v8  et  les  nombres  a,  ^  peuvent  être  considérés  comme 
les  caractéristiques  de  cette  condition.  Si  une  courbe  est 
définie  par  un  nombre  sufQsant  de  conditions  de  nature 
quelconque,  et  si  ces  caractéristiques  sont  données  pour 
chaque  condition,  nous  pourrons  déterminer  le  nombre  de 
courbes  qui  satisfont  aux  conditions  prescrites.  Nous  en  don- 
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Dons  an  exemple  dans  le  cas  des  coniques.  Le  nombre  des 
coniques  déterminées  par  cinq  points,  par  quatre  points  et 
une  tangente,  par  trois  points  et  deux  tangentes^  etc.,  est 

I,   2,  4,  4,   2,    I, 

et  conséquemment  les  caractéristiques  des  systèmes  déter* 
minés  par  quatre  points,  trois  points  et  une  tangente,  etc.^ 
sont 

(r,2),    (2,4),    (4,4),    (4,2),    (2,   I). 

Le  nombre  des  coniques  qui  satisfont  à  la  condition  dont 
les  caractéristiques  sont  a,  p,  et  qui  passent  aussi  par  quatre 
points,  ou  par  trois  points  et  sont  tangentes  à  une  droite,  etc., 
sont 

a-h2p,      2a-l-4p,     4a-H4p,     4a-l-2p,     2a-|-8. 

Si  nous  appelons  ces  nombres  [jl"',  v'",  p"',  <7'",  x'"  respective- 
ment, nous  voyons  qu'ils  ne  sont  pas  indépendants;  mais 
nous  avons 

v''i=2|x'',      (j'=z:2t'',      p*=:|(v*'-H<i''). 

Les  caractéristiques  des  systèmes  formés  avec  la  condition  a, 
P  et  trois  points,  ou  deux  points  et  une  droite,  etc.,  sont  évi- 
demment 

(ix^  v-^),      (v^   p-),      (p*^,   cr^),      (^,  T-), 

et  par  conséquent  le  nombre  des  coniques  de  ces  systèmes 
qui  satisfont  à  une  nouvelle  condition  a',  ^'  est  [jL'"a'  + v'",3', 
Va'-i-  p'"P',  ....  Développons  ces  quantités  :  si  nous  avons 
deux  conditions  dont  les  caractéristiques  soient  (a,  p),(a  ,  ^') 
et  si  nous  représentons  par  |jl",  v",  p'',  (/  le  nombre  des  co- 
niques qui  satisfont  à  ces  deux  conditions  et  qui  passent  aussi 
par  trois  points,  ou  qui  passent  par  deux  points  et  sont  tan- 
gentes à  une  droite,  etc-,  nous  avons 

Hl'=  aa'-H2(a?'-4-?a')H-4P?',  v''=:2aa'-+- 4(?«'-HaP0  "^  4?P', 
p'  =  4aa'  +  4(Pa'4-ap')-+-2p3',      (i''r=4aa'H- 2(pa'4-ap') -H     PP'. 
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et  !1  est  boa  de  remarquer  que  ces  nombres  sont  liés  parla 
relation  identique 

jx»  —  I  v*"  -1-  I  p'  —  a*  =:  o. 

De  la  même  manière,  les  caractéristiques  du  système  de 
coniques  qui  satisfont  aux  deux  conditions  (a,  ^),  (a',  ^')et 
passent  aussi  par  deux  points,  ou  qui  passent  par  un  point  et 
sont  tangentes  à  une  droite,  ou  qui  sont  tangentes  à  deux 
droites  sont  ([x'^,  V),  (/,  p"),  (p"',  <r"),  et  par  conséquent  les 
nombres  de  ces  coniques  qui  satisferont  à  une  troisième  con- 
dition a",  ^^  seront  [x^a" -h  V'^'',  ....  Si  nous  développons 
ces  quantités  et  si  nous  représentons  par  [jl',  v',  p'  le  nombre 
de  coniques  qui  satisfont  aux  trois  conditions  (a,  ^),  (a',  §'), 
(a*^,  P")  et  qui  passent  aussi  par  deux  points,  ou  qui  passent 
par  un  point  et  sont  tangeutes  à  une  droite,  etc.,  nous  avons 

p' =  4 aa' a"  H- 4  2  aa' p" -h  2  2  a?' ?'' -h  3^' ?'. 

Il  est  évident  que  les  caractéristiques  du  système  formé  en 
ajoutant  à  ces  trois  conditions  une  quatrième  (a",  P'^)  sont 
[jL'a"'-j-v'p'",  y'aL"'+p'p"\  ou  bien,  en  les  développant, 

|x  =  aa' a'' a-^  H- a  S  aa' a"  p*' -h  4  £  aa' p'' p'' -h  4  2  a?' 3^2'" -H  2  ??' 3' ?^ 
V  =:2ax'a''a•'^-4Saa'a''p^^-42aa'P''P^^-22aP'p"p*'4-pp'?'3^ 

Et  enfin,  si  nous  ajoutons  une  cinquième  condition,  le 
nombre  des  coniques  qui  satisfont  à  toutes  les  cinq  à  la  fois 
est  jJLa"'4-vp"'  ou 

«a' a' a*' a" -h  2  2  aa' a*  a'^  p«^ -H  4  S  aa' a' p*' P" -+- 4  2  ««' P' P' ?" 

^  2  2 ap'  p'  p'^  p'^-  -h  pp'  P"  p'^  p»^ 

Celte  formule  donne  le  nombre  de  coniques  qui  sont  tan- 
gentes à  cinq  courbes  données,  quand  on  remplace  a,  p,  . . . 
par  la  classe  et  l'ordre  de  chaque  courbe.  Nous  pourrions 
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trouver  de  même  le  nombre  des  courbes  d^ordre  quelconque, 
déterminées  par  la  condition  d'être  tangentes  à  des  courbes 
données,  si  nous  connaissions  le  nombre  qui  se  rapporte  à 
chaque  cas  où  les  conditions  sont  seulement  celles  de  passer 
par  des  points  ou  d'être  tangentes  à  des  droites. 

414.  Dans  le  numéro  précédent,  les  conditions  que  nous 
considérions  étaient  indépendantes  les  unes  des  autres  ;  mais 
nous  pouvons  avoir  une  condition  qui  soit  équivalente  à  deux 
ou  plusieurs  autres,  conofme,  par  exemple,  la  condition  qu'une 
conique  soit  tangente  à  une  courbe  donnée  deux  ou  plusieurs 
fois,  la  condition  qu'une  courbe  oscule  une  courbe  ou  ait 
avec  elle  un  contact  d'ordre  supérieur.  Une  condition  qui 
équivaut  à  deux  conditions  peut  s'appeler  deux  conditions 
inséparables. 

On  trouve  que  les  formules  obtenues  dans  le  dernier 
numéro  pour  des  conditions  indépendantes  sont  applicables, 
avec  les  modifications  nécessaires,  aux  conditions  insépa- 
rables. Si  donc  nous  avons  deux  conditions  inséparables,  les 
caractéristiques  jx",  /,  p*^,  o^'  sont  le  nombre  de  coniques 
déterminées  en  combinant  avec  la  condition  double  donnée 
trois  points,  ou  deux  points  et  une  droite,  etc.,  et  ces  nombres 
seront  toujours  liés  par  la  relation  [jl" — jv^-hlp" —  ff"=  o. 
Nous  procédons  précisément  comme  dans  le  numéro  précé- 
dent pour  trouver  le  nombre  de  coniques  déterminées  par  la 
coçibinaison  de  la  condition  double  avec  trois  autres  condi- 
tions. Nous  obtenons  de  cette  manière  les  formules  qui 
suivent  :  si  /w'',  r? ^  r'^,5*'  sont  les  caractéristiques  d'une  seconde 
condition  double,  les  caractéristiques  du  système  de  coniques 
déterminées  par  le  couple  de  conditions  doubles  sont 

m' fi' —  I  (  jx" /i'' -t- m"  v" )-H ( /•"  (x^-^-p" /yi' )4- J  «%'— i  ( /•% ''h- /^'' p' ) , 
t/x'— |((TV4-^p')H-(v''5''-h/i'<i'')-+-^pV'  — ;(p''/^'^-/•%''), 

et  si  [i',  V,  p'  sont  les  caractéristiques  d*une  condition  triple, 
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le  nombre  de  coniques  déterminées  par  la  condition  double 
et  la  condition  triple  est 

lHi'(2.'-p')  +  [p'(3,x'-v")4-,i,v'[5(,x'-hp')-a(HL^+c-)]. 

415.  Revenons  aux  deux  caractéristiques  [jl,  vd'un  système 
de  courbes  du  m**"*  ordre  qui  satisfont  à  une  condition  de 
moins  qu^il  n'en  faut  pour  déterminer  chaque  courbe;  nous 
pouvons  chercher  comme  il  suit  la  relation  entre  ces  deux 
caractéristiques.  Considérons  les  points  A,  A'  où  une  courbe 
du  système  rencontre  une  droite  donnée;  comme  il  passe 
par  A]JL  courbes  de  la  série  qui  rencontrent  chacune  la  droite 
en  (m  —  i)  autres  points,  il  est  évident  qu'à  chaque  point  A 
il  correspond  |x(/w  —  i)  points  A'  et  que  de  même  à  chaque 
point  A'  correspondent  [/.(m  —  i)  points  A.  Le  nombre  des 
points  unis  de  la  correspondance  est  donc  2[jL(m  —  i).  Ce 
nombre  sera  v,  si  les  points  unis  peuvent  seulement  exister 
quand  une  courbe  du  système  est  tangente  à  la  droite  AA'; 
mais  il  peut  arriver  qu'une  courbe  du  système  soit  une 
courbe  complexe  contenant  une  portion  de  courbe  comptée 
deux  fois,  et  une  courbe  de  cette  nature  donnerait  naissance 
à  des  points  unis  qu'il  faut  déduire  des  2[x(m  —  i)  pour 
donner  v,  le  nombre  de  tangences  proprement  dites.  Ainsi» 
dans  le  cas  des  coniques  que  nous  considérons  spécialement, 
si  X  est  le  nombre  des  coniques  du  système  qui  se  réduisent 
à  deux  droites  coïncidentes,  nous  aurons  v  =  2[jl  —  \. 

416.  Une  conique  considérée  comme  courbe  du  second 
ordre  peut  dégénérer  en  (}eux  droites,  ou  en  couples  de 
droites;  dans  ce  cas,  l'équation  tangentielle  trouvée  par  la 
règle  ordinaire  devient  un  carré  parfait;  autrement  dit,  géomé- 
triquement, toute  droite  menée  par  le  point  commun  au 
couple  de  droites  doit  être  considérée  comme  doublement 
tangente  à  la  courbe.  Semblablement  une  conique  considérée 
comme  courbe  de  la  seconde  classe  peut  dégénérer  en  deux 
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points  ou  en  un  couple  de  points,  et  tout  point  de  la  droite 
commune  du  couple  de  points  peut  être  conisidéré  dans  un 
certain  sens  comme  appartenant  doublement  à  la  courbe. 
Dans  ce  dernier  cas,  le  Couple  de  points  peut  être  considéré 
comme  la  limite  d'une  conique  dont  Taxe  transverse  est  fixe 
et  qui  s'aplatit  par  la  diminution  graduelle  de  son  axe 
conjugué,  de  manière  à  tendre  vers  un  segment  de  droite;  les 
tangentes  à  la  conique  s'approchent  de  plus  en  plus  de  droites 
passant  par  deux  points  fixes,  à  savoir  les  points  qui  ter- 
minent la  droite;  si  donc  X  est  le  nombre  des  couples  de 
points  du  système  et  tît  celui  des  couples  de  droites,  nous 
avons 

jxz=:2v  —  W,      v  =  2pi  —  X,      3  |x  =:  2  X -H  w,      3'*=:2W-|-    X. 

Dans  les  recherches  de  Zeuthen  relatives  aux  systèmes  de 
coniques,  les  nombres  X  et  tît  sont  substitués  aux  caracté- 
ristiques |JL  et  V  de  Ghasles;  dans  la  plupart  des  cas,  il  est 
plus  facile  de  déterminer  le  nombre  des  coniques  d'un 
système  donné  qui  se  réduisent  à  un  couple  de  droites  ou  de 
points,  que  le  nombre  de  celles  qui  passent  par  un  point 
arbitraire  ou  sont  tangentes  à  une  droite  arbitraire. 

Un  cas  spécial  se  présente  quand  les  deux  points  d'un 
couple  de  points  coïncident,  la  droite  du  couple  con- 
tinuant à  exister  comme  droite  bien  définie  ;  ou  bien  les  deux 
droites  d'un  couple  de  droites  peuvent  coïncider  sans  que 
leur  point  commun  cesse  d'exister  comme  point  bien  défini. 
Ceci  peut  s'appeler  un  couple  de  ligne  et  point. 

417.  Dans  un  système  de  coniques  qui  satisfont  à  quatre 
conditions  de  contact,  il  est  comparativement  iacile  de  voir 
quels  sont  les  couples  de  points  ou  de  droites  du  système; 
mais,  pour  trouver  les  valeurs  de  X  et  m,  chacun  de  ces  couples 
doit  être  compté  non  pas  une  fois,  mais  un  nombre  conve- 
nable de  fois,  et  c'est  dans  la  détermination  de  ces  multipli- 
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cités  que  consiste  la  difficulté  du  problème.  Dans  ce  but, 
Zeutben  emploie  les  considérations  suivantes  :  Prenons  le 
système  élémentaire  d'une  conique  déterminée  par  quatre 
points  ;  le  nombre  des  couples  de  droites  est  évidemment  alors 
3  et  celui  des  couples  de  points  o.  Mais,  comme  ^  =  i ,  v  =  3, 
nous  avons  X  =  o,  tîj  =  3  ;  d'où  Ton  conclut  qu'un  couple  de 
droites  qui  joignent  deux  à  deux  quatre  points  donnés 
compte  une  fois  parmi  le  nombre  des  couples  de  droites. 
Prenons  au  contraire  le  système  de  coniques  déterminé  pat 
trois  points  et  une  tangente;  nous  pouvons  avoir  ici  trois 
couples  de  droites  qui  sont  :  la  droite  qui  joint  deux  quel- 
conques des  points  et  la  droite  qui  joint  le  troisième  point  à 
rintersection  de  la  tangente  fixe  avec  la  droite  qui  réunit  les 
deux  premiers  points.  Dans  ce  cas,  il  n'y  a  pas  de  couple  de 
points.  Nous  avons  [jl  =  2,  v  =  4»  d'où  X  =  o,  w  =  6;  il  en 
résulte  qu'un  couple  de  droites  compte  pour  deux,  s'il  se 
compose  de  la  droite  qui  unit  deux  points  donnés  et  de  la 
droite  qui  joint  un  troisième  point  donné  avec  l'intersection 
de  la  première  droite  et  d'une  droite  donnée. 

Enfin,  prenons  le  système  de  coniques  déterminées  par  deut 
points  et  deux  tangentes;  il  ne  peut  y  avoir  qu'un  seul 
couple  de  droites,  qui  est  le  couple  joignant  les  deux  points 
à  l'intersection  des  deux  tangentes;  mais  comme,  dans  ce 
cas,  [jL=4îp  =  4»^  =  '3j  =  4î  on  en  déduit  que  le  couple 
de  deux  droites  compte  pour  quatre  quand  il  joint  deux  points 
donnés  à  l'intersection  de  deux  droites  données.  Il  n'est  pas 
nécessaire  de  s'arrêter  aux  singularités  réciproques. 

Le  mouvement  d'une  conique  qui  est  tangente  à  une  courbe 
donnée  peut  être  considéré  ou  comme  une  rotation  autour 
du  point  de  contact,  ou  comme  un  glissement  le  long  de  la 
tangente  en  ce  point.  On  conclut  de  là  que,,  dans  le  cas  d'une 
conique  déterminée  par  la  condition  d'être  tangente  à  quatre 
courbes  données,  nous  devons  pour  les  couples  de  droites 
compter  une  fois  (A')  un  couple  se  composant  de  deux  droites 
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dont  chacune  est  une  tangente  commune  aux  deux  courbes; 
deux  fois  (B')  un  couple  consistant  en  une  tangente  commune 
aux  deux  courbes  et  une  tangente  menée  à  la  troisième  courbe 
par  le  point  où  cette  tangente  commune  rencontre  la  qua- 
trième courbe;  nous  compterons  quatre  fois  (C)  un  couple 
composé  de  tangentes  menées  à  deux  des  courbes  par  Tinter- 
section  des  deux  autres.  Réciproquement,  parmi  les  couples 
de  points  nous  comptons  une  fois  (Â)  une  droite  dont  les 
extrémités  sont  chacune  une  intersection  de  deux  courbes, 
deux  fois  (B)  une  tangente  à  Tune  des  courbes  terminée 
d*une  part  par  une  autre  courbe  et  de  l'autre  par  un  point 
d'intersection  des  deux  autres  courbes;  et  quatre  fois  (C) 
une  tangente  double  à  deux  courbes,  terminée  sur  les  deux 
autres  courbes.  Dans  ces  cas,  on  peut  à  l'intersection  de  deux 
courbes  substituer  l'intersection  d'une  courbe  avec  elle-même, 
ou  un  point  double,  et  à  une  tangente  commune  à  deux 
courbes  on  peut  substituer  une  tangente  double  d'une  seule 
courbe. 

418.  Comme  exemple,  cherchons  le  nombre  de  couples 
de  droites  dans  le  systènie  des  coniques  qui  sont  tangentes  à 
quatre  courbes  données.  Nous  avons  nn'rfn"^  couples  de 
droites  se  composant  d'une  des  nn!  tangentes  communes  aux 
deux  premières  combinées  avec  une  des  n"n"^  tangentes 
communes  aux  deux  autres  ;  et  comme  nous  avons  trois  ma- 
nières de  former  deux  couples  au  moyen  des  quatre  courbes, 
le  nombre  A  est  Znn'n" n'".  Il  y  a  encore  nn'n" m'^'  couples, 
se  composant  d'une  tangente  commune  aux  deux  premières 
courbes  et. d'une  tangente  à  la  troisième  menée  par  un  des 
points  où  la  première  tangente  rencontre  la  quatrième  courbe  ; 
et  comme  nous  avons  le  même  nombre,  en  prenant  une  tan- 
gente commune  à  la  seconde  et  à  la  troisième,  ou  à  la  pre- 
mière et  à  la  troisième,  il  vient 

lV=LZlnn'n''m'' 
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couples  de  taDgentes  du  genre  C  Nous  avons  par  conséquent 

13=:  Znn! n' n"  -\-  6It nn' n' m" -i-  ^Znn'm' m', 

et  de  la  même  manière 

X  =  ^2nn^  m'  m'  -+-  62 /im'  m' m'  -h  3  mm' m' m', 

et  de  ces  nombres  on  déduit  pour  |jl  et  v  les  mêmes  nombres 
que  ceux  que  nous  avons  déjà  trouvés. 

419.  Nous  procéderons  de  la  même  manière,  si  les  con- 
ditions du  problème  consistent  en  ce  que  la  conique  doit  être 
tangente  à  la  même  courbe  plusieurs  fois,  ou  avoir  avec  elle 
un  contact  dWdreplus  élevé.  M.  Cayley  emploie  la  notation 
suivante,  qui  est  très  commode,  (i)  représente  un  contact 
simple,  (i,  i)  un  contact  simple  avec  la  même  courbe  en 
deux  endroits,  (  2)  un  contact  du  second  ordre  ou  triponctuel, 
et  ainsi  de  suite.  Ainsi,  le  système  que  nous  avons  étudié, 
coniques  ayant  un  contact  simple  avec  quatre  courbes,  est 
représenté  par  (i),  (1),  (i),  (i).  Considérons  maintenant  le 
système  (1,1),  (i),  (1),  c'est-à-dire  celui  où  les  coniques  ont  un 
double  contact  avec  une  courbe  et  un  contact  simple  avec 
deux,  autres  courbes.  On  voit  précisément,  comme  ci-dessus, 
que 

A'  =  T  n'  n"  H-  nn'  nnf  ; 

nous  avons  aussi 

B'  =  T ( n'm"  -+-  n^ m-  )  -h  nn'{m  —  2 )/i' 
-h  nn" (m  —  i)n'  -\-  nn! m'{n  —  i ) 
-h  nn" m'(n  —  \)  -^  n' n" m{n  —  2 ), 

C' rzzhn' n"  -^  mm' {n—  ^)n' 

-^mm'{ff,  —  2)/i'h-  m'm'j/i(/i  — i). 

En  dernier  lieu,  nous  devons  compter  séparément  (D')  les 
y^n'n"  couples  de  droites,  qui  se  composent  de  couples  de 
tangentes  menées  par  chaque  rebroussement  de  la  première 
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courbe  aux  deux  autres.  Zeuthen  montfe  que  chacun  d'eux 
compte  pour  trois,  en  introduisant  tout  d^abord  dans  les 
formules  un  multiplicateur  inconnu  x  et  en  le  déterminant 
par  un  examen  des  cas  élémentaires  où  la  seconde  et  la 
troisième  courbe  se  réduisent  à  des  points  ou  à  des  droites. 
Si  nous  réunissons  maintenant  les  nombres  A' 4-  2 B' -f-  4  G' 
et  si  nous  faisons  les  réductions,  nous  trouvons 

jaz=  n'n'^{n^-^6mn  —  Sn  —  lim  h-x  4-  4^  4-  Sx) 

-h  2{n'  II"  -+-  ni"  n'  )  (  /i*  -h  2  mn  —  /i  —  4  ^^^  -+-  "^  ) 
4-  2m/ m" n(n  —  1) 

et  il  existe  une  expression  correspondante  pour  \.  Nous  en 
déduirons  les  expressions  de  [x,  v, 

jj.  —  {jL*^  m' m*  -h  ia"  (  m' n"  -^-  m"  n!  ) -^  ^'  n'  n\ 
^  =z  ^'^ m' m"  -+-  ^"{m'n"  -^  m" n!)  -+- v'n'/i'', 
où 

fjL' =  2m(m-+-/t  —  3) -HT, 

fx'z=v'r=r2m(m4-2/l  —  5)-+-2T, 

jjL*'  r=  v'  =  2  n ( 2  m  -h  n  —  5  )  H-  2  0, 

v"  1=  2  71  (  W  -h.  n  —  3  )  4-  0. 

Ces  quantités  représentent  le  nombre  des  coniques  déterminées 
par  les  conditions  d'être  deux  fois  tangentes  à  une  courbe, 
et  en  même  temps  de  passer  par  trois  points,  ou  de  passer 
par  deux  points  et  d'être  tangentes  à  une  droite,  ou  de 
passer  par  un  point  et  d'être  tangentes  à  deux  droites,  ou 
enfin  d'être  respectivement  tangentes  à  trois  droites. 

Il  n'est  pas  nécessaire  de  considérer  séparément  le  cas 
(i,  1),  (i,  i)  {voir  n®  413),  et  les  mêmes  principes  sont  appli- 
cables aux  cas  (3),  (1),  (4)- 

Nous  renvoyons  pour  plus  amples  détails  au  Mémoire  de 
Zeuthen  qu'il  est  très  profitable  de  consulter  (Xous^'elles 
Annales,    1866)   et    aux    Mémoires   de   M.   Cayley   (PInL 
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Trans.f  1867).  Noub  donnons  ici  le  Tableau  dans  lequel 
M.  Cayley  a  résumé  les  résultats  les  plus  simples,  expriméâ 
en  fonction  de  m,  n  et  a  {voir  n^  83). 

}i'  =z  }/n'  -h  2  m'  n  -H  m  /i'  -h  \n^ 

—  2/n"  — 3/n/i  — J/i« — ^m — ^^n 
-t-a(— 3/n— |/i-i-i3). 

(1,1,1)      {  —  ^mn  —  n^—^m—^n 

-4-a(—  3/n  — 3/14-  20). 
p'  =  J m* -h  m*  n  -h  2/n/i'-h|/i'  —  fm* 

—  3m/i  — 2/1"  '-^m-^^n 
-+-«(— |m  — 3/1 -h  1 3). 

(JL  =^/n*H-}/n*/i  -h/w'/i'-hjm/i* 

-f--^/n*  — |/n'  —  3/n'/i  —  2m/i'  —  {/i* 

—  \¥'w*  —  2 1  /n/i  —  Vv*  '^^  -^-  *  1^  ''^  H-  ^r  « 
-h  a(— |/n'  — 3m/i  —  |/i*-h ^m 

-f- V-'»- 4^) -*-!«'• 

V  =^/n*4-î/n' /i-t- m'/i*-i-|/n/i'H-^/n* 

—  {/n* —  2/n'/i  —  3m/i' — }/i' 
_^^»;n«  —  21  /n/i  — ifLn»  4-iîi/n  h-  «-{-^L/i 
-ha(  — |/n'— 3/n/i— f/i*-h^/n 

^l'  =:  a,     v'  =  2  a,     p'  =:  2  a,     a*  =  a. 
a(2/n-h  /i  — i4). 
a(2/n-h2/i  —  24). 
(  p'  =i2/n-hi2/i-ha(/n-+-2/i  —  i4). 
{X  =:24/n'-h  36/n/i-h  12/1"  —  i68/n  —  168/1. 

-f- a  (/n* -h  2 /n/H- 1 /i*— 25 /n  —  Y '^  "^  '  ^^)"~  *  "  • 
\v  =  1 2 /n'-t- 36/71/1 -t- 24/1'  —  168/n  —  168/1. 
-h  a (|/n*-t-  2/71/1  -+-  /i«  —  ^/n. 

—  25/1-+-138)— }a«. 

jjL  =27/71-1-24/1  —  20a -h  {a*. 

V  zr  24  //l-h  27  /l  —  20a  -h  ^a*. 


(1,1,1,1)   < 


(2,1) 

(2,«,0 

(3,2) 


/  fx' =  12/71 -t- 12/1- 
<  v'  =:  2.4/71  H-  24/1 


(3) 


(3,1) 
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[a'^  —  4'»  —  3/i  -h  3a,    v'  =  —  8/n  —  8/n-6x, 
p'izi  —  3/n  —  4'H-32, 

(a  ~  —  8m'  —  i2/n/i —  3/i'-i-56/?i  -+-  53/r 
-h3t(6m-h3/i  —  89). 
1  V  ir=  —  3  /?i*  —  12  ma  —  8  /^*  -h  53  m 


-h  56/1  -1-  a(3m  -H  6/1  —  39). 
(4)  fX  rz;  —  lO/W  — 8/1 -+-6a,      V  1=  —  8/w  — lO/l -h  6a. 

420.  Il  reste  encore  à  établir  les  formules  qui  donnent  le 
nombre  de  coniques  qui  satisfont  à  cinq  conditions  insépa- 
rables, comme  par  exemple  (5)  le  nombre  de  coniques  ayant 
avec  une  courbe  donnée  un  contact  du  cinquième  ordre.  Ces 
nombres  se  trouvent  en  étudiant  le  cas  où  une  courbe  à 
laquelle  les  coniques  sont  ta-gentes  est  un  complexe  de 
deux  autres  courbes  :  ainsi  les  coniques  qui  ont  un  contact 
du  cinquième  ordre  avec  un  complexe  de  deux  courbes  se 
composent  des  coniques  ayant  un  contact  semblable  avec 
les  courbes  séparées,  et  par  conséquent  l'expression  pour  (5) 
doit  être  une  fonction  de  /w,  n,  a  telle  que 

<ï>(/n  -h  ni\  n  -{-  n\  a  -ha')  =  *(//i,/i,a)  -f-  <^  (//*',  fi\  "j  ); 

donc  (5)  est  évidemment  de  la  forme  am  +  è/i  +  ca.  D'après 
la  symétrie,  nous  devons  avoir  a  =6;  et  connaissant  le 
nombre  de  coniques  sextactiques  quand  m  =  3,  nous  déter- 
minons a  et  c  et  nous  trouvons  (5)  =  — i5m —  iS/i-l-ga. 
De  même  aussi,  les  coniques  (45O  se  composent  des 
coniques  ayant  ce  même  contact  avec  courbe  séparée  et  des 
coniques  ayant  le  contact  4  avec  une  courbe  et  le  contact  i 
avec  l'autre.  Le  nombre  de  ces  dernières  coniques  se  trouve 
au  moyen  des  formules  du  numéro  précédent,  en  sorte   que 

*(;n  -h  /«',  n  -h  /*',  a-ha')  — *    m,  /^,a)  —  (*//?',  //,  a') 

est  fonction  connue  de  m,  n,  a.  C'est  en  suivant  la  marche  que 
S.  —  Courbes  pleines.  34 
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nous  indiquons  ici  que  M.  Cayley  a  établi  la  table  suivante  : 

(  =  — 8/n»  —  aom/i  — 8/i*H-io4(/n-h /i) 
^^''^  I  H-6a(m-h/i-ii). 

(3,2)  =i2o(m  -h  /i)-ha(  — 4^^*  — ^'i  — 78)-+-3a«. 

1=  —  I  m*  —  lo  m'  /i  —  lo  m/i'  —  |  /i*  -I-  -4^  m' 
-h  ii6 m/i -+-  AAi ;i«  —  434 m  —  434 /* 
H-a(îm»-|-6m/ï-h|/i'— ^/n— ^/H-291)  — |a'. 

(  =  24m"H- 54/w/H- 24«'— 468(m -h /i) 

^^'^'^J      I       ^a(  — 8m  — 8/i-h327)-ha«(im  +  }/i  — 12). 

/  =r6/n'-t-  3om»/n-3om/i'-i-6ii*— i7/i(m  -h/i)* 
1       -M320(m-H/i)4- ix(}m'-f-m"/i-*-mn*H-{n' 
(2,1,1,1)  j       __j_i^t_a6m/i-V/i«4-^m+i|A/i-96o; 

\       —  iV C''**  •+-  'i*)  —  I rnn{m} 4-  /i'  )  —  2  m* a* 
1       _ij_t(m«-+-/i»)— ^/n/i(m-+.n)4-i-î-î^(m'+/î- 
(1,1,1,1,1)  .        ^i±3.f^j^_^%iii^^^n)-^a{-^\m}-\m'n 

\  -lfln-h486)4-aH^('«  +  '»)-'5]. 
MM.  Zeuthen  et  Cayley  ont  aussi  cherché  les  formules  rela- 
tives aux  cas  où  les  conditions  impliquent  le  contact  avec  une 
courbe  en  un  point  donné.  Le  Mémoire  de  M.  Cayley  contient 
des  recherches  sur  une  formule  de  M.  de  Jonquières,  qui 
donne  le  nombre  de  courbes  de  Tordre  r  ayant,  avec  une  courbe 
donnée  de  Tordre  /n,  t  contacts  de  Tordre  a,  6,  c,  ...  ei 
passant  en  outre  par  p  points  de  la  courbe.  Mais  le  sujet  esl 
trop  étendu  pour  être  traité  en  détail  ici. 
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On  peut  ajouter  quelques  remarques  à  la  théorie  analytique 
des  formes  dégénérées  des  courbes.  Pour  ce  qui  concerne  les 
coni(}ues,  un  couple  de  droites  peut  être  représenté  en  coor- 
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données  ponctuelles  par  une  équation  de  la  forme  xj^  =  o; 
et  réciproquement  un  couple  de  points  peut  être  représenté 
en  coordonnées  tangentielles  par  une  équation  Çt^  =  o;  mais 
nous  avons  à  étudier  comment  le  couple  de  points  peut  être 
représenté  en  coordonnées  ponctuelles  :une  équation  :i;^  =  o 
n'est  pas  une  représentation  convenable  du  couple  de  points, 
mais  elle  caractérise  purement  et  simplement  (comme  droite 
double  ou  deux  fois  répétée)  la  droite  qui  joint  les  deux  points 
du  couple  de  points,  et  toute  trace  de  ces  points  eux-mêmes 
se  trouve  perdue  dans  cette  représentation;  et  il  faut  remar- 
quer que  la  conique  ou  droite  double  x^  =  o  ou  bien 

est  une  conique  quianalytiquement  et  géométriquement  (dans 
un  sens  impropre)  satisfait  à  la  condition  d'être  tangente  à 
une  droite  quelconque,  tandis  que  les  seules  tangentes  pro* 
prement  dites  du  couple  de  points  sont  les  droites  qui  passent 
par  Tun  ou  l'autre  des  deux  points  du  couple  de  points. 

La  solution  ressort  de  la  notion  du  couple  de  points  consi- 
déré comme  limite  d'une  conique,  ou,  comme  nous  le  dirons, 
d'une  conique  indéfiniment  aplatie;  nous  avons  à  considérer 
desconiques  où  certains  coefficients  sontinfinitésimaux,  et  qui, 
lorsque  les  coefficients  infinitésimaux  sont  réellement  nuls,  se 
réduisent  à  des  droites  doubles  ;  et  de  plus  il  est  nécessaire  de 
regarder  les  coefficients  évanouissants  comme  des  quantités 
infinitésimales  de  différents  ordres.  Ainsi  considérons  les  co- 
niques qui  passent  par  deux  points  donnés  et  sont  tangentes 
à  deux  droites  données  (quatre  conditions);  prenons^ :=o, 
z  =  o  pour  les  droites  données,  ^  =  o  pour  la  droite  qui  joint 
les  points  donnés,  et  (x=o,jk  —  aLZ  =  o){x  =  Ofy  —  ^z) 
pour  les  points  donnés;  l'équation  d'une  conique  qui  satis- 
fait aux  conditions  requises  et  contient  un  paramètre  arbi- 
traire 0  est 

d?2-t-  2exx  4-3  0  v/(â^  ) xz  -h  62 (/  —  oiz]{y  —  ^5)  ~  o; 
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OU,  ce  qui  revient  au  même^ 

[^  +  e/^Ov/(ï?)c]«-e»(ot-f-P)7^=o; 

et  cette  équation,  quand  on  y  considère  6  comme  inGnimeot 
petit,  du  premier  ordre  par  exemple,  représente  la  conique 
aplatie  ou  le  couple  de  points  composé  des  deux  points  don- 
nés. En  comparant  à  l'équation  générale 

(a,  b,  c,/,  g,  h\x,y,zy=z  o, 
nous  avons 

a^i,   b^i\  c=rO«a?, /:z=:-ie«(a4-p),  ^  =  0 y/^,   /i  =  0. 

c'est-à-dire  qu'en  supposant  a  fini,  ^et  A*  sont  des  infiniment 
petits  du  premier  ordre,  6,  c,/  des  infiniment  petits  du  se- 
cond ordre;  et  les  quatre  rapports  >/b  \\/cl  y/fl  g  \  h  sont 
déterminés  de  manière  à  satisfaire  aux  conditions  prescrites. 

Observons  que  la  conique  aplatie,  considérée  comme  co- 
nique passant  par  les  deux  points  donnés  et  tangente  aux  deux 
droites  données  est  représentée  par  une  équation  e/e^^rmi/ieV, 
c'est-à-dire  qu'en  considérant  la  condition  imposée  à  6(6  égal 
à  une  quantité  infinitésimale)  comme  une  détermination  de  6^ 
l'équation  est  complètement  définie;  mais  si  nous  consi- 
dérons laconique  aplatie  comme  passant  par  les  deux  points, 
l'équation  contiendrait  deux  paramètres  arbitraires,  qu'on 
pouiTait  déterminer,  en  assujettissant  la  conique  aplatie  à 
deux  conditions,  comme  d'être  tangente  à  deux  droites,  etc. 

D'une  manière  générale,  nous  pouvons  considérer  l'équa- 
tion d'une  courbe  de  l'ordre  n  ;  une  pareille  équation  peut 
contenir  certains  coefficients  infinitésimaux  et,  quand  ceux-ci 
sont  nuls,  se  réduire  à  une  équation  composée  P*Q^ . . ,  =  o: 
l'équation  dans  sa  forme  originale  représente  une  courbe  qui 
peut  s'appeler  la  courbe  pénultième.  Considérons  les  tan- 
gentes menées  d'un  point  arbitraire  à  la  courbe  pénultième; 
quand  elle  se  décompose  en   plusieurs  parties,  le  sjstèmo 
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de  tangentes  se  réduit  à  :  (i)  les  tangentes  menées  du  point 
fixe  aux  différentes  courbes  composantes  P  =  o,  Q  =  o, . . . 
respectivement;  (a)  aux  droites  menées  respectivement  par 
les  points  singuliers  de  ces  mêmes  courbes;  (3)  aux  droites 
menées  par  les  points  d'intersection  P  =  o,  Q  =  o  de  chaque 
couple  de  courbes  composantes  ;  ces  points,  comptés  chacun 
un  nombre  convenable  de  fois,  sont  appelés  «  sommets 
fixes  »  (4)  AUX  droites  menées  du  point  fixe  à  certains  points 
déterminées  appelés  «  sommets  libres  »  sur  les  différentes 
courbes  composantes  P  =  o,  Q=  o, ...  respectivement.  Nous 
avons  ainsi  une  forme  dégénérée  de  la  courbe  du  n'*"*  degré, 
qui  peut  être  regardée  comme  constituée  par  les  courbes 
composantes,  comptées  chacune  un  nombre  convenable  de 
fois  et  des  points  précédents  appelés  sommets;  elle  n'est 
donc  représentée  d'une  manière  appropriée  que  par  l'équa- 
tion dernière  ou  ultime  P^QP  . . .  =  o;  le  nombre  et  la  dis- 
tribution des  sommets  ne  sont  pas  arbitraires,  mais  se  trouvent 
régis  par  des  lois  qui  résultent  de  la  considération  de  la  courbe 
pénultième;  etil  y  a  par  le  fait,  pour  une  valeur  donnée  de  n, 
différentes  formes  de  courbes  dégénérées,  suivant  les  formes 
dernières  P«QP  ...  =o  et  suivant  le  nombre  et  la  distribu- 
tion des  sommets  sur  les  différentes  courbes  composantes.  Le 
cas  d'une  quartique  ayant  pour  forme  dernière  x^y^  =  o  a  été 
étudié  par  M.  Cayley  {Comptes  rendus,  t.  LXXIV,  p.  708, 
mars  1 872),  qui  énonce  sa  conclusion  comme  il  suit:  «  Il  existe 
une  quartique,  la  pénultième  àex^y^  =  o,avec  neuf  sommets 
libres,  dont  trois  sont  sur  une  des  droites  (telles  que  y  =  6) 
et  qui  sont  trois  des  intersections  de  la  quartique  par  cette 
droite  (la  quatrième  intersection  étant  indéfiniment  près  du 
point  0?  =  o,  j^  =  o),  et  les  six  autres  situés  à  volonté  sur  la 
droite  x  =  o;  il  y  a  trois  sommets  fixes  à  l'intersection  des 
deux  droites.  »  D'autres  formes  ont  été  examinées  par  le 
D'  Zeuthen  (Comptes  rendus,  t.  LXXV,  p.  708  et  95o,  sep- 
tembre et  octobre  1872);  d'autres  encore  par  Zeuthen. Toute 
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la  question  des  formes  dégénérées  des  courbes  mérite  bien 
d'être  Tobjet  de  recherches  plus  complètes. 

]La  question  des  nombres  des  cubiques  qui  satisfont  à  des 
conditions  élémentaires  données  (et  qui  dépend,  comme 
cela  doit  être,  des  formes  dégénérées  de  ces  courbes)  a  été  ré- 
solue par  Maillard  et  Zeuthen  ;  celle  du  nombre  des  quartiques 
a  été  traitée  par  le  D'  Zeuthen. 
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COURBES  ALGÉBRIQUES  PLANES 


PAR  G.-H.  HALPHEN. 


Dans  celte  étude  se  trouvent  rassemblées  les  principales 
questions  résolues  de  Géométrie  plane,  où  les  points  singuliers 
des  courbes  algébriques  jouent  un  rôle.  La  première  Partie 
contient  VExposé  des  fondements  de  la  théorie,  immé- 
diatement suivi  d'applications  concernant  Vemploi  des 
coordonnées  polaires,  ordinaires  et  tangentielles.  Ces  ap- 
plications ouvrent  une  voie  facile  à  Tétude  des  développées 
successives  et  à  la  démonstration  de  la  singulière  loi  suivie 
par  les  degrés  et  les  classes  de  ces  courbes. 

La  seconde  Partie  est  consacrée  à  ce  problème  :  Trouver 
le  nombre  des  points  en  chacun  desquels,  sur  une  courbe 
algébrique  donnée,  a  lieu  'une  relation  donnée  entre  les 
éléments  infinitésimaux  de  la  courbe  •  La  solution  est 
accompagnée  d'exemples  assez  nombreux,  parmi  lesquels  on 
remarquera,  sans  doute,  ceux  qui  se  rapportent  au  cas  où 
les  éléments  infinitésimaux  considérés  s'élèvent  jusqu'au 
troisième  ordre. 

Dans  la  troisième  Partie  sont  exposées  les  théories  con- 
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cernant  la  correspondance  entre  les  points  de  deux  courbes 
et  concernant  le  genre. 

Enfin^  une  quatrième  Partie,  très  courte,  contient  la  solu- 
tion de  deux  problèmes  de  Géométrie  analytique  :  Trouva- 
la  classe  d^ une  courbe,  connaissant  le  degré  et  les  points 
singuliers.  —  Parifii/les  intersections  de  deux  courbes^ 
calculer  le  nombre  de  celles  qui  sont  confondues  en  un 
point  singulier  commun. 

Pour  les  lecteurs  désireux  de  compléter  cette  étude,  voici 
la  liste  des  Mémoires  originaux  qui  pourront  être  consultés  : 


Brill.  —  Ueber    Singularitàten    ehener  algebraischer  Curven 

(Math.  AnnaUn,  t.  XVI,  p.  348). 
GiTLEY.  —  On  the  higher  singularities  of  a  plane  curve  (  Quar- 

terly  Journal,  VII,  p.  a  12,  et  Journal  de  Crelle,  t.  LXI V,  p.  369). 
De  la  GouRNEBiE.  —  Notes  sur  les  singularités  élevées  des  courbes 

planes  {Journal  de  Mathématiques,  a*  série,  t.  XIV,  p.  4^5,  cl 

t.  XV,  p.  I). 

—  Note  sur  le  nombre  des  points  d'intersection  que  représente  un 

point  multiple  commun  à  deux  courbes  planes  {Comptes 
rendus,  t.  LXXVII,  p.  673). 
Halphen.  —  Sur  les  points  singuliers  des  courbes  algébriques 
planes  {Mémoires  présentés  par  divers  savants  à  V  Académie 
des  Sciences,  t.  XXVI). 

—  Sur  une  série  de  courbes,  analogues  aux  développées  {Jour- 

nal de  Mathématiques,  3*  série,  t.  II,  p.  87). 

—  Sur  la  recherche  des  points  d'une  courbe  algébrique  plane, 

qui  satisfont  à  une  condition  exprimée  par  une  équation 
différentielle  algébrique  {ibid.,  t.  II,  p.  267  et  371). 

—  Sur  une  question  d élimination,^  ou  sur  V intersection  de  deux 

courbes  en  un  point  singulier  {Bulletin  de  la  Société  ma- 
thématique, t.  III,  p.  76). 

—  Sur  le  contact  des  'caurbes  planes  avec  les  coniques  et  les 

courbes  du  troisième  degré  {ibid.,  t.  IV,  p.  69). 

—  Sur  la  conservation  du  genre  dans  les  transformations  uni- 
*    formes  {ibid.,  t.  IV,  p.  ag). 

—  Sur  les  correspondances  entre  les  points   de  deux  courbes 

{ibid.,  t.  V,  p.  7). 
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Halphen.  —  Sur  le  genre  des  courbes  algébriques  (Association 
française.  Compte  rendu  de  la  4*  session,  Nantes,  p.  137). 

N(3ther.  —  Ueber  die  algebraischen  Functionen  {Gôttinger  Nach- 
richten,  1871,  pp.  217  et  267). 

—  Ueber  die  singulàren  Werthsysteme  einer  algebraischen  Func- 

tion,  und  die  singulàren  Punkte  einer  algebraischen  Curve 
{Mathematische  Annalen,  t.  IX,  p.  166). 
Painvin.  —  Sur  l'abaissement  de  la  classe  d'une  courbe  produit 
par  la  présence  d'un  point  de  rebroussement  (Bulletin  des 
Sciences  mathématiques  et  astronomiques,  t.  IV,  p.  i3i). 

—  Note  sur  l'intersection  de  deux  courbes  {ibid.,i,  V,  p.  i38). 
SuiTH.  —  On  the  higher  singularities  of  plane  curves  (Procee- 

dings  0/  the  London  mathematical  Society,  t.  YI^  p.  i53). 
Stolz.  —  Ueber  die  singulàren  Punkte  der  algebraischen  Func- 
tionen und  Curçen  (Mathematische  Annalen,  t.  VIII,  p.  4i^)* 

—  Die  Multiplicitàt  der  Schnittpunkte  zweier  algebraischen  Cur- 

ven(ibid,,  t.  XV,  p.  122). 
Z::UTHEN.  —  Nouvelle  démonstration  de  théorèmes  sur  des  séries 
de  points  correspondants  sur  deux  courbes  (Mathematische 
Annalen,  t.  III,  p.  i5o). 

—  Note  sur  les  singularités  des  courbes  planes  (ibid.t  t.  X,  p.  aïo), 

—  Sur  un  groupe  de  théorèmes  et  formules  de  la  Géométrie  énu- 

mérative  (Acta  mathematica,  t.  I,  p.  171). 
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PREMIÈRE  PARTIE. 


1.  Le  fondement  de  la  théorie  qui  va  être  exposée  ici 
réside  dans  une  proposition  d'Algèbre,  dont  voici  l'énoncé: 

Soit  y  une  fonction  algébrique  de  la  variable  x^  et  soit 
x^  une  valeur  de  cette  variable  pour  laquelle  diverses 
déterminations  de  y  prennent  une  valeur  commune  y%. 
Pour  les  valeurs  de  x  —  Xq,  ayant  leurs  modules  inférieurs 
à  une  limite  finie  et  déterminée,  ces  dii^erses  détermina- 
tions dey  se  répartissent  en  des  groupes  entièrement  dis- 
tincts entre  eux.  Toutes  celles  qui  composent  un  même 
groupe  se  représentent  simultanément,  leur  nombre  étant 
égal  à  n,  sous  la  forme  suivante 

(  1  )  .r  —  a^o  t=  f«,     y  —  Vç  —  ai  i  4-  «1  <•  -h  a,  <* . . . . 

Nous  admettrons  cette  proposition  comme  bien  connue, 
en  ajoutant  les  observations  suivantes  :  i^  Le  nombre  des 
groupes,  constitués  parles  déterminations  àe y diC(\^éT^xii\vi 
valeur  jKo  pour  x  =  Xq^  peut  se  réduire  à  l'unité.  Le  nombre 
n  peut  aussi  se  réduire  à  l'unité.  Ces  deux  circonstances  ont 
lieu  à  la  fois  si  l'on  prend  x^  arbitrairement.  2**  Quand  le 
nombre  n  dilFère  de  l'unité,  il  peut  arriver  que  quelques-uns 
des  coefficients  a^  ^2v  manquent.  Mais  la  totalité  des 
indices  des  coefficients  qui  subsistent  ne  peut  avoir,  avec  le 
nombre  n,  d'autre  diviseur  commun  que  l'unité;  sans  quoi 
les  formules  (  i  )  ne  fourniraient  pas  n  valeurs  de  j,  diffé- 
rentes entre  elles,  pour  chaque  valeur  de  x.  3**  Au  lieu  des 
formules  (i),  on  peut  écrire  cette  formule  unique 
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et  dire  que  y  est  développable  en  série  convergente,  procé- 
dant suivant  les  puissances  à  exposants  croissants  et  fraction- 
naires de  a;  —  j^o-  Le  plus  petit  dénominateur  commun  de 
ces  exposants  est  limité;  c'est  le  nombre  des  déterminations 
de^  représentées  à  la  fois  par  la  formule  (a).  Il  faut  avoir 
soin  d'observer  toutefois  que,  ce  dénominateur  étant  appelé  /?, 
ou  doit  prendre,  à  chaque  terme,  une  même  détermination 

de  (^x  —  5^0)"-  Le  groupe  des  déterminations  àty,  obtenues 
en  changeant  la  racine  /i'*"'  de  (^x  —  a:©),  et  dont  le  nombre 
est  /i,  sera  désigné  par  le  nom  de  cycle. 

2.  Nous  aurons  fréquemment  à  considérer  des  séries  pro- 
cédant, comme  la  série  de  Maclaurin,  suivant  les  puissances, 
à  exposants  entiers  et  croissants,  d'une  variable,  sans  qu'il 
soit  besoin  de  préciser  les  coefficients  de  ces  séries.  Pour 
abréger,  il  sera  utile  d'employer  un  symbole  représentant  de 
telles  séries.  Nous  adopterons  donc  la  notation 

[^]  z=  «0 -H  ûTi  ^  H- a,  ^2 -h  flfj  i' • . . . 

as;ec  Vexpresse  cons^ention  que  le  premier  coefficient  a© 
sera  toujours  supposé  différent  de  zéro. 

Dans  un  même  calcul,  le  même  symbole  pourra,  sans  in- 
convénient, représenter  plusieurs  séries  différentes. 

3.  Après  ces  préliminaires,  entrons  dans  la  théorie  des 
courbes  algébriques. 

Les  variables  x,  y  seront  maintenant  les  coordonnées  d'un 
point  du  plan.  Ces  coordonnées  seront  cartésiennes  ou,  mieux 
et  plus  généralement,  les  rapports  de  deux  coordonnées 
homogènes  à  la  troisième. 

La  proposition  du  n**  1  revêt  alors  cette  forme  :  Soient 
Xo,  j'o  l^s  coordonnées  d^un  point  sur  une  courbe  algé- 
brique. Aux  environs  de  ce  points  les  diverses  branches  de 
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la  courbe  sont  représentées  par  un  ou  plusieurs  systèmes 
d'équations  analogues  au  système  (  i  ). 

La  portion  de  courbe  représentée  par  des  équations  telles 
que  (  I  )  sera  appelée  un  cycle.  Le  point  x^^y^  sera  dit  V ori- 
gine de  ce  cycle. 

En  employant  la  notation  expliquée  au  n®  %  nous  sommes 
obligés  de  mettre  en  évidence  le  premier  exposant  du  déve- 
loppement de  j'  —  y^j  et  de  représenter  un  cycle  ou  bien  par 
le  système 

(3)  a;-^o=^«,    7-jo=^'"[«] 

ou  bien  par  la  formule  unique 

En  intervertissant  x^  y^  nous  aurons  une  autre  représentation 
du  même  cycle,  sous  forme  du  développement  de  a;  —  Xo 
en  y  — y^.  Ce  développement  pourra  être  obtenu  par  le 
retour  de  la  suite  (4).  U  aura  donc  la  forme 

Des  deux  formules  (4)  et  (4  &w),  prenons  celle  où  l'expo- 
sant mis  en  évidence  n'est  pas  inférieur  à  l'unité.  Admettons 
que  ce  soit,  par  exemple,  la  formule  (4).  Sous  cette  hypo- 
thèse —  ^i,  le  nombre  n  sera  dit  l'ordre  du  cycle.  Il  est 

essentiel  de  rappeler  la  deuxième  observation  faite  au  n^  1  ;  ks 
exposants,  dans  le  développement  {^)^  sont  supposés  réduits 
à  leur  plus  petit  commun  dénominateur  n. 

4.  Uordre  d'un  cycle,  tel  que  nous  venons  de  le  définir, 
est  indépendant  du  cboix  des  coordonnées.  C'est  ce  qui  va 
être  immédiatement  prouvé. 

Soient  X,  Y  de  nouvelles  coordonnées,  devenant  Xo,  Y©  à 
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IWigine  du  cycle.  Leur  liaisou  avec  les  précédentes  a  la 
forme  générale 

'~"H-«U-^o)+?(7~Jo)' 

Substituant  dans  ces  relations  les  expressions  (3)  et  obser* 
vant  rhypothèse  m^n,  nous  obtenons  deux  développements 
dont  la  forme  est  rappelée  ainsi  : 

pourvu  que  a'  et  a'  ne  soient  pas  nuls.  D'autre  part,  le  cycle 
devant  être  susceptible,  avec  les  coordonnées  X,  Y,  d'une 
représentation  analogue  à  (4)}  nous  aurons  cette  représenta- 
lion  en  éliminant  t  entre  les  deux  dernières  égalités.  Le  résul- 
tat a  cette  forme 

Y-Yo--(X-Xo)[(X-Xor]. 

On  peut  seulement  craindre  qu'un  choix  particulier  des  coef- 
ficients a,  a', ...  permette  de  réduire  le  nombre  n  dans  cette 
dernière  formule.  Mais  il  n'en  est  rien,  car  si  le  dénomina- 
teur commun  aux  exposants  du  développement  ne  peut 
s'élever  par  un  changement  de  coordonnées,  il  ne  peut  non 
plus  s'abaisser.  La  proposition  énoncée  est  donc  établie. 

S.  Par  un  choix  convenable  du  rapport  et"  :  P"  on  fait  dis- 
paraître le  terme  du  degré  n  dans  le  développement  de  Y  —  Yq 
suivant  les  puissances  de  t.  Si,  dans  les  formules  initiales  (3), 
m  est  supérieur  à  n,  le  rapport  oc*  ;  P'  devra  être  pris,  pour 
ce  but,  égal  à  zéro.  Le  premier  exposant  de  Y  —  Yq  sera  alors 
égal  à  m.  Si^  au  contraire,  /n  est  égal  à  /i,  alors,  le  rapport 
a':  prêtant  convenablement  choisi,  le  premier  exposant  du 
développement  de  Y  —  Yq  sera  supérieur  à  n.  Je  désignerai 
dorénavant  ce  premier  exposant  par  n  +  v;  la  droite,  bien 
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(lélerminée ,  dont  réquation  est  Y  —  Y©  =  o,  sera  dite  la 
tangente  du  cycle.  Le  nombre  v  sera  dit  la  classe.  Ainsi,  en 
prenant  pour  origine  des  coordonnées  (j;  ==  j'  =  o)  Torigine 
d'un  cycle,  et  pour  axe  des  x  (^  =  o)  la  tangente,  od  a 
pour  ce  cycle  la  représentation 

ou,  sous  une  autre  forme, 

(5)  x  —  i'',    j=zr-^*[/]. 

Les  nombres  /i,  v  sont  Tordre  et  la  classe  du  cycle. 

6.  Pour  justifier  l'introduction  du  nombre  v  et  le  nom  qui 
lui  a  été  affecté,  nous  allons  montrer  que  ce  nombre  v  cor- 
respond à  Tordre  /i,  au  point  de  vue  de  la  dualité. 

Mettons   en   évidence    trois    coordonnées  homogènes  en 

posant 

X  Y 

Prenons  maintenant  des  coordonnées  tangentielles  homo- 
gènes, en  faisant  v 

Xr^YdZ-ZdY,      Y,  =  Z  ^X  -  X  ^,      Z,  —  \  J  /  -  Y  d\ . 

Substituant  les  expressiors  (5),  nous  aurons 

X,  m  -  Z^dy  z=.  -  'jJJt.l'"^^-'  [/], 

Z,=      Z^x'^di^^      Z*é/^^"-^^-^[«]. 

Prenons  maintenant  les  rapports  de  deux  de  ces  coordonnées 
à  la  troisième 

et  déduisons  deux  développements  pour  S  et  t]  : 


fiTUDB    SUR    LES    POINTS    SINGULIERS.  545 

Ijq  développement  de  t)  en  Ç  se  déduira  de  là  et  aura  cette 
forme 

Ceci  est  Téquation  d'un  cycle  d'ordre  v  et  de  classe  /i,  à 
moins  toutefois  que  le  dénominateur  commun  des  exposants 
puisse  être  réduit  à  un  diviseur  de  v.  Mais,  à  cause  de  la  dua- 
lité, celte  réduction  est  impossible.  Donc,  dans  le  passage 
des  coordonnées  ponctuelles  aux  coordonnées  tangentielles, 
l'ordre  et  la  classe  d'un  même  cycle  s'échangent  entre  eux. 
Si  l'on  complète  ce  résultat  par  l'examen  des  coordonnées, 
on  peut  l'énoncer  ainsi  :  Dans  deux  courbes  corrélatives,  à 
un  cycle  de  l'une  correspond  un  cycle  de  l'autre  courbe. 
La  tangente  de  chacun  de  ces  cycles  est  corrélative  de 
l'origine  de  l'autre  cycle;  Vordre  de  chaque  cycle  est 
égal  à  la  classe  de  l'autre, 

7.  L'interprétation  géométrique  de  l'ordre  et  de  la  classe, 
pour  un  cycle,  se  tire  bien  aisément  du  mode  d'exposition 
employé.  Revenons  aux  équations  qui  ont  servi  de  point  de 
départ 

Si  l'on  prend  pour  variable  indépendante  x  —  x^^  à  chaque 
valeur  infiniment  petite  de  cette  variable  répondent  N  déter- 
minations infiniment  petites  pour  t^  et  aussi  pour  y  — y^.  Le 
nombre  N,  pour  un  même  cycle,  est  susceptible  de  deux 
valeurs  différentes  :  i®  si  la  droite  ;r  =  Xq  n'est  pas  la  tan- 
gente du  cycle,  alors  N  =  /i;  a°  si  j:  =  x©  est  la  tangente, 
alors  N  =  /i  -h  V.  De  là  cette  proposition  : 

Si  une  droite  mobile  est  infiniment  voisine  de  l'origine 
d*un  cycle  ^  il  y  a,  parmi  les  intersections  de  la  droite  et  de 
la  courbe^  des  points  infiniment  voisins  de  cette  origine  et 
appartenant  à  ce  cycle  :  leur  nombre  est  Vordre  du  cycle 
si  la  droite  fait  un  angle  fini  avec  la  tangente;  au  con- 
S.  —  Courbes  planes^  35 
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traire^  il  est  égal  à  la  somme  de  l^ ordre  et  de  la  classe,  si 
la  droite  diffère  infiniment  peu  de  la  tangente. 

D*après  la  dualité,  envisagée  au  n®  6,  nous  avons  en  même 
temps  cette  autre  proposition  : 

Si  un  point  mobile  est  infiniment  voisin  de  la  tangente 
d*un  cycle,  il  y  a,  parmi  les  tangentes  menées  du  point  à 
la  courbe,  des  droites  infiniment  peu  différentes  de  la 
tangente  du  cycle,  et  lui  appartenant  ;  leur  nombre  est  la 
classe  du  cycle  si  le  point  est  à  distance  finie  de  V  origine; 
au  contraire^  il  est  égal  à  la  somme  de  Vordre  et  de  la 
classe  si  le  point  mobile  est  infiniment  voisin  de  l'origine. 

Si  Ton  prend  les  positions  limites  de  cette  droite  ou  de  ce 
point  mobile,  on  a  ces  conséquences  :  dans  le  nombre  total 
des  intersections  d^une  droite  et  d'une  courbe,  chaque 
point  commun  compte  pour  un  nombre  égal  à  la  somme 
des  ordres  des  cycles  dont  il  est  l'origine,  augmentée  de  la 
somme  des  classes  de  ceux  de  ces  cycles  auxquels  la  droite 
est  tangente.  Comme  on  sait,  ce  nombre  total  est  indépen- 
dant de  la  droite  envisagée  :  c'est  le  degré  de  la  courbe. 

Dans  le  nombre  total  des  tangentes  à  une  courbe,  issites 
d'un  point,  chaque  tangente  compte  pour  un  nombre  égal 
à  la  somme  des  classes  des  cycles  auxquels  elle  appartient, 
augmentée  de  la  somme  des  ordres  de  ceux  de  ces  cycles  dont 
le  point  considéré  est  l'origine. 

Cç  nombre  total,  indépendant  du  point  envisagé,  est  la 
classe  de  la  courbe. 

D'après  ravant-dernière  proposition,  la  somme  des  ordres 
des  cycles  ayant  une  commune  origine  est  ce  qu'on  appelle 
habituellement  Vordre  de  multiplicité  de  ce  point  sur  la 
courbe.  Ainsi  un  point  est  multiple  ou  singulier  quand  il  csl 
l'origine  de  plusieurs  C}xles,  ou  bien  encore  d'un  seul  cycle, 
d'ordre  supérieur  à  l'unité.  Un  point  non  singulier  est  l'origine 
d'un  seul  cycle,  dont  l'ordre  est  égal  à  l'unité.  Une  dernière 
observation,presquesuper(lue:  ayant  employé  des  coordonnées 
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iiomogènes,  nous  n^avons  pas  à  parler  de  points  à  Tinfini,  Ils 
sont  compris  dans  Pexposé  général  qui  précède. 

8.  Les  deux  nombres  n,  v  donnent  immédiatement  Taspect 
graphique  d'un  cvcle  réeL  En  nous  bornant  au  cas  où  l'origine 
n'est  pas  à  l'infini,  nous  voyons  par  les  équations  (5)  que  la 
courbe  traverse  ou  non  l'axe  des  ^  et  l'axe  des  x,  suivant  que 
/i  et  n  +  V  sont  impairs  ou  pairs.  Par  conséquent,  les  quatre 
cas  que  peut  ofTrir  un  trait  continu  et  sans  jarret  aux  environs 
d'un  point  se  rencontrent  eOectivement  comme  il  suit  : 

i^  /i  et  y  impairs.  L'aspect  est  celui  d'un  point  ordinaire. 
Une  branche  ordinaire  correspond  d'ailleurs  au  cas  /i  =  v  =  i . 
Cette  forme  est  sa  propre  corrélative. 

a®  n  impair  et  y  pair.  L'aspect  est  celui  d'une  inflexion. 
L'in/lexion  proprement  dite  ou  ordinaire  répond  au  cas 

71=  I,  v=  2. 

3*^  npairei  v  impair.  L'aspectest  celui  d'un  rebroussement 
de  première  espèce.  Le  rebroussement  ordinaire  correspond 
à/i=a,  V  =  I  ;  il  est  corrélatif  de  l'inflexion  ordinaire. 

Les  formes  2  et  3  sont  corrélatives  l'une  de  l'autre. 

4°  n  et  V  pairs»  L'aspect  est  celui  d'un  rebroussement  de 
deuxième  espèce.  Cette  forme  est  sa  propre  corrélative. 

9.  Quand  une  courbe  est  donnée  par  son  équation  en 
coordonnées  rectilîgnes,  l'étude  de  chaque  point  singulier  se 
fait  naturellement  par  la  recherche  des  développements  de 
r  en  x^  suivant  une  méthode  bien  connue,  qui  remonte  à 
Newton.  Mais,  dans  les  applications,  les  données  revêtent  des 
formes  diverses  dont  il  faut  savoir  tirer  parti  directement. 
Arrêtons-nous  un  instant  sur  l'étude  des  cycles  d'après  Jes 
expressions  des  coordonnées  en  fonction  d'un  paramètre. 

Supposons  que^  pour  des  valeurs  de  ^  à  module  limité,  les 
coordonnées  d'un  point  mobile  soient  données  ainsi  : 

(G)  x  —  x.^-t^lt],    V  ^y,-r.r\:]. 
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Suivant  la  convention  du  n®  2,  les  égalités  expriment  sim- 
plement que  ;r  et  ^  sont  développables  en  série  procédant  à 
la  manière  de  la  série  deMaclaurin.  On  a  seulement  mis  en 
évidence  les  valeurs  x^^y^  de  x,  y  pour  ^=  o,  et  le  prenier 
exposant  de  t  dans  les  développements.  Cet  exposant  peul 
être  supposé  le  même  dans  les  deux  développements  sans 
restreindre  la  généralité. 

Si  Ton  sait  d'ailleurs  que  la  courbe,  lieu  du  point  mobile, 
est  algébrique,  on  pourra  développer^  — y^  suivant  les  puis- 
sances de  X  —  Xo»  Ce  développement  pourra  se  tirer  des  pré- 
cédents, et  il  aura  la  forme 

7  — jo  —  (^  --  .ro)[  {x  —  XoY']' 

On  ne  peut  pas  afGrmer  que  cette  égalité  représente  un 
cycle  d'ordre  n. 

Il  peut  arriver,  en  effet,  que  le  dénominateur  commun 
des  exposants,  le  plus  petit  possible,  soit  un  diviseur  de  /z. 
Soit  /i|  ce  dénominateur.  La  dernière  égalité  peut  donc  être 
réduite  ainsi 

r  — 7o  ^  (  J^  —  •2:o)[(a:  —  a'o)*']* 
Si  l'on  fait 

ti  est  un  paramètre  correspondant  uniformément  aux  points 
du  cycle;  c'est-à-dire  qu'à  chaque  point  du  cycle  correspond 
une  seule  valeur  de  ^1,  et  en  même  temps  à  chaque  valeur 
de  tt  correspond  un  seul  point. 

La  comparaison  des  deux  expressions  dex  —  Xo  donne 

D'ailleurs  /i|  est  un  diviseur  de  n  ;  soit  donc  n  =  pn^.  ^^  • 
tirera  de  là  successivement 

On  voit  par  là  qu'à  chaque  valeur  de  ii  correspondent 
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z  valeurs  de  t.  Ainsi  la  variable  t  ne  correspond  pas  uniformé- 
ment aux  points  du  cycle ^  dès  que  p  n'est  pas  Tunité.  A  chaque 
valeur  de  t  correspond  un  point ,  mais  à  chaque  point  du 
cycle  correspondent  p  valeurs  de  /. 

En  résumé  :  Si  les  développements  (6)  cons^iennent  à 
une  courbe  algébrique,  et  qu^à  chaque  point  représenté 
par  ces  développements  correspondent  des  valeurs  de  t  en 
nombre  p  ; 

\^  Ce  nombre  p  est  un  diviseur  de  n\ 

a®  Les  développements  (6)  représentent  un  cycle  dont 

V ordre  est  -• 
P 

Ce  n'est  pas,  d'ordinaire,  sur  les  développements  (6)  eux- 
mêmes  que  le  nombre  p  sera  reconnaissable  ;  mais,  le  plus 
souvent,  il  sera  connu  d'avance  par  la  nature  du  problème. 
C  est  ainsi  que  déjà  dans  deux  cas,  aux  n***  4  et  6,  nous  avons 
rencontré  des  exemples  où  il  est  certain  d'avance  qu'on  a  p  =  i 
Dans  ces  deux  cas,  d'ailleurs,  la  question  même  nous  a  fourir. 
le  moyen  d'éviter  la  considération  de  ce  nombre. 

Toutes  les  fois  donc  qu'un  cycle  nous  sera  donné  par  les 
développements  de  deux  coordonnées  en  fonction  d'un  para- 
mètre t^  le  nombre  p  étant  connu  d'avance,  nous  aurons 
l'ordre  de  ce  cycle  en  écrivant  les  développements  sous  la 
forme  (6),  c'est-à-dire  en  cherchant  le  premier  exposant  de  t. 
Nous  aurons  la  classe  d'une  manière  analogue. 

Comme  il  peut  arriver  que  les  développements  contiennent 
des  termes  à  exposants  négatifs,  il  conviendra  d'envisager  le 
changement  de  coordonnées  le  plus  général.  Voici,  en  résumé, 
ce  qu'on  peut  dire  :  Les  trois  coordonnées  homogènes  du 
point  mobile  étant  développées  suivant  les  puissances  à 
exposants  entiers  et  croissants  d'un  même  paramètre,  on 
cherchera  trois  combinaisons  linéaires  et  homogènesHj  Y,  Z 
de  ces  coordonnées  de  telle  sorte  que  les  développements  de 
X,  Y,  Z  commencent  par  des  termes  à  exposants,  tous  les 
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trois  différents.  Soient  alors  a^  b^cces  trois  exposants  dans 

V ordre  croissant  :  V ordre  du  cycle  est >  et  sa  classe  est 

c  —  b 

•  La  lettre  p  indique  le  nombre  des  valeurs  du  para- 
mètre qui  correspondent  à  chaque  point  du  cycle.  Cet 
énoncé  est  efieclivement  conforme  à  ce  qui  précède  ;  car, 
d'après  les  hypothèses,  on  aura,  X,  Y,  Z  étant  supposés  cor- 
respondre k  a,   by  c  respectivement, 

b-a 


^œ'1©'l  "= 


10.  Nous  allons  appliquer  les  notions  précédentes  à  Tétudc 
des  points  singuliers  en  coordonnées  polaires.  Les  lettres  r, 
8  désigneront  le  rayon  vecteur  et  Tangle  polaire;  il  y  aura 
avantage,  pour  cette  élude,  à  considérer,  en  même  temps 
que  6,  la  variable  X  ci-après  : 

À  "-  c''  ~:  rosO  -H  tsin  6. 

Les  droites  isotropes^  c'est-à-dire  les  asymptotes  de  cercles, 
sont  celles  dont  la  direction  est  définie  par  X  =  o  ou  X  =  oo  . 
Une  courbe  algébrique  est  définie  par  une  équation  algé- 
brique entre  r  et  \,  Mais  il  faut  observer  qu'à  un  même 
point  du  plan  correspondent  les  deux  systèmes  (r,  6)  cl 
( —  r,  9  -i-ir),  ou,  ce  quirevient  aumême,  (r,  X)et( — r,  —  a^. 
A  cause  de  cette  circonstance,  les  équations  en  coordonnées 
polaires  se  partagent  en  deux  catégories  :  dans  la  première 
nous  rangerons  les  équations  qui,  mises  sous  forme  entière 
par  rapport  à  r,  et  irréductibles,  sont  changées  par  le  chan- 
gement de  r,  X  en  —  r,  —  \.  Tel  est  le  cas  pour  Téqualion 
d'une  conique,  l'origine  étant  un  foyer.  Sur  une  telle  courbe, 
à  chaque  point  correspond  un  seul  système  (r,  V).  Dans  la 
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seconde  catégorie  se  placeront  les  équations  qui  ne  peuvent 
être  mises  sous  forme  entière  sans  jouir  de  la  propriété  de 
rester  inaltérées  par  le  changement  de  r,X  en  —  r,  —  a. 
C'est  le  cas  le  plus  ordinaire. 

11.  Soit  déduit  de  Féquation  polaire,  pour  6  voisin  de  Oo, 
un  cjcle  de  déterminations  de  la  variable  r.  Désignons  par  N 
le  dénominateur  commun  aux  exposants  de  (0  —  Oq)  dans  le 
développement  de  r.  En  faisant  0  —  ^o  =  ^")  ^^  substituant  le 
développement  de  r  en  /  dans 

a:=:rcos6,     j=zrsinO, 

on  aura  x  tly  développés  suivant  les  puissances  de  t,  comme 
il  a  été  supposé  au  n'*  9.  Pour  appliquer  le  procédé  expliqué 
dans  ce  n**  9,  il  suffira  donc  de  connaître  le  nombre  p. 

Quand  8o  est  déterminé,  c'est-à-dire  quand  \  n'est  ni  nul  ni 
infini,  le  nombre  p  est  l'unité.  Effectivement,  pour  les  équations 
de  la  seconde  catégorie,  les  deux  couples  (r,  A)  et  ( —  r,  — \) 
qui  correspondent  à  un  même  point  ne  peuvent  appartenir  à 
un  même  cycle,  puisque  les  valeurs  origines  sont  différentes, 
au  moins  pour  X,  à  savoir  X©  et  —  \, 

C'est  donc  seulement  pour  X  infiniment  petit  ou  infiniment 
grand  que  p  peut  différer  de  l'unité  ;  et  ceci  ne  peut  avoir  lieu 
évidemment  que  pour  les  équations  de  la  seconde  catégorie. 
Nous  placerons  l'examen  de  ce  cas  plus  loin,  et  raisonnerons 
d'abord  sur  les  équations  de  la  première  catégorie. 

12.  Nous  examinerons  d'abord  les  cycles  correspondant  à 
des  valeurs  déterminées  de  8o?  et,  pour  éviter  une  transfor- 
mation évidente,  nous  prendrons  immédiatement  les  deux 
coordonnées 

X  — /-cos^O  — Oo),     j'==:/-sin(0  — Oo). 

Il  y  a  plusieurs  cas  à.  distinguer.  La  discussion  gagne  en! 
simplicité  si  l'on  considère,  au  lieu  der,  son  inverse. 
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I.  L^  développement  de  -  ne  contient  pas  de  terme  à  expo- 
sant négatif,  et  le  premier  exposant  fractionnaire,  s'il  en 
existe,  est  supérieur  à  l'unité  : 

ir:::AH-B(Ô-eo).... 

Nous  adjoindrons,  pour  ce  cas,  à  ;r  et  j^,  la  troisième  coor- 
donnée z  suivante  : 


•=(o.-a)/- 


D'après  les  hypothèses,  (  -  )   ^M  ~  )    ne  sont  pas  infinies; 

ce  sont  précisément  les  coefficients   A  et  B,  qui  d'ailleurs 
peuvent  être  nuls.  Les  trois  droites  x  =  o^y  =  o,  «  =o  ne       | 
sont  donc  pas  concourantes^  et  l'on  peut  envisagera:,^, ^ 
comme  des  coordonnées  homogènes. 
En  écrivant 

£=(l)^cos(e_e.)H-(i);sinC-o.)--;, 

et  substituant  le  développement  de -^9  on  voit  que  le  dévelop- 
pement de  -  commence  par  un  terme  de  degré  supérieur  à 

l'unité.  Soit  i  -|-  t  le  degré  de  ce  terme,  b  étant  d'ailleurs  le 
dénominateur  commun  des  exposants  dans  le  développe- 
ment de  -•  Nous  aurons 

6-60=^, 

~=m»  J=^[o,  7=^-"^w 

Donc,  sur  la  courbe,  nous  avons  un  cycle  dont  l'origine  est 
^'  =  û,  2  =  o  ;  la  tangente  js  =  o  ;  l'ordre  6,  la  classe  a. 
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On  voit  par  laque  rorigine  du  cycle  est  à  l'infini  quand  [  -  ] 
est  Duly  et  que  sa  tangente  est  aussi  à  l'infini  quand,  en  outre, 
(  -  )   est  nul  aussi.  Dans  les  autres  cas,  l'origine  du  cycle  est 
à  distance  finie,  et  la  tangente  ne  passe  pas  au  points  =  j^  =  o. 

II.  Le  développement  de  -  ne  contient  pas  de  terme  à  expo- 
sant négatif;  mais  le  premier  exposant  fractionnaire  est  infé- 
rieur à  l'unité  : 

(-)  i^A-hB(e-6p)^...,         a<b. 

La  lettre  b  désigne  d'ailleurs  le  dénominateur  commun  des 
exposants. 

En  prenant  la  troisième  coordonnée, 


-'=G)."-' 


noas  aurons 

7=[0.  -,^-nt],  •J='*[o- 

Le  cycle  a  pour  tangente  la  droite^  =  o,  pour  ordre  a,  pour 
classe  b  —  a.  Son  origine  est  à  distance  finie  si  A  n'est  pas 
nul,  à  l'infini  si  A  est  nul. 

III.  Le  développement  de  -  commence  par  un  terme  à  expo- 
sant négatif. 

i  =  A(0-0or^4-...,  6-60  =  /*, 

L'origine  du  cycle  est  ;r=.r  =  o;  la  tangente  ^=o; 
Tordre  a,  la  classe  b. 
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13.  Examinons  maintenant  les  cycles  qui  répondent  aux 
directions  isotropes.  Supposant  qu^il  s'agisse  de  courbes 
réelles,  nous  nous  bornerons  à  considérer  Tune  des  directions, 
l'autre  donnant  des  cycles  conjugués.  Nous  prendrons  donc 
seulement  X  infiniment  petit. 

Les  coordonnées  appropriées  sont 

/• 


Xi—sr  —  iy  —  ry 

A 


IV.  Le  développement  de  r  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  \  commence  par  un  terme  dont  le  degré  n'est  ni  i , 
ni  —  I. 

Soit  b  le  plus  petit  dénominateur  commun  des  exposants 
dans  le  développement  de  r;  nous  aurons 

n 

D'après  Thypothèse,  aucun  des  deux  exposants  a  —  b^a-^-b 
n'est  nul. 

En  complétant  par  la  troisième  coordonnée  2=r  i,  nous 
aurons  trois  résultats  difTérenls  suivant  les  grandeurs  de  a,  b. 
Le  nombre  b  est  pris  positivement;  a  est  positif  ou  négatiT. 

(  I  )       a  —  6  >  o      <  ^"^'"®  ^1  =  ri  =  o;  tangente  v,  =  o; 
'     (     ordre  a  —  6,  classe  a  6. 

,    ,        ,  ,1  Oriffine  à  rinfini;  tangente  y.mo; 

(     ordre  b—  a,  classe  b -\- a. 

.^  ,        jTangenle  à  l'infini;  origine  sur /i  :=o; 

*      I     ordre  a  6;  classe  —  {b -{- a). 

V.  Le  développement  de  r  commence  par  un  terme  de 


degré  —  i . 


.-i*-^ 


r  =  AX-»  4-BÀ       "4-..., 
l  =  i\    .v,^t-^^[il    j,-A  =  ^*[:l. 
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Origine  à  l^mfini;  tangente ^'i  =  A;  ordre  ai,  classe  a. 

VI.  Le  développement  de  r  commence  par  un  terme  du 
premier  degré,  et  le  terme  suivant  est  de  degré  moindre 
que  3. 

Origine  à  distance  finie;  tangente ^i  =  o,  ordre  a,  classe 
26  —  a, 

VIL  Le  développement  de  r  commence  par  un  terme  du 
premier  degré,  et  le  terme  suivant  est  de  degré  au  moins  égal  à  3  : 

le  coefBcient  B  pouvant  d'ailleurs  manquer. 
Envisageons  la  combinaison 

BrX  -  A  (Ç  -  a")  rrrCX'"^ -f-. . ., 

dont  le  premier  terme  est  de  degré  supérieur  à  2.  On  aura 

X  =  £^    y,^.i^^[t],     Bj, -A(x,-A)--=^'^^«[/]. 

Origine  à  distance  finie;  tangente  B^,  =A(jC| — A); 
ordre  2  fc,  classe  a, 

14.  Ayant  passé  en  revue  tous  les  cas,  nous  pouvons  en 
tirer  des  conséquences.  La  première  sera  le  calcul  du  degré 
et  de  la  classe  d'une  courbe  définie  en  coordonnées  po- 
laires. 

Les  lettres  a  et  p,  affectées  d'accents,  représenteront  les 
sommes  de  nombres  a  ou  6  pour  les  divers  cycles  distingués 
par  les  chiffres  romains  correspondant  à  ces  accents  Par 
exemple,  ^" —  a^  désigne  la  somme  de  tous  les  nombres  tels 
que  b  —  a  pour  les  divers  cycles  II,  en  d'autres  termes  pour 
tous  les  développements,  delà  forme (7),  tirés  de  1  équation 
entre  r  et  0. 
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Calcul  de  la  classe.  —  Appliquons  la  dernière  proposi- 
tion du  n^  7,  en  considérant  les  diverses  tangentes  issues  du 
point  x=^y=^  o. 

Les  cycles  I  n'en  fournissent  aucune  ; 

Les  cycles  II  en  fournissent  P" — a'',  nombre  égala  la  somme 
des  classes,  puisque  le  point  considéré  n*est  pas  l'origine  de 
ces  cycles  ; 

Les  cycles  III  en  fournissent  P'"-f- a"',  nombre  égal  à  la 
somme  des  ordres  et  des  classes,  le  point  considéré  étant 
l'origine  de  ces  cycles. 

Nous  avons  ensuite,  en  tenant  compte  de  chaque  cycle  IV, 
V,  YI  et  de  son  conjugué,  les  nombres  suivants  : 

Ainsi,  laélasse  de  la  courbe  étant  désignée  par  (x,  on  a 

(8)    fx  =  p"—  a'^-f-  ^'-V-  a"' -h 2  [p7-  -h «7  H- Pî  4- a?  -+-  a^' 4-  2  ?^'  —  »^' ]• 

Calcul  du  degré.  —  Nous  pouvons  le  faire  de  deux  ma- 
nières : 

1°  En  prenant  le  nombre  total  des  points  delà  courbe  sur 
une  droite  arbitraire  menée  par  l'origine.  Les  points  variables 
avec  cette  droite  ont  pour  nombre  le  double  du  degré,  par 
rapport  à  r,  de  l'équation  de  la  courbe,  mise  sous  forme 
entière  par  rapport  à  r  et  à  X.  Désignons  par  d  ce  degré.  Les 
points  fixes  sont  à  Torigine  des  coordonnées  ;  leur  nombre 
est  (n®  7)  la  somme  des  ordres  des  cycles  ayant  cette  origine. 
Soit  donc  m  le  degré  de  la  courbe,  on  aura 

(g)  m=:  2r/-f-  a^'-t- sa^— 2  P7 

2**  Nous  pouvons  évaluer  le  degré  en  prenant  les  intersec- 
tions avec  la  droite  isotrope  ^i  =  o.  Ceci  nous  conduit  à  la 
formule 

(q  bis)    m  =  a^-i-  2a7  -f-  2  3'/  .+-  2?;+  2?'-+-  2?"  -h  2?' '. 
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On  remarquera  que  les  formules  (8)  et  (9  bis)  n'exigent 
pas  la  connaissance  du  nombre  d, 

15.  L'analyse  qui  précède  se  rapporte  aux  courbes  appar- 
tenant à  la  seconde  catégorie  (n*'*  10  et  11).  Examinons 
maintenant  les  modifications  pour  les  courbes  de  la  première 
catégorie.  Les  résultats  du  n^  12  s'appliquent  encore  sans 
modification.  Mais  il  faut  observer  qu'à  chaque  cycle  de  la 
courbe  correspondent  deux  cycles  différents  pour  r,  6.  Par 
conséquent,  dans  les  formules  (8),  (9)  et  (9  bis),  les  nombres 
afTectés  des  doubles  ou  triples  accents  doivent  être  divisés 
par  2. 

Pour  chaque  cycle  répondant  à  \  infiniment  petit  ou  infini- 
ment grand,  deuxcas  peuvent  se  présenter  :  ou  bien  deux  cycles 
(r,^)  différents  correspondent  encore  à  un  seul  cycle  de  la 
courbe;  alors,  dans  les  formules,  les  nombres  correspondant*-* 
doivent  être  divisés  par  a  ;  ou  bien  un  seul  cycle  {r,\)  contien  I 
à  la  fois  r,  ^  et  —  r,  —  X.  En  ce  cas,  le  nombre  p  (n"  9)  est  éga.* 
à  2.  Les  nombres  a,  jî  correspondants  doivent  donc  être  encore 
divisés  par  2.  Enfin  le  nombre  des  points  de  la  courbe,  mobiles 
sur  une  sécante  variable  issue  de  l'origine,  n'est  plus  2^/, 
mais  seulement  d.  Donc  enfin,  pour  les  courbes  de  la  pre- 
mière catégorie,  les  formules  (8),  (9),  (9  bis)  donnent  te 
double  de  la  classe  et  le  double  du  degré. 


16.    EXEMPLE    1. 


-  —  c.os      0  • 


Les  nombres  entiers/?,  q  sont  premiers  entre  eux:  l'un  au 
moins  diffère  de  i .  Voyons  d'abord  si  cette  équation  appcr- 
tient  à  la  première  ou  à  la  seconde  catégorie.  Pour  un  angle  0 
les  diverses  valeurs  de  r  répondent  aux  diverses  détermine- 
lions  de  cos^  (0  -H  2A:?t).  L'équation  appartiendra  à  la  se- 
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conde  catégorie  si,  quel  que  soit  0,  un  de  ces  cosinus  est 
égal  et  de  signe  contraire  à  cos  -  (0  4-  it).  On  devra  donc 
nvoir 

^(O  +  tt)  -{-  {lh  +  l)7::rr^-(0-h2A-T:), 

c'est-à-dire 

(l/i  —  i)  p---  (2/n-  I)  7. 

Par  conséquent,/?  et  9,  qui  sont  premiers  entre  eux,doiveol 
être  tous  deux  impairs.  Ainsi  Véqiuition  est  de  la  première 
catégorie  si  lUin  des  nombres  p,  q  est  pair  ;  de  la  seconde, 
d  ins  le  cas  opposé. 

Le  nombre  d  est  manifestement  égal  à  q. 

Aux  valeurs  déterminées  de  9©  ne  répondent  que  des  cycles  I. 

Les  cycles  répondant  à  X  infiniment  petit  sont  donnés  ainsi  : 


r-^") 


zi-X'  — X^  -hX 


Ils  appartiennent  à  la  catégorie  IV  (i)  si/?  >  y  ;  à  la  catégorie 
IV  (2)  si/>  <C  q.  En  posant  )v=  /^  et  prenant  r\  au  lieu  de 


r,  on  a 


2 


Si  /?  et  (jr  sont  tous  deux  impairs,  ce  développement  donne 
une  même  valeur  de  rX  pour  deux  valeurs  égales  et  opposées 
de  t.  Ainsi,  quand  Téquation  est  de  la  seconde  catégorie,  le 
nombre  p  relatif  au  cycle  considéré  est  égal  à  a. 

En  appliquant  les  formules  (-8),  (9)  et  (9  èw),  les  deux 
dernières  donnant  ensemble  une  vérification,  on  a  ce  résultat  : 

Si  /?  ou  gr  est  pair,  la  classe  delà  courbe  est  2(/?-f-y); 
son  degré  est  le  plus  grand  des  deux  nombres  %p  ou  iq.  Si 
p  tl  q  sont  tous  deux  impairs,  le  degré  et  la  classe  sont 
réduits  dé  moitié. 
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Exemple  2. 

r  =  V  (A,  COS58  -f-  B,  sin.vO). 

Les  divers  nombres  s  sont  supposés  commensurables.  En 
les  réduisant  à  leur  plus  petit  commun  dénominateur  q,  el 
posant  6  =  qtùj  on  mettra  l'expression  de  r  sous  la  forme 
/•  =  Acos/?w  -+-B  slnpiù  -f- A'cos/>'(D  -f- B'sin/>'(o-H  ...  =z/{ia), 
cm py  p\  ...  sont  entiers  et  positifs.  La  lettre/?  désignera  le 
plus  graod  de  ces  nombres. 

Le  raisonnement  employé  dans  le  précédent  exemple  s'ap- 
plique encore  ici  pour  reconnaître  la  catégorie  à  laquelle 
appartient  Inéquation.  Ce  sera  la  seconde  catégorie  si  Ton 
peut  avoir  en  même  temps 

(aA:— i)y?  — (2^4-0  ç,     (2X:—  !)/>'=:  (2/1' -h  i)^,     ..., 

et  ceci  a  lieu  seulement  quand  tous  les  nombres  q^  PiP',  •  •  « 
sont  impairs.  On  a  aussi  dz=iq. 

Pour  des  valeurs  déterminées  de  %qj  nous  avons  des  cycles 
I  ou  IIL  Ces  derniers  interviennent  seuls  dans  les  formules 
que  nous  appliquons.  Ils  correspondent  aux  racines  de 
/'(co)  =  o,  dont  la  somme  des  ordres  de  multiplicité  est  égale 
à  2/>.  Pour  chacune  de  ces  racIncS;  le  nombre  désigné  par  b 
est  Tunité,  et  le  nombre  désigné  par  a  est  Tordre  de  multi- 
plicité. Ces  racines  sont,  bien  entendu,  prises  à  des  multiples 
près  de  2ir.  La  caractéristique  P"^sera  égale  au  nombre  de  ces 
racines.  Pour  qu'il  n'y  ait  aucun  doute  à  cet  égard,  nous 
appellerons  N  le  nombre  des  racines,  distinctes  entre  elles  et 
différentes  de  zéro,  que  possède  l'équation 

Nous  aurons  ainsi  P"'=N,  a'"=  2p.  Le  nombre  N,  on  le 
voit  aisément,  est  toujours  pair  quand  les  coefficients  sont 
réels. 

En  remplaçant  cos/xo,  sin/>u>,  . . .  par  leurs  expressions 
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en  Ay  nous  avons  le  développement  de  r  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  A,  sous  la  forme 

C'est  un  cycle  IV  dans  lequel  a  =  — /?,  P  =  y,  si  toulefob 
/>  et  ^  sont  inégaux.  Pour /?<  y,  c'est  le  cas  IV  (a);  pour 
p>  q^  c'est  le  cas  IV (3).  Enfin,  pour  j»  =  q^  nous  avons  un 
cycle  V  :  le  nombre  a  n'est  pas  rois  en  évidence,  mais  le 
nombre  b  est  toujours  égal  kq. 

Appliquant  les  formules  (8),  (g),  (9  bis)j  nous  trouvons 
pour  ces  divers  cas  le  résultat  qui  suit  :  la  classe  de  la  courbe 
es*  le  plus  grand  des  deux  nombres  a/?  +  N  ouaqr-hN; 
son  degré  est  2  (/?-+-  gr).  La  classe  et  le  degré  se  réduisent 
de  moitié  si  tous  les  nombres  q,  p-^p^  •  «  •  sont  impairs. 

Dans  cet  exemple  encore,  au  cas  où  l'équation  est  de  la 
seconde  catégorie,  le  nombre  p  est  égal  à  a  pour  les  cycles 
répondant  à  X  infiniment  petit. 

Exemple  3. 

/•*-_  rosA-6. 

\jà  nombre  k  est  commensurable,  positif  ou  négatif.  S'ilesl 

positif,  nous  poserons  A*  =  -  ;  s'il  est  négatif,  A:  =  —  ->  7  et 

5  étant  premiers  entre  eux. 

Soit  d'abord  Ar  =  -»  En  écrivant  l'équation  sous  la  forme 


on  aperçoit  immédiatement  qu'elle  est  de  seconde  catégorie 
dans  le  cas  seulement  où  s  est  impair.  Pour  abréger,  traitons 
à  la  fois  les  deux  cas  en  désignant  par  e  le  nombre  i  ou  3 
suivant  que  s  est  pair  ou  impair. 

Les  cycles  I  correspondent  aux  valeurs  de  Oo  qui  n'annu- 
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lent  pas  cosArOo*  H  n'y  a  pas  de  cycles  II.  Les  cycles  III 
répondent  à   cos/tOq  =  û.  On   les  obtient  donc  en  faisant 

1  -f-  X  '  =  o,  ce  qui  donne,  pour  a,  agr  valeurs  si  s  est  impair, 
^seulement  si  s  est  pair.  D'après  notre  convention,  ces  valeurs 
de  X  sont  en  nombre  tq.  Pour  chacune  d'elles,  on  a  un  cycle 
III,  dans  lequel  a  =  s,bz=zq.  Donc  a"^=  tqs,  P"'=  tq^. 

Pour  X  infiniment  petit,  nous  avons  des  cycles  V,  dont 
chacun  répond  à  une  détermination  différente  de  la  puissance 

-  du  binôme  f  i  -H  X  *  J.  Le  nombre  de  ces  cycles  est  donc  q. 

On  a  d'ailleurs,  pour  chacun  d'eux,  a  =  2q,b=^s  si  s  est 

impair;  a=zq^  b=  -  si  s  est  pair.  C'est  ce  qu'on  exprime  à 

s 
la  fois  ainsi  :a=egr,  6  =  e--  Nous  avons  donc 

Les  formules  (8)  et  (9  bis),  où  nous  remplacerons,  confor- 
mément à  la  conclusion  du  n^  15,  [x  et  m  par  e[ji  et  em,  nous 
donnent 

£(1.  =  eçr*  -f-  tqs,     em  =  ê^^  -f-  sqs. 

On  voit  que  e  disparaît  et  que  le  résultat  est  simplement 
celui-ci  :  Quand  le  nombre  k  est  positif  et  égal  à  lajrac- 

tion  irréductible  ->  le  degré  de  la  courbe  est  2qs,  sa  classe 
q{q-hs). 

Soit,  en  second  lieu,  k  =  —  -•  La    distinction  des  deux 
'  s 

catégories  se  fait,  comme  précédemment,  par  la  parité  de  s, 

lAiS  racines  de  cos/rO  donnent  ici  des  cyples  I  ou  II  suivant 

que  -  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  l'unité.  En  raisonnant 

comme  dans  le  cas  précédent,  nous  trouvons  (xF=ztqs, 
P*^  =  eq^  pour 5  <  q-  Au  contraire,  pour  s'^q,  les  cycles  II 
n'existent  pas. 

S.  —  CourbcM  planes,  36 
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Suivant  les  puissances  croissantes  de  X,  on  a 

Les  cycles  apparliennent  à  la  catégorie  VI  ou  VII  suivanlquc 
(]  est  inférieur  ou  supérieur  à  s. 

ry>5,     a=Ê(^-J5),     6  =  le5,     a- =.5^(7 -i  5),     p^'^ije^^. 
C'est  aussi  pour  q'^  s  que  nous  venons  de  trouver 


Nous  avons  ainsi 


Êjj.  rr:  %q^  —  zqSy 


PouTq<s  ^  em.:.e( 


6{i   -  2  {tqs  —  e<7'), 
E75. 

Par  conséquent,  le  nombre  k  étant  négatif  et  égala  la  frac- 
tion irréductible  —  ^^  le  degré  de  la  courbe  est  qs;  sa  classe 

est  q{q  —  s)ou   2q{s  —  q),  suivant  que  q  est  supérieur 
ou  inférieur  à  s(^). 

Cet  exemple  donne  lieu  à  une  vérification  fort  intéressante. 
Par  rapport  à  un  cercle  de  rayon  1,  concentrique  à  l'origine, 
la  courbe  proposée  a  pour  polaire  réciproque  une  courbe  de 
même  équation,  sauf  changement  de  A"  en  A:'  : 


(*)  En  écrivant  l'équation  sous  la  former~*cosA:6  =  i,on  passe  aux  coor- 
duanées  rectangulaires  ainsi  :  {x-h  iy)~^  +  (a?  —  i.v)""*  =  2.  Suivant  une 
(iénomination  empruntée  à  M.  de  la  Gournerie,  la  courbe  est  triangulaire 
symétrique.  Les  résultats  ci-dessus  s'accordent  avec  ceux  qu'a  établis,  d'unr 
autre  manière,  M.  de  la  Gournerie,  dans  louvrage  intitulé  5ur  tes  surfaces 
réglées  étraédrales  symétriques. 
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lid  connaissance  du  degré  entraîne  donc  immédiatement 
(elle  de  la  classe.  En  faisant  le  calcul  par  ce  moyen,  on 
retrouve  les  résultats  ci-dessus. 

17.  Soit  m  un  point  quelconque  d'une  courbe  C,  et  soit 
mm  I  la  tangente  de  C  au  point  m.  En  un  point  fixe  O,  on  élève 
la  perpendiculaire  Om%  au  rayon  vecteur  Om,  et  Ton  prend 
le  point  d^inlersection  de  Omi  avec  la  tangente  mirts^  Go 
point  /Wi  engendre  une  courbe  C«,  que  nous  appellerons  la 
tangentielle  de  C,  relative  au  point  O. 

Nous  allons,  comme  seconde  conséquence  de  Télude  faite 
aux  n°'  12  et  13,  conclure  les  singularités  de  C|,  connaissant 
celles  de  la  courbe  C.  En  appelant  Ti  et  6,  les  coordonnées 
polaires  de  m%  par  rapport  à  O,  r  et  6  étant  celles  de  m,  on  a 


...  ._10), 


Ainsi,  sauf  une  rotation  de  90^,  la  courbe  C|  se  déduit  de  C 
par  le  changement  de  -  en  sa  dérivée. 

Examinons  successivement  les  diverses  catégories  de  cycles 
qui  peuvent  exister  sur  C,  pour  en  conclure  les  cycles  corres- 
pondants sur  G|. 

Parmi  les  cycles  I,  ceux  dans  lesquels  le  développement  de 

-  ne  contient  aucun  exposant  fractionnaire  donnent  lieu  pour 

-;-  à  des  cycles  I  présentant  le  même  caractère.  C'est  notam- 
ment ce  qui  a  lieu  pour  les  valeurs  tout  à  fait  arbitraires 
de  Oo- 

En  second  lieu,  ceux  des  cycles  I,  où  le  premier  exposant 
fractionnaire  est  supérieur  à  a,  donnent,  pour  C,,  encore 
des  cycles  I. 

Enfin  ceux  où  le  premier  exposant  est  inférieurà  2  donnent; 
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pour  C« ,  des  cjcles  IL  Soit  i  +  ^  un  quelconque  de  ces  expo- 
sants. Conformément  aux  notations  précédemment  employées, 
nous  poserons  ai  =  Sai ,  ^i  =  'Eb^. 

Il  y  a  ainsi,  pour  C|,  de  nouveaux  cycles  II,  pour  lesquels 
les  éléments  analogues  à  a"  et  ^''^sont  a,  et  ^\. 

Les  cycles  II  de  C  donnent,  pour  C| ,  des  cycles  III,  dont 
les  éléments  analogues  à  a'"  et  P"'  sont  P" —  a'  et  p^. 

Les  cycles  III  de  C  conservent  leur  caractère  pour  C|  ;  mais 
les  éléments  sont  a"^-|-  P'"  et  P"^. 

Les  deux  caractéristiques  totales  des  cycles  III  de  C|  sonl 
donc  a'" 4-  ?"'+  P'-  a"'  et  p^'^-  p^ 

Pour  l'étude  des  cycles  qui  répondent  à  X  infiniment  petil, 
transformons  la  formule  (lo)  en  celle-ci  : 


(r) 


d 

Si  -  est  développé  suivant  les  puissances  croissantes  de  \  on 

en  déduira  le  développement  de  —  au  moyen  de  cette  for- 
mule. Il  est  visible  que  les  coeilGcients  seuls  sont  modifiés,  les 
exposants  restent  inaltérés.  Il  n'y  a  d'exception  que  pour  le 
tsrme  indépendant  de  X,  s'il  existe  :  ce  terme  disparaît  dans 

le  développement  de — •  D'après  cette  remarque,  nous  con- 
cluons immédiatem.ent  que  les  cycles  IV  (i),  IV (3),  V  et  VII, 
relativement  à  r,  donnent  lieu  respectivement  à  des  cycles  de 
même  catégorie  relativement  à  r|.  En  outre,  pour  les  trois 
premiers  cas,  on  aperçoit  de  suite  que  les  nombres  carac- 
téristiques se  conservent.  Pour  le  cas  des  cycles  VII,  le  même 
fait  a  lieu,  comme  nous  allons  le  prouver. 

Les  nombres  caractéristiques  des  cycles  VII  ont  été  définis 
ainsi  :  ayant 

.    r  =:AX-+-BX»H-..., 
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on  forme  la  combinaison 

dont  le  développement  commence  par  un  terme  de  degré 
supérieur  à  2.  Sott  ^  +  r  cet  exposant;  on  a  par  là  le  nombre 
€z,  b  étant  déjà  connu.  Ceci  revient  à  dire  que  les  trois  pre- 
miers termes  du  développement  de  -  sont  les  suivanis  : 

I  I         B,       C.1+5 


on  en  conclut  immédiatement 
r  I  B 


i>,  ~"AX  "  A*^ 


d'où  la  preuve  du  résultat  annoncé. 

Nous  avons  mis  à  part  les  cycles  IV  (2)  et  les  cycles  VI. 
Les  premiers  se  conservent,  avec  leurs  caractéristiques,  sauf 
an  cas  a  =  o.  Dans  ce  cas  spécial,  envisageons  le  second 
terme  du  développement  de  r  : 


on  en  conclura 


rrr:A-f-BX''-f-. 

r-A      A«^    ^ 


De  là,  pour  ri,  un  cycle  qui  appartient  à  la  catégorie  IV  (3) 
si  c>  6,  à  la  catégorie  V  si  c  =  6,  à  la  catégorie  IV(  2)si  c<ib. 
Mais,  en  ce  dernier  cas, le  premier  exposantderi, pour  cenou- 
veaucyc«eiy  (2),  n'est  pas  nul.  Nous  désignerons  par  yla  somme 
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des  nombres,  tels  que  c,  relaliisaux  divers  cycles  IV  (9.),  pour 
chacun  desquels  :  i^  a  est  nul,  7^  cest  inférieur  à  6.  Ou  voit 
que,  dans  le  passage  de  C  à  Co  la  caractéristique  a!J  se  change 
en  al,^  —  y.  Quant  aux  deux  autres  cas  c>6,  ils  n'inter- 
viendront pas  dans  l'application  que  nous  ferons  des  formules 
(vS),  (9),  (9  bis)  à  la  courbe  C|  ;  effectivement  les  cycles  IV  ( 2), 
IV(3),  et  V  n'y  figurent  que  par  leurs  caractéristiques  p,  cl 
cette  dernière  se  conserve  ici. 

Les  cycles  VI  sont  caractérisés  par  le  développement 

{a<2by, 


/•=7-AX-i-BX'**+. 

on  en  tire 

i_        I          D   —f 
/•~      AX      A' 

77r  =  -Âx  +  ('-ÂJÂi^ 


IjC  cycle  se  conserve  donc,  avec  ses  caractéristiques,  sauf  au 
cas  a  =  6.  Pour  ce  cas  spécial,  il  convient  de  prendre  un 
terme  de  plus  dans  les  développements,  et  d'écrire 

I         I         B         C   -i+J  ,        ,. 

r  =  ÂX-A^-A'^  -^'"    (^<^)' 


I    

ii\  AX 


I    ^/         A   c   -t+J 


C'est,  pour  r< ,  un  cycle  VII  si  5  >  a  6  ;  un  cycle  VI  si  5  <  a  t. 
Mais,  en  ce  dernier  cas,  la  nouvelle  caractéristique  est  5,  an 
Heu  de  a,  et  elle  diffère  de  b.  Si5[>i  6,  les  caractéristiques 
a*'  et  P""',  quand  on  passe  de  C  à  C|,  sont  diminuées  de  la 
somme  des  nombres  analogues  fr,  et  p^"  est  augmentée  de  celte 
même  somme.  Au  point  de  vue  de  l'application  des  formules 
(8),(9),(96^),cefaitintroduit,danslaformule(8)seulement, 
une   diminution  du  dernier  élément.  Cette  diminution  est 
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égale  à  la  somme  des  nombres  6.  Si  s<^2b,  ^"^  n'est  pas 
changée,  et  a^'  est  augmentée  de  la  somme  des  nombres 
(s  —  6).  Ce  fait  produit  aussi,  dans  la  formule  (8)  seulement, 
une  diminution  Jl(s  —  6)  du  terme  —  a"". 

Nous  réunirons  ensemble  ces  deux  diminutions,  dont  nous 
désignerons  la  somme  par  S. 

En  résumé,  quand  on  passe  de  la  courbe  C  àla  courbe  C|, 

ol'j    P'     sont  remplacés  par  «i»  Pi 

Quant  à  tous  les  autres  éléments  qui  figurent  dans  les  formules 
(S),  (9),  (9  6«),  ils  se  conservent,  saufune  diminution  y  pour 
a'J  et  une  diminution  8  pour  a  P"^'  —  a^'. 

Le  nombre  d  se  conserve,  comme  on  le  reconnaît  a  priori 
et  comme  le  prouve  aussi  la  comparaison  des  formules  (9)  et 
(9  bis).  Enfin  les  courbes  C  et  d  appartiennent  toutes  deux 
a  une  même  catégorie.  En  désignant,  comme  nous  Tavons 
déjà  fait,  par  e  celte  catégorie,  par  /ni  el  {i.|  le  degré  de  la 
courbe  C| ,  nous  aurons 

(")  I  e(m, -m)=:^'-f-?^-a^ 

18.  Nous  venons  d'admettre  que  les  courbes  Cet  C|  sont 
toutes  deux  de  la  même  catégorie.  Il  y  a  cependant  une  excep- 
tion à  cette  règle  générale.  Considérons  un  développement 

de  -  suivant  les  puissances  croissantes  de  X.  La  courbe  C  est 

de  la  seconde  catégorie  si  les  numérateurs  de  tous  les  expo- 
sants, réduits  à  leurs  plus  simples  expressions,  sont  impairs  ; 
elle  est  de  la  première  catégorie  dans  le  cas  opposé.  Dans  le 

développement  de  —  »  tous  les  exposants  se  conservent,  sauf 

Tcxposant  zéro.  Les  deux  courbes  sont  donc  de  catégories 

différentes  dans  un  seul  cas,  celui  où  le  développement  de  - 
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ne  conlient  que  des  exposants  à  numérateurs  impairs,  sauf  un 
terme  constant, 

La  courbe  G  est  ainsi  déduite  d^une  courbe  C,  apparlenanl 

à  la  deuxième  catégorie,  par  Taddîtion  d^une  constante  à    • 

Les  formules  (i  i)  doivent  être,  pour  ce  cas,  modifiées  ainsi  : 

am,  — /ii  =  p*'-hP''"-a'. 

Voici  un  exemple  :  -  =  a-\-  cosO.  On  trouve  aisément 
r 

p-'^r  p'=:  01'=  pi  =  «4  =  8  :=  o,      Y=i;      m  =  2,      ix=i. 

Il  en  résulte  [i,|  =  o,  mi  =  i .  Eflectivement  C|  est  une 
ligne  droite,  directrice  de  la  conique  G,  relative  à  Toriginc 
qui  est  un  foyer, 

19.  Répétons  la  même  transformation  sur  Gj,  et  consi- 
dérons la  courbe  G2,  tangentielle  de  G,.  Il  y  a  déjà  une  sim- 
plification consistant  en  ce  que  G|  ne  contient  aucun  de  ces 
cycles  IV (a)  et  VI,  qui  ont  exigé  un  examen  spécial,  et 
introduit  le  terme  —  a  (y  +  S)  dans  la  première  équation  (i  1). 

Parmi  les  cycles  I,  à  exposants  fractionnaires,  qui  existeni 
dans  G,  il  nous  faut  maintenant  distinguer  ceux  pour 
lesquels  le  premier  exposant  fractionnaire  est  compris  entre 
a  et  3.  Soit  ainsi 

!  =  A  -h  B(e  -  60) -h  C(e  -  60)* 4-  D(e  -  60)*"^^ . .    («i<  W 

et  faisons  I!a2  =  a2,  llb'i=^%.  Pour  Inapplication  des  for- 
mules (11),  relativement  à  G2  et  G|,  les  caractéristiques 
3"',  p",  cl",  p,,  a,  vont  être  remplacées  par  p'"-|-  p^  p,,  a„ 
Pa,  0(3;  et  nous  aurons 

e(fx,  -  y.,)  -^  p^H-  pM-  p,  -H  p,-  a,, 
E(/n.  —  w,  )  —  p^-f-  P'-h  P,  —  «i. 
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D'une  manière  générale,  disons  qu'un  cycle  I  de  C,  à  expo- 
sants fractionnaires  y  est  du  rang  n  quand  le  premier  exposant 

fractionnaire  du  développement  de  -  est  compris  entre  n  et 

71  4-  I .  Dans  le  passage  de  C  à  C|,  chaque  cycle  I  de  rang  ai, 
pour  C,  donne  un  cycle  I  de  rang  n  —  i  pour  C|. 

Le  rang  n  n'est  pas  moindre  que  l'unité  ;  le  rang  zéro,  par 
les  définitions  du  n°12,  constitue  un  cycle  II;  le  rang  négatif 
caractérise  un  cycle  III. 

Envisageons  la  série  indéfinie  des  tangentîelles  succes- 
sives C,  C|,  Cj,  ...  et  prenons  celle  qui  a  le  rang  Ar+i,  C*. 
Les  cycles  I  qui,  pour  C,  ont  les  rangs  A:-Hi,  Ar-^-a,  ... 
donnent  pour  Ga  des  cycles  I  ayant  les  rangs  i,  2,  ....  Ceux 
qui,  pour  C,  ont  le  rang  k,  donnent  pour  G*  des  cycles  II; 
ceux  enfin  qui,  pour  G,  ont  des  rangs  moindres  que  Ar,  donnent 
pour  C*  des  cycles  III. 

D'une  manière  générale,  soit 

i  =  A -f- B(e  —  Oo)4- . . . -t- L(e  -  ôo)'*-f- M(o  -  Oo)""""*" -f- . . . 

(o<a<^) 

Téquation  d'un  cycle  de  G  ayant  le  rang  n,  et  faisons  pour 
tous  les  cycles  de  ce  même  rang  Sa  =  a/,,  £6=^/2.  Pour  G^, 
les  caractéristiques  analogues  à  a''  et  ^^  sont  aj^  et  ^a;  et  les 
caractéristiques  analogues  à  01!^  et  ,6"^  sont 

a^-a'-a,-a,...-a*_,-hA-(?'-»-n^-(^--i)?*...-Hp*-„ 

Considérons  à  la  fois  Ca.i  et  Ga,  et,  distinguant  leurs  classes 
et  leurs  degrés  par  les  lettres  |x  et  m  affectées  des  indices  cor- 
respondants, nous  aurons 

30.  Nous  avons,  par  les  formules  (i^),  acquis  la  connais- 
sance du  degré   et  de  la  classe  de  chacune   des   courbes 
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G,  C|,  Ca,  ....  Manifestement,  il  n'y  a  là  aucune  loi  générale 
pour  un  rang  déterminé;  car  on  peut  concevoir  des  exemples 
où  la  suite  des  nombres  a^,  ^k  se  prolongera  si  loin  qu'on 
voudra^  et  d'une  manière  tout  à  fait  arbitraire.  Mais,  quel 
que  soit  cet  exemple,  l'équation  choisie  étant  algébrique, 
cette  suite  (oL^y  P*)  sera  toujours  limitée.  Soit  (a^,  p„)  le 
dernier  terme  de  cette  suite.  Les  équations  (i  a)  seront  valables 
jusqu'à  k  =  n  inclusivement.  En  posant,  pour  abréger, 

nous  aurons  ensuite 

e(m„^,  —  m^)  r=  —  a,,  -+-  H, 


A  partir  d'un  rang  toujours  limité,  supérieur  d^une 
unité  au  rang  le  plus  élevé  des  cycles  I  de  la  courbe  initiale^ 
les  degrés  et  les  classes  des  tangentielles  successii^es  d'une 
courbe  algébrique  quelconque  forment  deux  progressions 
arithmétiques  de  même  raison. 

a .  Nous  prendrons  pour  exemples  les  trois  courbes  con- 
sidérées au  n**  16. 


Exemple  1. 


r 


1=  cos  ^  0. 
7 


A  ce  qui  a  été  dit  déjà  (n^l6)  nous  devons  ajouter  que: 
1*  les  cycles  I  sont  tous  sans  exposants  fractionnaires;  2^  les 
cycles  IV (a)  ne  sont  pas  dans  le  cas  exceptionnel  ou  le 
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premier  exposant  est  zéro.  Donc  le  rang  à  partir  duquel 
s'applique  la  dernière  proposition  est  zéro,,  ainsi  que  la 
raison  R.  Les  tangentielles  successives  sont  du  même  degré 
et  de  la  même  classe  que  la  courbe  proposée.  Effectivement, 
elles  lui  sont  toutes  semblables. 

E1EESIPLE  2. 

r  =  A  cos^  0  +  B  sin  ^  0  H-  A'cos  ^  0  H-  B'  sin  ^  0  -h 

9  9^^ 

Les  cycles  I  sont  sans  exposants  fractionnaires.  Les  cycles 
IV (2)  ne  répondent  pas  à  l'exposant  zéro;  il  n'y  a  aucun 
cycle  VI  ou  IL  Donc  là  aussi  la  loi  régulière  commence  avec 
la  courbe  elle-même.  La  raison  R  coïncide  alors  avec  la  carac- 
téristique ^'",  Cette  caractéristique  est  ici  le  nombre  désigné 
au  n^  16  par  N.  On  a  donc 

Le  nombre  e  est,  comme  on  l'a  vu,  égal  à  a  si  q^p^  p\  • .  • 
sont  tous  impairs;  à  i  dans  le  cas  opposé. 

Cet  exemple  fournit  un  moyen  simple  pour  obtenir  une 
raison  ad  libitum. 

Exemple  3. 

/•^'=cosA-0 

Si  k  est  positif  et  désigné  par  ~>  la  discussion  faite  au  n®  IC 

montre  que  la  loi  régulière  commence  à  la  courbe  elle-même. 
La  raison  R  est  égale  à  e^^.  On  a  donc 

mn  —  2qs  -f-  hg*,     ix^  =  qs  -f-  (A  -h  \)q-. 

Si  Ar  est  négatif  et  désigné  par  —  >  >  le  développement  de  r  sui- 
vant les  puissances  de  X  (n''  16)  montre  que  les  cycles  VI 
n'appartiennent  pas  au  cas  d'exception,  sauf  dans  la  seule 
hypothèse  ^^1,5^2.  Laissant  de  côté  cette  courbe  spécial^. 
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nous  voyons  que  le  terme  (y  -h  8)  de  la  formule  (i  i)  est  nul 
ici. 

Quant  aux  cycles  qui  répondent  à  des  valeurs  déterminées 
de  Oo,  leur  caractère  est  révélé  par  la  formule 


!  =  (.„?.)'. 


Ils  sont  à  exposants  fractionnaires  si  q  n*est  pas  égal  à  runité 
et  si  cos  ^Oo  est  nul.   Ce  sont  des  cycles  I  ou  II  suivant 

que  -  est  supérieur  ou  inférieur  à  Tunité. 

Si  9  =  1,  alors  on  n'a  que  des  cycles  I  sans  exposants 
fractionnaires. La  loi  régulière  commence  avec  la  courbe,  et 
la  raison  est  nulle.  Le  degré  et  la  classe  se  conservent  donc 
les  mêmes  pour  toutes  les  courbes  successives.  C'est  un  résultat 
dont  la  vérification  directe  est  facile.  Il  y  a  exception  seule- 
ment pour  le  cas  particulier  ç  =  i ,  5  ==  a.  C'est  l'exerople 
que  nous  avons  cité  au  n^  18,  pour  le  changement  de  caté- 
gorie entre  C  etC|. 

Si  q  diffère  de  Tunité,  nous  pouvons  réunir  les  deux  cas 
s>q  et  s  <iq  dans  un  seul,  en  disant  que  les  cycles  cor- 
respondant à  cos  ^  0«  =  o  ont  pour  rang  le  plus  petit  entier 

contenu   dans   -•   Soit   n   cet   entier;  les    caractéristiques 
a'",  P"',  • . .  sont  toutes  nulles,  sauf 

On  aura  donc  les  résultats  suivants  : 

'.'Vil  —  m  -H  <7-  -4-  g(5  —  nq),     |x^+,  ~  fi-H  ay'-f-  ç(5  —  /17), 
cl  généralement 
-m^^.,,^  m  -h  qs ^  (h  '-  n)q^y     [x^+a=î)x4- ^.»H-(/i-4- t  — ")7'' 
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22.  Si,  par  rapport  à  un  cercle  de  rayon  1 ,  ayant  son  centre 
à  Torigine  des  coordonnées,  on  prend  les  polaires  réci- 
proques C  et  C\  des  courbes  C  et  C|,  la  courbe  C\  est  la  rf^t'^- 
loppée  de  C  L'analyse  qui  précède  nous  apprend  donc  à 
trouver  le  degré,  la  classe,  les  singularités  de  la  développée 
d'une  courbe  algébrique  quelconque;  la  proposition  du  n^  20 
nous  donne  celle-ci  : 

A  partir  d'un  rang  toujours  limité,  les  degrés  et  les 
classes  des  développées  successives  d'une  courbe  algébrique 
quelconque  forment  deux  progressions  arithmétiques  de 
même  raison. 

Les  exemples  du  n®  21  constituent  des  exemples  pour  cette 
nouvelle  proposition.  Â  ce  point  de  vue,  le  premier  exemple 
se  rapporte  aux  épicycloïdes  algébriques.*  Le  troisième  se 
rapporte  encore  aux  courbes  r^=cosArO,  suivant  une  re- 
marque faite  à  la  fin  du  n^  16,  et  d'après  laquelle  ces 
courbes  ont  pour  polaires  réciproques  des  courbes  de  même 
définition. 

23.  En  considérant  une  équation  entre  r  et  0  comme  dé- 
finissant la  courbe  C^  nous  avons  là  les  coordonnées  qu'on 
peut  appeler  polaires  tangentielles.  L'angle  0  est  celui  que 

fait  la  normale  avec  un  axe  fixe;  -  est  la  distance  de  l'origine 

à  la  tangente.  Â  ce  point  de  vue,  la  distinction  des  équations 
en  deux  catégories  acquiert  une  importance  beaucoup  plus 
grande.  Pour  la  courbe  C,  cette  distinction  est  relative  à 
rorigîne  des  coordonnées;  quand  on  prend  arbitrairement 
cette  origine,  toute  courbe  est  de  seconde  catégorie  (').  Mais, 
pour  les  coordonnées  polaires  tangentielles^  la  distinction  est 


(*)  L'équation  d'une  courbe  est  de  la  première  catégorie  quand  l'origine 
a  la  propriété  suivante  :  sa  distance  à  un  point  quelconque,  pris  sur  la 
courbe,  est  une  fonction  rationnelle  des  coordonnées  rectilignes  de  ce 
dernier 
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fondamentale.  En  eOet,  le  changement  d'origine,  dans  ce 
système  de  coordonnées,  se  fait  par  le  changement  de  -  en 

-  +  acosQ  +  b  sinO,  ce  qui  ne  modifie  pas  la  catégorie.  Les 

courbes^  dont  Téquation  en  coordonnées  polaires  tangenlielles 
appartient  à  la  première  catégorie,  sont  celles  que  M.  Laguerrc 
a  appelées  courbes  de  direction  (  '  ). 


(')  Sur  les  hypercycUs  {Comptes  rendus,  t.  XCIV,  p.  778).  —  Sur  la 
Géométrie  de  direction  {Bulletin  de  la  Société  mathémaligueft.  VHJ, 
p.  196). 
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DEUXIÈME  PARTIE. 


24.  Soit  ^(j?,^)  une  fonction  rationnelle  pouvant  contenir, 
non  seulement  x  et  ^,  mais  encore  les  dérivées  de  y  par 
i*apport  à  X.  Envisageons,  d'autre  part,  un  cycle  défîni  par  les 
développements  de  x  et  ^suivant  les  puissances  ascendantes, 
ù  exposants  entiers,  d'une  variable  t.  De  ces  développements 

Cl  Y      C*    Y 

on  en  peut  tirer  d'analogues  pour  ~->  -,\y  ••.•  Faisons  la 

substitution  dans  ^,  et  ordonnons. suivant  les  puissances 
croissantes  de  t.  Le  degré  du  premier  terme  sera  appelé  ici 
l^  ordre  de  la  fonction  ^  relativement  au  cycle.  Cet  ordre  est 
indépendant  du  choix  de  t,  pourvu  que  cette  variable  cor- 
responde uniformément  aux  points  du  cycle  (n^  9). 

Envisageant  maintenant  une  courbe,  nous  laisserons  de 
côté  le  cas  où  tous  les  points  de  la  courbe  rendraient  $  nul 
ou  infini.  Il  n'y  a  alors  sur  la  courbe  qu'un  nombre  limité  de 
points,  origines  de  cycles  relativement  auxquels  l'ordre  de  <l> 
ne  soit  pas  nul. 

25.  Théorème.  —  La  somme  des  ordres  dUine  même 
fonction  relativement  à  tous  les  cycles  d'une  même  courbe 
est  égale  à  zéro. 

Supposons  d'abord  que  <I>  contienne  seulement  a:  et  ^ 
sans  dérivées,  et  soit  simplement  un  polynôme  entier. 
Soit  F(a:,  ^)  =  o  l'équation  de  la  courbe,  et  envisageons 
l'équation  en  x  seul,  qui  résulte  de  l'élimination  à^y  entre 
F  =  o  et  ^  =  o.  Pour  simplifier,  nous  pouvons,  sans  res- 
treindre cependant  la   généralité,    grâce  à    la   signification 


576  APPENDICE. 

donnée  à  x  eiy,  supposer  que,  dans  F,  ne  manque  pas  le  terme 
en  ^  de  degré  égal  à  celui  de  F.  Conséquemment,  si  Ton 
prend  toutes  les  racines  y  de  F  =  o  pour  une  valeur  arbi- 
traire de  Xy  on  aura,  comme  il  est  connu ,  pour  le  premier 
membre  de  l'équation  résultante, 

(13)  R(x)z="Q*(j.,j), 

en  mettant,  pour  j',  dans  les  divers  facteurs  du  produit, 
toutes  les  racines  répondant  à  x. 

Envisageons  un  cycle  dont  Torigine  ait  la  coordonnée 
finie  070;  et  représentons-le  par  un  développement  de  y 
suivant  les  puissances  croissantes  de  ^  —  Xq.  Soit  q  le  plus 
petit  commun  dénominateur  des  exposants.  Ce  développe- 
ment est  susceptible  de  q  déterminations  diverses  ;  mais,  $  ne 
contenant  aucun  exposant  fractionnaire,  chacune  de  ces  déter- 
minations, mise  à  la  place  de  j^  dans  ^(j?,^),  fournit  un  déve- 
loppement dont  le  premier  terme  est,  pour  chacun,  d'un  même 

degré  h  par  rapport  k  (x  —  XqY.  Si  Ton  fait  x  —  Xo  =  ^^, 
on  reconnaît  que  h  est  ce  que  nous  venons  d'appeler  Tordre 
de  ^  relativement  au  cycle. 

Si,  dans  (i3),  nous  supposons  x  voisin  de  Xof  tous  les 
iacteurs  du  second  membre  pourront,  de  la  même  manière, 
être  développés  suivant  les  puissances  croissantes  de^x  —  x^)'^ 
et  le  premier  terme  du  développement  aura  pour  exposant  la 
somme  des  nombres  analogues  à  A,  ou  somme  des  ordres  de  4» 
pour  tous  les  cycles  dont  l'origine  a  la  coordonnée  ar«.  Or 
cet  exposant  marque  le  degré  de  multiplicité  de  la  racine  x^ 
dans  R(j:).  La  somme  totale  de  ces  degrés  est  le  degré 
de  R(j?).  Donc  le  degré  de  R(x)  est  égal  à  la  somme  des 
ordres  de  ^  pour  tous  les  cycles  de  la  courbe  dont  les  origines 
ont  des  coordonnées  Xq  finies. 

D'autre  part,  nous  pouvons  évaluer  le  degré  de  R(:r)  par 
celui  du  premier  terme  de  son  développement  suivant  les 
puissances  décroissantes  de  x.  A  cet  effet,  on  peut  répéter  le 
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même  raisonnement  pour  les  divers  cycles  qui  répondenl 
à  X  infiniment  grand.  Un  tel  cycle  est  représenté  par  un  dévc 
loppement  de  j^  suivant  les  puissances  croissantes  de  ^,  quand 
on  a  posé  x^^t"^.  Il  en  résulte  que  le  degré  du  premier 
terme  dans  le  développement  de  R(j?)  suivant  les  puissance! 
décroissantes  de  x  est  égal  à  la  somme,  changée  de  signe,  de^ 
ordres  de  $  pour  tous  les  cycles  répondant  à  x  infiniment 
grand.  En  égalant  ces  deux  expressions  du  degré  de  R(a?), 
on  a  la  preuve  du  théorème  annoncé,  pour  le  cas  supposé  où 
^(Xj^)  est  un  polynôme  entier  en  a;  et ^  seuls. 

Pour  une  fonction  rationnelle,  Tordre  relatif  à  un  cycle  est 
égal  à  la  différence  des  ordres  des  polynômes  entiers  qui 
servent  de  numérateur  et  de  dénominateur.  Donc  la  proposi- 
tion s'étend  naturellement  à  une  fonction  rationnelle  de  x^y. 

d'y     d^  V* 
Pour  une   courbe   algébrique,  les   dérivées  --j-y    -7-^>  ••• 

peuvent  s'exprimer  rationnellement  en  x  et  y.  Donc  la  pro- 
position s'étend  aussi  au  cas  où  la  fonction  ^(x,  y)  contient 
ces  dérivées.  La  démonstration  en  est  donc  complète. 

26.  Pour  les  applications  du  dernier  théorème,  il  y  a 
toujours  nécessité  de  distinguer,  parmi  les  cycles  relativement 
auxquels  l'ordre  de  ^  n'est  pas  nul,  ceux  pour  qui  cette  cir* 
constance  est  due  uniquement  au  choix  des  coordonnées. 
Nous  allons  faire  cette  distinction  une  fois  pour  toutes-  Pour 
ce  but,  une  courte  digression  est  nécessaire. 

11  s'agit  d'introduire,  d'une  manière  générale,  la  projec- 
tivité  dans  les  équations  différentielles,  de  manière  à  pouvoir 
y  faire  aisément  les  changements  de  coordonnées.  A  cet  effet, 
nous  considérerons  des  transformations  qui  serviront  surtout 
au  raisonnement,  et  dont  nous  nous  affranchirons  ensuite. 

dv  d^  y 
Soit  une  équation  algébrique  entre  jc,^',  ---  >  ^-^» ....  Nous 

supposerons  un  changement  de  variable  indépendante,  lais- 
sant d'ailleurs  la  nouvelle  variable  t  indéterminée;  et  nous 
S.  —  Courbes  planète  ^1 
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imaginerons  les  coordonnées  rendues  homogènes,  en  prenant 
pour  nouvelles  coordonnées  u^^  it^,  Uz,  et  posant 

L'équation  ainsi  transformée  sera  supposée  mise  sous  forme 
entière;  soit  alors  ft{u)  son  premier  membre.  La  lettre  ii, 
mise  entre  parenthèses,  rappelle  les  coordonnées,  et  rindice/ 
rappelle  la  variable  indépendante. 

La  fonction/r  (  14 )  jouit  évidemment  de  deux  homogénéités, 
Tune  par  rapport  aux  lettres  1/,  abstraction  faite  des  indices 
de  dérivation,  Tautre  par  rapport  aux  indices  de  dérivation. 
Mais  elle  a  des  propriétés  plus  caractéristiques,  qui  se  recoo- 
naissent  comme  il  suit. 

Désignant  par  \  une  fonction  quelconque  de  t,  et  par 
«'ij  ^27  ^3  de  nouvelles  coordonnées,  posons 

(l5)  //i=rXr,,       W,  =-X(',,       «,  rziXi',. 

D'après  la  règle  de  Leibnitz  pour  les  dérivées  d*un  produit, 
on  aura 

s  étant  le  degré  de /par  rapport  aux  lettres  u,  et  cp  ne  conte- 
nant que  des  dérivées  d'ordre  inférieur  à  l'ordre  même  dey. 
Mais  la  comparaison  des  formules  (i4)  et  (  i5)  montre  que  la 
nouvelle  équation  transformée  doit  différer  de  la  précédente 
par  le  changement  seul  des  lettres  u  en  les  lettres  9.  Donc  9 
est  identiquement  nul,  et  Ton  a 

(16)  Mu)^}/^Mv). 

Par  un  raisonnement  tout  semblable,  on  établit  la  pro- 
priété suivante^  relative  au  changement  de  la  variable  indé- 
pendante : 

('7)  /'(«)  =  (^)  /'(«)•         , 
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L^exposant  (o  est  égal  au  poids  de  /  par  rapport  aux  in- 
dices de  dérivation. 

27.  Pour  rendre  l'équation  projective,  prenons,  comme 
figure  de  comparaison,  un  quadrilatère  arbitraire.  A  cet  eflet, 
ntroduisons  les  coordonnées  de  quatre  points.  Abrégeons 
/écriture  en  employant  la  notation  {abc)  pour  le  déterminant 
formé  avec  les  coordonnées  a^y  a^y  a^'^b^y  63,  b^\  C|,  c^,  c% 
(lo  trois  points  a,  6,  c.  Désignant  par  w  les  nouvelles  coor- 
données du  point  variable,  nous  poserons 

I  Ui=z{wbc){acd){abd), 

(iS)  \  Uj  —  {ivca)(bad)(bcd), 

\  Ui^=^{wab){cbd)(cad), 

En  substituant,  nous  avons,  au  Heu  de/t{u)y  une  fonction 
des  coordonnées  (V,  a,  b,  c,  dy  qui  peut,  dans  certains  cas,  se 
décomposer  en  le  produit  de  deux  facteurs  dont  Tun  ne  con- 
tienne pas  les  w.  Prenant  cette  hypothèse,  la  plus  générale^ 
nous  aurons  ainsi 

y,(i/)  =  o(a)F,(^»',a); 

les  lettres  entre  parenthèses  sont  destinées  à  rappeler  les 
coordonnées  qui  figurent  dans  les  fonctions;  la  lettre  a  est 
mise  pour  a,  6,  c,  d. 

D'après  la  forme  des  équations  (18),  une  même  substitu- 
tion linéaire  effectuée  à  la  fois  sur  les  (v,  a,  b^  c,  d  n  pour 
effet  de  multiplier  les  u  par  le  cube  du  déterminant  û  de  la 
substitution.  Donc  le  produit  cp(a)Fr(«',  a)  se  reproduit 
multiplié  par  A*^,  et  les  deux  facteurs  se  reproduisent  chacun 
multiplié  par  une  puissance  de  A.  Désignant  par  W,  A,  . .  • 
les  nouvelles  coordonnées,  nous  aurons  donc 

(19)  F,(«sa)=AOF,(W,  A). 

La  fonction  F^(«v,  a)  est  un  covariant  différentiely  conte- 
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nant  uniquement,  ouire  les  coordonnées  du  point  variable 
et  leurs  dérivées,  les  coordonnées  de  quatre  points  a,  b^  c,  d. 
Tout  autre  élément  peut  y  être  envisagé  comme  purement 
numérique.  Si  Téquation  différentielle,  qui  a  servi  de  point 
de  départ,  exprime  une  propriété  projective,  son  premier 
membre  se  présente  naturellement  comme  une  fonction 
des  coordonnées  du  point  et  des  éléments  d*une  figure, 
fonction  inaltérable  par  les  substitutions  linéaires.  Mais  toute 
figure  peut  être  projectivement  rapportée  à  quatce  points,  et 
représentée  par  ces  points  et  des  nombres.  Donc  toute  forme 
projective  d^une  équation  différentielle  équivaut  à  celle  que 
nous  venons  de  considérer. 

Le  covariant  différentiel  F^  (w,  a)  peut  ne  contenir  aucun 
des  points  a,  6,  c,  rf.  C'est  alors  un  invariant  dijff'érentieL 
Pour  ce  cas  spécial,  dont  nous  verrons  des  exemples,  on 
a8  =  3e. 

£8.  Nous  pouvons  maintenant  revenir,  pour  le  covariant, 
a  la  forme  simple  dans  laquelle  les  coordonnées  du  point 
mobile  sont  réduites  à  deux,  et  où  Tune  d'elles  est  la  variable 
indépendante.  Ce  covariant  donne  lieu  à  deux  identités  sem- 
blables à  (16)  et  (17).  Remettant  donc  la  lettre  u^  au  lieu 
de  w^  pour  les  coordonnées  courantes,  et  supprimant  l'indica- 
tion des  coordonnées  ez,  6,  . .  nous  aurons,  en  employant 
les  formules  (i4)> 


F,(«)  =  «i(^^^"F,(*). 


Dans  Fx(^)les  coordonnées  sont  x^y^  i. 

En  faisant  maintenant  un  changement  de  coordonnées  quel- 
conques, appliqué  non  seulement  au  point  mobile,  mais 
encore  aux  points  a,  6,  c,  d,  et  réduisant  aussi  les  coordon- 
nées du  point  mobile  à  X,  Y,  i,  nous  aurons  de  même 


FUU)=Ui(f)>(X). 
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Enfin,  en  nous  servant  de  Pégaliié  (19),  nous  conclurons 

Écrivons  explicitement  les  formules  du  changement  de  coor- 
données : 

^ y I 

et  nous  aurons,  pour  l'égalité  définitive  que  nous  voulions  ob- 
tenir, 

Telle  est  la  formule  pour  le  changement  de  coordonnées  dans 
le  premier  membre  d'une  équation  différentielle  exprimant 
une  propriété  projective.  *^ 

29.  Les  deux  exposants  5,  co  sont  importants  pour  ce  qui 
vj  suivre.  Il  sera  utile  de  savoir  les  calculer  sans  exécuter  le 
changement  de  coordonnées. 

Supposons  le  point  mobile  aux  environs  de  Torigine  du 
cycle 

ar  —  jTo  =/?î(r  -70)'  -H/?3(7  -Jo)'  -H  •  .  •  » 

les  coefficients  /^j,  773,  . . .  élant  arbitraires.  Au  second 
membre  de  (20),  tous  les  facteurs  ont,  pour  7  =70,  des  va- 

leurs  finies  différentes  de  zéro,  sauf  \-f-)  dont  le  développe- 
ment commence  par  un  terme  du  degré  —  o)  en  7  — 70- 

Par  conséquent,  le  nombre  co,  changé  de  signe,  est  Tordre 
de  Fj:(^)  pour  le  cycle  considéré.  On  pourra  aussi  calculer 
cet  ordre  en  renversant  Téquation  du  cycle,  et  prenant 
1  % 

Substituant  ce  dernier  développement,  à  coefficients  arhi- 
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traires,  dans  Fx(^),  on  aura,  pour  le  degré  du  premier  terme 
en  X,  le  nombre 

2 

Exemple  :  soit  Fx(^)  =  -r^'  Le  degré  du  premier  terme 

est  —  |.  Donc  (0  =  3. 

Pour  calculer  S,  mettons,  dans  (20),  à  la  place  de  dx  son 
expression 

_  (a3X-f-B3Y-hY.U«,c^X-i-Pi<fy)-(g.X  +  P.Y4-Y.)(a.^X+^r/Y) 
Supposons  maintenant  le  point  mobile  sur  le  cjcie 

D'après  Texpression  de  dx,  le  second  membre  de  la  for- 
mule (20),  développé  suivant  les  puissances  décroissantes 
de  X,  a  son  premier  terme  du  degré  8  —  20).  Donc,  en  substi- 
tuant le  développement  de  y  dans  Fjc{x)y  on  aura  pour  le 
degré  du  premier  terme  8  —  2(0;  ce  qui  détermine  S. 

d*Y 
Dans  l'exemple  Fx{^)  =771'  '®  premier   terme    est  du 

degré  —  3.  Donc  8  —  20)  =  —  3,  et,  par  suite,  8=3.  Ces 
résultats  se  vérifient  aisément  si  Ton  observe  que,  pour  cet 
invariantdifférentiel,  la  forme  Ff(a)estle  déterminant  {uufnf^^ 
C'est  le  nombre  8  —  2<o  que  le  calcul  précédent  donne  di- 
.  rectement,etnon  pas  8.  C'est  aussi  8  —  2(0  qui  intervient  dans 
les  résultats,  et  nous  poserons 

8  —  2w  =  w'. 

30.  Le  nombre  —  w  est  l'ordre  du  covariant  Fx(^)  pour 
un  cycle  dont  la  tangente  est  a:  =Xo.  Pour  une  courbe  quel- 
conque, le  nombre  des  pareils  cycles  est  la  classe  |x  de  la 
courbe.  Donc  la  somme  des  ordres  du  covariant,  relativement 
à  tous  ces  cycles,  est  —  |jl<o.  De  même  —  w'  est  l'ordre  du  co- 
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variant  pour  un  cycle  dont  l'origine  a  ses  coordonnées  x^y^ 
infinies.  Pour  une  courbe  du  degré  m,  la  somme  totale  des 
ordres  du  covariant,  relativement  à  tous  les  cycles  analogues, 
est  —  m<o'. 

Pour  appliquer  la  proposition  du  n^  S5,  nous  avons  ainsi 
dans  la  somme  des  ordres  du  covariant,  relativement  à  tous 
les  cycles  de  la  courbe,  cet  élément  —  (co(jl  H- <o'm),  qui*sc 
rapporte  exclusivement  aux  coordonnées.  Au  contraire,  tout 
autre  élément  de  la  somme  est  indépendant  de  ces  coor- 
données. En  effet,  voulant  calculer  Tordre  de  Yx{^x)  relati- 
vement à  un  cycle,  nous  pourrons,  dans  la  formule  (20),  sup- 
poser Torigine  de  ce  cycle  et  sa  tangente  répondant  à 
X  =  Y  =  o,  et  Y  =  o.  Si  l'origine  de  ce  cycle  ne  répond 
pas  aux  coordonnées  Xy  y  infinies,  et  si  la  tangente  n'est 
pas  j?  =  Xo,  alors  les  facteurs  du  second  membre  dans 
(20),  sauf  Fx(X),  sont  d'ordre  zéro.  Donc  Tordre  de  Yx  (j?) 
est  égal  à  celui  de  Fx(X).  Il  est  indépendant  des  coordonnées 
X,  y  et  peut  être  calculé  en  réduisant  les  coordonnées  à  la 
forme  la  plus  simple.  En  désignant  par  û  la  somme  des  ordres 
du  covariant,  ainsi  calculés  pour  chaque  cycle,  on  aura  donc 

(2i)  •  Û  =  cojA -I- (i)'m. 

d}Y 
31 .  Exemple  :  F  =  -—j-  Soit  le  cycle 

Le  degré  du  premier  terme,  en  x,  est «L'ordre  de  F, 

relativement  à  ce  cycle,  est  donc  (v  —  /i).  D'où  la  formule 

(22)  ^(y  —  ri)^Zi^xi.  —  m\ 

où  la  sommation  doit  s'appliquer  à  tous  les  cycles  pour  les- 
quels les  deux  nombres  v,  n  sont  différents. 

Cette  formule  (212)  donne  le  nombre  des  points  d'inflexiofi  ; 


1       1?  /^\  ,///',r=  I,  v  =  2)apporlea 

en  J?,  le  nombre  —  ^         '^X' 

^^/''^.^'^    ^nd  exemple,  où  nous  cnvisa- 

Exemple  :  soi  ^y      v/>;  jiff^^^^liel  sous laforme  F,(tt). 

est  —  f .  Donc  ^  "'S^^ti)^^  déterminant  formé  avec  la  pre- 

Pour  calcu'  f^^r 

expression  '^^^T    ,//'j>  "«"»»  «»"i>  "i"îî 

/    —  iiîiL^lt.^'  W^''^^  ^®^  lignes  suivantes  seront  les  dé- 

^s'''    seco^^^^y  •  •  •  cinquièmes  de  ceux  de  la  pre- 

SuDDO  ^^^Ip^ra^^^  invariant;  car  c'est  le  premier  membre 

'^^.yu'^^' r^T^renlielle  des  coniques.  Nous  avons  îmmé- 

/W''^%/  S  =  12    :    c'est  le  degré   par  rapport  aux 

)i>/'''"^'%^'5  :  c'est  le  poids  par  rapport  aux  indices  de 

uit^^!'  k;itis\^  en  calculant  û  comme  il  a  été  dit  au  n'  30, 

à^^     ^^a(i)=  —  10,  et  par  suite     , 

^  U=  i5|x— i8//2, 

^^^fls  les  cycles  en  deux  catégories  ;  la  première  sera  ca- 

Juée  par  Tinéfiralité  de  la  classe  et  de  Tordre  ;  la  seconde 

..^^alilé. 

'  Prenons  un  cycle  de  la  première  catégorie  sous  la  même 

/  rai«  qu'au  d?  31,  et  réduisons  l'invariant  à  la  forme  F^(x). 

r,  première  ligne  du  déterminant  se  compose  des  termes 

^'^après,  convenablement  rangés  : 

I,     X,     œ^,     y,     a:y,    7*. 

Leurs  parties  principales  ont,  en  a?,  les  degrés  respectifs 

V  V  2v 

o,  I,  a,  i4-->     24-  ->     2H > 

'     '  72  n  n 

tous  nombres  inégaux.  Par  conséquent,  le  déterminant  lui- 
même,  formé  avec  les  dérivées  prises  par  rapport  kx^z  pour 
partie  principale  le  monôme  auquel  il  se  réduirait  si  chacun 
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.es  ci-dessus  était  réduit  à  sa  partie  principale.  Le 
«e  ce  monôme  est  égala  la  somme  des  degrés  des  termes, 

.muée  du  poids,  c'est-à-dire  8  H 1 5.  Donc  l'ordre  de 

i'invariant,  relativement  au  cycle,  est  4^  —  'jn.  Donc  les 
cycles  de  la  première  catégorie  apportent  à  la  somme  û  l'élé- 
ment 

Pour  un  cycle  de  la  seconde  catégorie,  d'ordre  et  de 
classe  n,  le  calcul  précédent  ne  s'applique  pas.  Dans  la  pre- 
mière ligne  du  déterminant,  les  termes  x^  et  y  ont  leurs 
parties  principales  du  même  degré  2;  les  parties  principales 
(les  autres  termes  ont  les  degrés  o,  i,  3,  4*  H  faudra  donc, 
pour  appliquer  la  même  analyse,  remplacer  le  terme  y  par 
une  combinaison  linéaire  C  : 

C  =  ax^  -h  a' Y  H-  a'xY  -h  a'y*^ 

dont  la  partie  principale  soit  de  degré  supérieur  à  2  et  diflé- 
rcnt  de  3  et  4-  Soit  formée  une  telle  combinaison;  désignons 
I  j  degré  de  sa  partie  principale  par  5  H-  /,  le  nombre  /  pou- 
vant être  négatif  et  fractionnaire.  La  partie  principale  du  dé- 
terminant est  alors  du  degré  /,  et  son  ordre  pour  le  cycle 
est  In.  L'interprétation  de  ce  résultat  est  la  suivante  :  le 
nombre  (4  4-  l)  marque  Tordre  le  plus  élevé  du  contact  qu'on 
puisse  établir  entre  chaque  branche  du  cycle  et  une  conique. 
Ce  nombre,  pour  une  branche  de  courbe  quelconque,  est  ordi- 
nairement 4>  et  /  est  alors  nul.  Voici  donc  le  résultat  :  Sur 
une  courbe,  de  degré  m  et  de  classe  (jl,  si  Von  envisage 
toutes  les  branches  ayant  avec  leurs  tangentes  des  contacts 
du  premier  ordre,  et  avec  des  coniques  des  contacts  d^ ordre 
naximum  différent  de  ^,  et  qu'on  désigne  par  4  +  ' 
C  ordre  d'un  quelconque  de  ces  contacts,  on  aura 

2/=i5ix— i8m4-2(7/i-4v), 
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la  dernière  sommation  s^ appliquant  à  tous  les  cycles  où  le 
contact  avec  la  tangente  n^estpas  d^ordre  égal  à  Punitê. 
En  vertu  de  la  relation  (aa),  on  peut  écrire  la  même  égalité 
sons  diverses  formes,  parmi  lesquelles  la  suivante: 

('>^^>)  ^i=^-i(m-h\^)^\^(n^^) 

où  la  dualité  est  mise  en  évidence. 

Nous  venons  d'obtenir  ainsi  le  nombre  des  points  sextac- 
fiques.  Un  point  sextactique  est  l'origine  d'une  branche 
simple  ayant  avec  une  conique  un  contact  du  cinquième  ordre. 
Pour  un  pareil  point,  /  est  égal  à  l'unité. 

33.  Exemples  des  formules  (aa)  et  (23)  : 

Exemple  1.  —  Soit  la  courbe  représentée  en  coordonnées 
homogènes  par 

Ses  points  singuliers  sont,  l'un  au  sommet  x  =  z  =  o;  cycle 

(|.)-=(|)V...,     «.  =  3,     v.  =  ,; 
le  second  au  sommet  x  =y=^  o;  cycle 

Du  sommet  x  =  z  =  o  on  ne  pnut  mener  aucune  tangente 
hormis  celle  du  cycle  qui  a  celte  origine.  Donc  [x  =  ni4-V|=5. 
D'ailleurs  m  =  5.  D'après (aa),  3(}x  — w) —  (v,  — /i,)  étant 
égal  à  I,  il  y  a  £/n  point  d'inflexion.  Cela  fait  donc  un  autre 
cycle  «s=  I,  V3  =2.  La  formule  ( 23)  donne,  au  second 
membre,  —  3.  Pour  le  second  cycle  l'élément  /  est  —  5.  Donc 
il  y  a  deux  points  sextactiques. 

Exemple  2. 
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Les  nombres/),  9  sont  entiers  et  premiers  entre  eux.  Cette 
courbe,  qu'on  peut  appeler  anharmonique  à  cause  de  ses  pro- 
priétés (*  ),  se  reproduit  elle-même  par  une  infinité  de  substi- 
tutions homographiques,  conservant  le  triangle  de  référence. 
Il  en  résulte  qu'il  ne  peut  y  avoir  ni  point  d'inflexion,  ni 
point  sextactique,  hormis  les  sommets  de  ce  triangle.  La  classe 
est  égale  au  degré,  attendu  que  la  courbe  est  sa  propre  corré- 
lative. Les  sommets  a:  =  s  =  o  eiy  =  ^  =  o  sont  les  ori- 
gines de  deux  cycles  corrélatifs  dont  les  ordres  sont  p  et  q^ 
les  classes  q  et  p.  On  a  donc  bien  zéro  au  second  membre 
de  (22).  En  outre,  la  somme  des  nombres  n -h  v  est  2(/>  +  gr) 
ou  m -h  [X,  et  l'on  a  zéro  au  second  membre  delà  formule  (a3). 

34.  Par  les  deux  applications  des  n"*  31  et  32,  on  a  vu 
comment  la  formule  (21)  est  propre  à  faire  connaître  le 
nombre  des  points  où  les  éléments  infinitésimaux  d'une 
courbe  satisfont  à  une  relation  projective  donnée.  Dans  ces 
deux  applications,  la  relation  était  exprimée  par  l'évanouisse- 
ment d'un  invariant.  S'il  s'agit  d'un  co variant,  c'est-à-dire  si 
la  relation  a  lieu  entre  la  courbe  et  une  figure  donnée,  il  y  a 
place  pour  une  discussion.  On  doit  examiner  :  1®  quels  sont 
les  éléments  du  nombre  Û  qui  proviennent  de  points  inva- 
riables sur  la  courbe  quand  la  figure  varie;  2^  quels  sont  les 
éléments  qui ,  au  contraire ,  proviennent  de  points  variables  avec 
cette  figure;  3°  comment  enfin  ces  éléments  peuvent  se  con- 
fondre pour  des  situations  particulières  de  la  figure  et  de  la 
courbe.  Cette  dernière  partie  de  la  discussion  doit  être  ré- 
servée pour  chaque  cas  particulier.  En  la  laissant  de  côté, 
on  se  trouve  en  présence  d'un  problème  général  bien  défini. 
La  figure  est  représentée  par  quatre  points,  comme  il  a  été 


(*)  FooRBT,  Sur  quelques  propriétés  des  systèmes  de  courbes;  et  /nte- 
g ration  géométrique  {Comptes  rendus,  t.  LXXVllI,  pp.  1693  et  1837). 

Klbi!!  et  Lif,  Ueber  vertauschbare  lineare  Transformationen  {Math* 
Ann.,  t.  iV,  p.  5o). 
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(lit  au  n*^  â8.  Ces  quatre  points,  dont  un  au  moins  existe  dans 
le  covariant,  sont  laissés  indéterminés.  En  cela  consiste  Vin- 
dépendance  entre  le  covariant  et  la  courbe  considérée. 

Il  y  a  cependant  encore  une  observation  nécessaire  au  su- 
jet de  cette  indépendance.  Envisageons  le  covariant  comme 
une  fonction  des  lettres  a,  . . .  coordonnées  de  la  figure;  les 
coefficients  sont  alors  des  fonctions  du  point  mobile.  Ce  co- 
variant, ainsi  considéré  comme  un  polynôme  des  lettres  a, 
est  susceptible  de  formes  plus  simples  moyennant  quelques 
relations  entre  les  coefficients  du  polynôme.  Ces  coefficients 
étant  ici  des  fonctions  de  j:,  ^  —-»  . . . ,  il  peut  arriver  que  de 

telles  relations  soient  ou  incompatibles  ou  compatibles  entre 
elles.  Dans  le  cas  où  elles  sont  compatibles,  il  existe  des 
courbes  sur  lesquelles  ces  relations  sont  vérifiées  en  chaque 
point.  Pour  une  quelconque  de  ces  courbes  et  le  covariant 
envisagé,  le  problème,  on  le  volt,  est  changé;  il  se  rapporte 
proprement  à  un  autre  covariant  plus  simple. 

Nous  achèverons  de  préciser  nos  hypothèses  en  admettant 
que  la  courbe  considérée  n^est  pas  au  nombre  de  celles  pour 
qui  le  covariant  se  simplifie. 

Un  exemple  éclaircira  ce  qui  vient  d'être  dit.  Prenons  le  co- 
variant suivant  qui  est  sous  la  forme  F^  (a,  a),  les  accenU  dé- 
notant les  dérivées  par  rapport  à  i  : 

(abc){acd){adb){ubc){ucd){udb){uu'u')  +  k{bcdy(uu'ay. 

Si  Ton  a  identiquement  (aw'a'^)=o,  le  covariant  se  réduit 
au  dernier  terme  qui  est  un  cube. 

Ainsi, pourcecovariantilfaudraitexclure  les  lignes  droites. 

35.  Commençons  la  discussion  en  examinant  quels  sont 
les  éléments  du  nombre  Û  qui  répondent  à  des  points  de  la 
courbe  variables  avec  les  points  a,  6,  c,  d. 

Soit  X  un  de  ces  points.  Puisqu'il  varie  avec  a,. . .  et  que 
a,.. .  restent  indéterminés  par  hypothèse,  x  est  un  point 
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simple  de  la  courbe  G.  Donc  Télément  de  Û  qui  s'y  rapporte  est 
entier  et  positif.  Si  cet  élément  n'est  pas  égal  à  Tunité,  c*est 
que  la  dérivée  du  covariant  F,  prise  par  rapport  au  point  x 
le  long  de  la  courbe  G^  s'évanouit  en  même  temps  que  F. 
Soit  F|  ce  que  devient  F  quand  on  y  substitue,  au  Heu  de  r 
et  de  ses  dérivées,  leurs  expressions  en  x  relatives  à  G> 
en  soi'te  que  F|  dépend  maintenant  de  la  coordonnée  x 
et  des  a,   b^    ...  L'hypothèse  entraîne  cette  conséquence 

que  -—-  s'évanouit  avec  F4.  Il  en  résulte  aussi  que  les  dérivées 

€9  X 

partielles  de  F|,  par  rapport  aux  coordonnées  de  a,  by  ... 
s'évanouissent,  aussi  en  même  temps.  Donc  F,,  considéré 
comme  fonction  de  ces  dernières  quantités,  se  décompose 
en  facteurs  dont  un  au  moins  est  un  carré.  G'est  un  fait  qui 
peut  se  produire,  mais  se  rapporte  précisément  au  cas  que 
nous  venons  d'exclure,  celui  où,  pour  la  courbe  envisagée, 
le  covariant  se  décompose.  Ge  cas  exclu,  le  point  x  apporte 
au  nombre  Û  un  élément  égal  à  l'unité.  Donc  la  partie  du 
nombre  û,  relative  aux  points  de  la  courbe  variables  avec  les 
éléments  du  covariant,  est  égale  au  nombre  des  points 
simples  de  la  courbe,  en  chacun  desquels  ce  covariant 
s*évanouit. 

36.  Les  éléments  de  Û  qui  répondent,  au  contraire,  à  des 
points  de  la  courbe  invariables,  ne  sauraient  être  discutés  à 
la  fois  pour  tous  les  covariants  imaginables.  Mais  on  peut 
répartir  les  covariants  en  vastes  groupes,  à  chacun  desquels 
s'applique  une  discussion  unique.  L'ordre  le  plus  élevé  des 
dérivées  qui  figurent  dans  le  covariant  peut  servir  de  base  à 
cette  classification. 

Dans  un  covariant  du  premier  ordre,  les  éléments  de  la  courbe 

sont  x^  y^  'Ï-'  Pour  le  calcul  du  nombre  Û,  ces  trois  quan- 
tités ont,  en  chaque  point,  des  valeurs  finies.  Il  est  impos- 
sible que   la  substitution  de  ces  valeurs  dans  le  covariant 
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donne  un  résultat  qui  ne  soit  pas  fini  et  différent  de  zéro, 
tant  que  a,  by  c,  d  restent  indéterminés.  Donc,  en  ce  cas,  il 
n'y  a  aucun  élément  de  Û  indépendant  de  a,  6,  c,  d.  Donc  : 
Sur  une  courbe  de  degré  m,  de  classe  \k,  le  nombre  des 
points  en  chacun  desquels  s'évanouit  un  covariant  diffé- 
rentiel du  premier  ordre,  indépendant  de  la  courbe  est 
ù>  pi  H-  ^'m^  les  nombres  ta  et  o)'  ne  dépendan  t  que  de  ce  cova- 
riant. 

37.  Nous  avons  déjà  observé  (n**  28)  que  la  forme  d'un 
covariant  peut,  sans  inconvénient,  contenir  explicitement,  au 
lieu  des  quatre  points  a,  6,  c,  d,  toute  autre  figure.  Dans 
Texemple  ci-après,  nous  prendrons  une  telle  forme. 

Soit  A  le  premier  membre  de  Téquation  d'une  ligne 
droite,  et  B  le  premier  membre  de  l'équation  d'une  courbe 
dont  nous  désignerons  le  degré  par  k.  Prenons  le  covariant 


".<"'=  *-a(p) 


qui  peut  être  mis  sous  forme  de  déterminant.  En  désignant 
par  (,,  Çj,  ^,  les  coordonnées  tangentielles,  savoir 

et  dénotant  par  des  indices  les  dérivées  partielles 

on  trouve  aisément 

Al     A,    Aj 

F,(«)  =  (AB?)^     B,     B,     B, 

?.       5,     ?. 

Sous  cette  forme,  on  voit  que  F  =  o  exprime  la  relation 
suivante  :  la  droite  A,  la  polaire  du  point  variable  par  rapport 
a  la  courbe  B  et  la  tangente  de  la  courbe  C,  lieu  du  point 
variable,  sont  concourantes. 

Les  nombres  S  =  /c  4-  i ,  w  =  i  sont  en  évidence  dans  ks 
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deux  formes  de  F.  On  a  ainsi,  pour  le  nombre  N  des  points 
où  la  condition  F  =  o  est  satisfaite, 

N=:(A  —  l)/?l  -+-  {X. 

Tel  est  le  résultat  quand,  la  courbe  C  étant  censée  donnée, 
Y  indépendance  a  lieu,  c'est-à-dire  que  A  et  B  restent  indéter- 
minées. L'examen  des  circonstances  qui  accompagnent  la 
dépendance  doit,  avons-nous  dit  (n'*  34),  être  réservé  pour 
chaque  cas  particulier.  Faisons  ici  cet  examen,  en  nous  bor- 
nant toutefois,  pour  abréger,  à  la  recherche  des  éléments 
répondant  à  des  points  de  C  qui  ne  varient  pas  avec  la 
droite  A. 

En  prenant,  pour  le  point  M,  =  a2î=o,  Torigine  d'un 
cycle  et  pour  la  droite  u^^z  o\di  tangente  de  ce  cycle,  pour 

variable  indépendante  X  =—>  nous   avons,    à   l'origine   du 

cycle,  les  valeurs  0,1,0  pour  Ç|,  Ç^,  \^\  par  suite,  d'après  la 
dernière  forme  du  covariant,  Fx(a:)  est  fini,  différent  de  zéro, 
si  A|  Bj  —  AsBj  n'est  pas  nul.  Ce  binôme  ne  peut  être  nul, 
quelle  que  soit  la  droite  A,  que  si  B{  et  Bj  sont  nuls  tous 
deux.  Celte  circonstance  se  présente,  ou  bien  si  B  et  C  sont 
tangentes  entre  elles  au  point  x^  ou  si  ce  point  est  multiple 
sur  B.  Pour  examiner  un  tel  cas,  revenons  à  la  première 
forme  de  F,  en  y  prenant  pour  t  une  variable  suivant 
laquelle  se  développent  les  coordonnées  de  x  sur  le  cycle. 
Soit  h  l'ordre  de  B  pour  ce  cycle,  c'est-à-dire  le  degré  du 
premier  terme  dans  le  développement  de  B  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  t.  L'ordre  de  F,  pour  ce  même  cycle, 
est  A  —  /i,  si  /i  marque  l'ordre  du  cycle. 

Ëri  prenant  pour  chaque  point  commun  à  B  et  C  le  nombre 
analogue  à  h  —  n,  nous  aurons  donc 

Ni  =  (A:-.i)m-f.(x-V(/,_-,i) 

pour  le  nombre  N|  des  points  variables  avec  la  seule  droite  A. 
Si  toutes  les  intersections   de  B  et  C  sont  simples,   notre 
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analyse  même  et  notre  dernière  formule  montrent  toutes  deux 
que  tous  les  éléments  h  —  n  sont  nuls.  Pour  les  autres  ca.<^ 
nous  pourrons  modifier  la  formule  en  observant  qu'on  a 

11  vient  ainsi 

où  la  somme  comprend  tous  les  cycles  de  C  ayant  leurs 
origines  sur  6.  C^est,  en  termes  plus  ordinaires,  la  somme 
totale  des  ordres  de  multiplicité  des  points  de  C,  qui  sont 
sur  B. 

Pour  chaque  point  x  de  la  courbe  C,  on  prend  rinlcrsec- 
tion  de  la  tangente  en  x  et  de  la  polaire  de  x  par  rapport  à  B. 
Soit  Xi  cette  intersection.  Le  lieu  de  x^  est  une  courbe  C| 
dont  le  calcul  précédent  nous  donne  le  degré  N|.  En  sup- 
posant pour  B  deux  droites  isotropes  conjuguées,  ayant  0 
pour  point  commun,  on  retrouve  pour  C|  la  tangentielledeC 
(n**  17),  et,  par  une  transformation  corrélative,  on  a  ce 
résultat  :  La  classe  de  la  développée  d'une  courbe  est  égale 
à  l'excès  de  son  degré  sur  sa  classe,  augmenté  de  la 
somme  des  classes  de  tous  les  cycles  dont  les  tangentes 
sont  ou  isotropes  ou  à  Vinjini. 

38.  Au  lieu  de  faire  dépendre  un  covariant  diflférentiel 
d'une  figure,  on  peut  aussi  le  faire  dépendre  de  coefficients 
se  modifiant  par  un  changement  de  coordonnées,  tout  comme 
le  premier  membre  de  l'équation  d'une  courbe.  A  ce  point 
de  vue,  la  forme  projective  d'un  covariant  du  premier  ordre 
consiste  en  un  polynôme  entier  à  deuK  séries  de  variables 
et  doublement  homogène.  Ces  variables  sont,  d'une  part, 
//f,  U2J  ^3,  coordonnées  du  point  x\  et  les  coordonnées  d'une 
droite  Ç|,  $2,  \z-  D'ailleurs  le  point  x  est  sur  cette  droite,  ce 
qui  est  exprimé  par 
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et  permet  de  varier  la  forme  extérieure  d^un  même  covariant. 
Si  Ton  omet  la  condition  que  x  soit  sur  la  droite,  une  équa- 
tion entre  les  u  et  les  \  définit  ce  que  Glebsch  a  appelé  un 
connexe. 

Les  nombres  co  et  co'  qui  sont  les  degrés  du  polynôme  rela- 
tivement aux  lettres  Ç  et  w  sont  la  classe  et  Vordre  du  con- 
nexe. La  proposition  du  n^  36  donne  donc  celle-ci  :  Sur  une 
courbe,  le  nombre  des  points  dont  chacun,  avec  la  tangente 
en  ce  point,  appartient  à  un  connexe,  est  égal  au  produit 
des  ordres  du  connexe  et  de  la  courbe,  augmenté  du  pro- 
duit de  leurs  clauses. 

On  peut  encore  envisager  le  système  des  courbes  qui  sont 
représentées  par  Tintégrale  générale  de  Téquation  obtenue 
en  égalant  le  covariant  différentiel  à  zéro.  Alors  eu  et  eu'  sont 
les  deux  caractéristiques  du  système,  w  le  nombre  de  ces 
courbes  qui  passent  par  un  points  &>'  le  nombre  de  celles  qui 
louchent  une  droite.  La  proposition  prend  alors  cette  autre 
forme  :  Dans  un  système  ayant  les  caractéristiques  o>  et  w', 
le  nombre  des  courbes  qui  touchent  une  autre  courbe 
donnée  de  degré  m,  de  classe  }x,  est  (ojjl  +  co'm  (  *  ), 

U  ne  faut  pas  oublier,  dans  les  deux  énoncés,  l'indépen- 
dance qui  a  été  primitivement  supposée. 

39.    Poursuivons   la  discussion  commencée  au  n**  36,   et 

prenons  un  covariant  différentiel  du  second  ordre.  SoitFx(^) 

dv    d^  Y 
ce  covariant  qui  contient  :r,j^,  -^)  -7-^-  Ordonnons-le    par 

rapport  à  -5-^  et  soit  un  de  ses  termes  (  —^  j  /(  ^>^»  ;j^  )  • 
Envisageons  un  cycle 

X— Jo=  A(.r  —  j;o)H-B(jr  — OTo)'    *4- 


('  )  FooRET,  Mémoire  sur  les  systèmes  généraux  de  courbes  planes^  dé- 
finis par  deux  caractéristiques  {Bulletin  de  la  Soc,  Math.,  t.  II»  p.  73). 

S.  —  Courbes  planes.  38 
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La  partie  principale  du  terme  considéré  est  ici 

r^(i-+-;jBj  /(^«,Jo,  A)(a;-Xo)  ~«  "• 

Par  la  même  raison  qu'au  n^  36,  on  voit  que  ce  coefScient 
ne  peut  être  nul  quelles  que  soient  les  données  du  covariant; 
par  conséquent,  la  partie  principale  de  Fx(^)  a  pour  degré 

le  plus  petit  des  nombres >  et  son  ordre  relativement 

au  cycle  est  le  plus  petit  des  nombres  a(v  —  n).  Si  v^/i,  cei 
ordre  est  zéro  ;  car  F  est  supposé  indécomposable  et  ne  con- 

tient  pas,  par  conséquent,  le  facteur  ^^*  Si.  au  contraire, 

v<^/{,  le  minimum  répond  au  maximum  de  a;  ce  sera  dooc 

— Y(« — v),  y  désignant  le  degré  de  F  par  rapport  à  -j— •  Ainsi  : 

Le  nombre  des  points  sur  une  courbe  de  degré  m  et  de 
classe  [X,  en  chacun  desquels  s'évanouit  un  covariant  diffé- 
rentiel du  second  ordre  y  indépendant  de  la  courbe,  est 

N  =  wjx  -h  oi'm  -+-  -^^{n  —  v), 

où  la  sommation  s'applique  à  tous  les  cycles  de  la  courbe 
pour  lesquels  l'ordre  surpasse  la  classe. 

Distinguons  les  cycles  en  deux  espèces  :  dans  la  première 
rangeons  les  cycles  caractérisés  par  n  ]>  v;  dans  la  deuxième 
ceux  qui  sont,  au  contraire,  caractérisés  par  n'<v'.  Faisons 

A.  cause  de  la  relation  (as),  qui  peut  s'écrire 

p  — r=:3((x  — m),. 
le  nombre  N  est  susceptible  de  deux  expressions 
(24)     N  =  a)iAH- w'm  ^- Y''=(<«>'  +  3Y)m-|-((D  —  3Y)fi^4-ir?> 
corrélatives  Tune  de  Tautre. 
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40.  Cette  corrélation  se  vérifie  aisément  sur  la  forme  pro* 
jective  des  covariants  dififérentiels  du  second  ordre.  Poui 
nous  placer  au  même  point  de  vue  que  dans  le  n^  38,  nous 
définirons  cette  forme  comme  il  suit.  Abréviativeraent, 
désignons  par  {u^l'')  une  fonction  doublement  homogène 
de  Uif  U2j  Us  et  io  Sa*  is>  du  degré  p  par  rapport  auiL  u,  du 
degré  q  par  rapport  aux^.  Faisons  aussi 

D  =  {uu'u'). 

La  forme  générale  projective  cherchée  est 

F^ (  w  )  =  DY (  w/» Çy )  +  DY-»  (  w/»-» ?^-^-« ) -+- DY-»  (  M'»-*  Ç^+«  ) -h  . . . 

Par  rapport  aux  indices  de  dérivation,  le  poids  de  D  esl 
cgal  à  3.  Le  poids  de  F  est  celui  d^un  quelconque  de  ses 
termes 

Le  degré  par  rapport  à  u  est  égal  à  3  pour  D,  à  2  pour 
les  i.  Le  degré  8  de  F  est  donc  celui  d^in  quelconque  de 
ses  termes  : 

par  conséquent, 

tù'-=zh  —  2»=/>  —  3y. 

La  seconde  forme  (24)  du  nombre  N  est  ainsi 

(aS)  N=/>m -h^|jL-hY?. 

Pour  une  transformation  corrélative  on  doit  remplacer 
respectivement  u  par  Ç,  l  par  Du  et  D  par  D^.  Ces  substi- 
tutions faites,  F  contient  le  facteur  D  avec  l'exposant  ay  +  q; 
ce  facteur  supprimé,  on  obtient  pour  le  covariant  transformé 

F'  =  DY(£/p'Ç'7')-+-DY-ï(a'"-'?^'-^»)H-DY-«(«p'-fiÇ7'-He)^___ 

/>'  =  ^4-3y,     ^'=:/>-3y. 
La  première  forme  (a4)  du  nombre  N  est  donc 
(26  bis)  y  —  />'  ijL  -\-  q'  m  -j-  Y /*, 
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et  les  deux  formes  (a5)  et(a5  bis)  ont  entre  elles  la  corré- 
lation nécessaire. 

Suivant  la  remarque  faite  au  n^  34^  nous  devons  exclure 
les  lignes  droites  pour  Tapplication  de  ces  résultats. 

41 .  Si  la  courbe  considérée  n'admet  que  des  singularités 
ordinaires,  les  lettres  r  et  p  marquent  le  nombre  des  points 
de  rebroussemcnt  et  celui  des  points  d'inflexion.  Il  existe 
donc  une  catégorie  de  problèmes  bien  définie,  dans  lesquels 
tous  les  points  singuliers  peuvent  être  remplacés  par  des 
équivalents  en  points  de  rebroussemcnt  et  points  d'inflexion. 
Pour  mieux  dire,  une  courbe  quelconque  à  l'égard  des  pro- 
blèmes que  nous  venons  de  traiter  est  représentée  par  les 
nombres  m,  |ji,  r,  p.  Mais  cette  propriété  appartient  exclusi- 
vement aux  problèmes  qui  concernent  les  covariants  du  pre- 
mier et  du  second  ordre,  comme  nous  le  verrons  bientôt. 

De  même  qu'au  n°  38,  la  formule  (a4)  ^^^  susceptible  d'un 
énoncé  relatif  au  nombre  des  courbes  appartenant  à  un  s}  s- 
tème  à  deux  arbitraires,  et  qui  ont  un  contact  du  second 
ordre  avec  une  courbe  donnée.  Il  paraît  inutile  de  nous  v 
arrêter. 

4S.  Voici  des  exemples. 

Exemple  1.  — Pour  un  réseau  de  coniques,  soit  H(a)  =  o 
l'équation  de  la  courbe  hessienne,  et  soitJ(()  =  o  celle  de 
la  cayleyenne,  le  covariant 

Frz.DH(w)-J(Ç), 

égalé  à  zéro,  fournit  l'équation  diSiérentielle  des  coniques  du 
réseau.  Ici 

Ainsi,  dans  un  réseau,  le  nombre  des]  coniques  qui  ont 
un  contact  du  second  ordre  avec  une  courbe  donnée,  du 
degré  //<,  et  dont  les  points  singuliers  ont  l'équivalent  p  eu 
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points  d^inflexion,  est  égal  à  3m  +  p-  La  classe  de  la  courbe 
étant  p.,  etTéquivalenl  en  rebroussements  étant  r,  le  nombre 
des  mêmes  coniques  est  aussi  3  [x  +  r. 

Corrélativement,  ce  même  nombre  3  m  H- p  ou  3}x-t-r  est 
par  conséquent  aussi  celui  des  coniques  qui,  appartenant  à 
un  réseau  tangentiel,  ont  un  contact  du  second  ordre  avec  la 
courbe. 

EXEMPLE  2.  —  Pour  covariant,  prenons  le  premier  membre 
de  l'équation  différentielle  des  coniques  bitangentes  à  une 
conique  donnée  et  passant  par  un  point  donné. 

Soit  A(c/)  le  premier  membre  de  Téquation  ponctuelle  de 
laconique  donnée.  Posons  y^A(w)  =  B(w).  Uéquation  d'une 
conique  bitangente  à  celle-ci  peut  s'écrire 

où  />!,  />2î  Pt  sont  arbitraires.  Par  suite,  l'équation  différen- 
tielle cherchée  peut  se  mettre  sous  la  forme  irrationnelle 
snîvanle,  où  v^,  i^a,  {^z  sont  les  coordonnées  du  point  donné, 
et  où  les  dérivées  sont  dénotées  par  des  accents  :  . 


A  = 


Ui 

"i 

w« 

B(u) 

u\ 

U, 

"s 

B'(u) 

u\ 

u\ 

< 

B^{u) 

^'l 

^t 

t» 

B  {V) 

=  o. 


En  désignant  par  A|  le  déterminant  conjugué  obtenu  par  le 
simple  changement  de  B(p)en  —  B(i^)  au  dernier  terme,  on 
aura  le  covariant  sous  forme  rationnelle  et  entière  ainsi  : 

F  =  A»(w)  AA,. 
On  y  aperçoit  immédiatement  les  nombres  caractéristiques 

Le  nombre  N  est  donc  ici  le  double  de  celui  qu'on  a  trouvé 
dans  l'exemple  précédent. 
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Les  coûiques  bitangentes  à  une  conique  donnée,  passant 
par  un  point  donné  et  ayant  un  contact  du  second  ordre  avec 
une  courbe  donnée  que  caractérisent  les  nombres  m,  [l,  r,  p, 
sont  donc  en  nombre  égal  à  2  (3  m  +  p)  =  2  (3  jx  4-  r). 

En  conséquence,  c'est  encore  le  même  nombre  pour  les 
coniques  bitangentes  à  une  conique  donnée,  touchant  une 
droite  et  ayant  un  contact  du  second  ordre  avec  la  courbe. 

On  peut,  pour  cas  particulier,  réduire  la  conique  donnée 
à  deux  droites  ou  à  deux  points;  nous  aurons  de  la  sorte  les 
caractéristiques  de  l'ensemble  dés  coniques  ayant  avec  une 
courbe  (m,  |Ji,  r,  p)  des  contacts  du  second  ordre. 

43.  C'est  pour  une  raison  générale  que,  dans  les  deux 
exemples  précédents,  on  a  trouvé  une  proportionnalité  entre 
les  trois  nombres  caractéristiques.  Toute  équation  différen- 
tielle du  second  ordre  algébrique,  dont  l'intégrale  générale 
est  représentée  par  des  coniques,  est  ainsi  caractérisée  par 
les  nombres  y,  />  =  Sy,  ^  =  o.  Pour  s'en  convaincre,  il  suflîi 
d'observer,  dans  le  covariant  F^  (1/),  la  signification  géomé- 
trique du  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  D,  et  celle 
dn  terme  indépendant  de  D.  En  les  égalant  à  zéro,  on  obtient 
deux  connexes  exprimant  la  liaison  qui  existe  entre  les  origines 
et  les  tangentes  des  cycles  des  courbes  intégrales  où  l'ordre 
difl(ère  de  la  classe.  Quand  les  courbes  intégrales  sont  des 
coniques,  le  coeflicient  de  D^,  égalé  à  zéro,  donne  le  lieu  des 
points  auxquels  se  réduisent  les  coniques  dégénérées,  envi- 
sagées en  coordonnées  tangentielles ;  le  terme  indépendant 
de  D  donne,  au  contraire,  l'enveloppe  des  droites  auxquelles 
se  réduisent  les  coniques  dégénérées,  envisagées  en  coor- 
données ponctuelles.  Ainsi  le  coefficient  de  D^  ne  contient  pas 
les  lettres  ^,  et  le  terme  indépendant  de  D  ne  contient  pas 
les  lettres  u.  C'est  ce  qu'il  fallait  prouver.  De  là  cette  con- 
séquence qui  appartient  à  la  théorie  générale  des  caracté- 
ristiques pour  les  coniques  :  le  nombre  des  coniques  qui  ont 
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des  contacts  du  second  ordre  avec  une  courbe  donnée  et 
satisfont,  d'autre  part,  à  une  condition  triple  indépendante 
de  la  courbe,  est  y{Zm  -{-  p).  Le  coefficient  y  ne  dépend  que 
de  la  condition  triple;  m  est  le  degré  de  la  courbe,  p  Téqui- 
valent  de  ses  points  singuliers  en  points  d'inflexion. 

Pour  avoir  un  exemple  où  ne  se  présentent  pas  de  pareilles 
circonstances,  il  faut  prendre  une  équation  différentielle  dont 
rîntégrale  générale  ne  soit  pas  représentée  par  des  coniques. 
En  voici  un  :  désignant  par  a,  6,  c  les  premiers  membres  des 
équations  de  trois  droites,  prenons  le  déterminant 

L'intégrale  générale  de  Ft{u)  =  o  est  représentée  par  les 
cubiques  ayant  pour  point  et  tangente  de  rebroussement  le 
point  a  =  c  =  o  et  la  droite  a  =  o  ;  en  outre,  leur  point  d'in- 
flexion a  pour  lieu  c^o  et  la  tangente  d'inflexion  passe 
constamment  au  point  a  =  6  =  o.  Le  nombre  de  ces  cubiques 
qui  ont  un  contact  du  second  ordre  avec  une  courbe  est 
donné  par  la  formule  6/n  -[-  p.  On  a,  en  eflet, 

T=if    />  =  6,     q=zo. 

44.  Nous  allons  maintenant  faire  la  discussion  générale, 
commencée  au  n®  36,  pour  les  covariants  difl*érentiels  du 
troisième  ordre.  Tout  d'abord,  prenons  ces  covariants  sous 
leur  forme  projective,  ou,  en  d'autres  termes,  indépendante 
des  coordonnées.  Dans  une  pareille  forme,  les  dérivées  du 
troisième  ordre  seront  introduites  au  moyen  de  la  combi- 
naison suivante  : 

Les  signes  a-a,  as,  . . .  expriment  des  formes  linéaiiCo, 
savoir  : 

a^    =aii/,  -ha,wt  H-asWs,     «ç  =«1  5i  4-ai?i -h  «aîc, 
Oui  —  «1  u\  -h  «j  u'^  -h  ûT,  w'a,     ot^f  =  a,  i\  -h  a, Tj  -h  «, î'^. 
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D'après  les  expressions  des  Ç,  on  peul  aussi  écrire 

On  voit  que  a^  et  o^/  sont  les  dérivées  de  au  et  o^. 

Les  propriétés  de  la  combinaison  G  s'établissent  aisément. 
Pour  la  clarté,  considérons  ai,  as,  a^  comme  les  coordonnées 
d'un  point  a,  et  a\ ,  a^,  a^  comme  celles  d'une  droite,  joignant 
deux  points  P,y.  De  cettemanière,  on  peut  écrire  a«  =  (Py")- 
L'analyse  du  n"  S7  ou  un  calcul  direct  donne  immédiatement 
cette  conséquence  que  l'expression  suivante 

reste  absolument  invariable,  soit  qu'on  change  la  variable 
indépendante,  soit  qu'on  effectue  à  la  fois  sur  les  m,  a,  p,  v 
une  même  substitution  linéaire.  En  conséquence,  la  dérivée 
de  Pf  reste  également  invariable  pour  les  substitutions  li- 
néaires. Quant  au  changement  de  la  variable,  son  effet  se 
traduit  par  la  relation 

dVt  _  dV^  ds 
dt         ds    dt 

D'après  l'expression  de  G,  nous  avons 

dt    (?Y«)*' 

Si  nous  effectuons  une  substitution  linéaire  à  la  fois  sur 
les  £/,  a,  p,  Y'  V^^  ^^s  nouvelles  coordonnées  soient  dési- 
gnées par  des  majuscules,  et  que  A  soit  le  déterminant  de  la 
substitution  ;  si  nous  faisons,  en  même  temps,  un  changement 
de  la  variable  indépendante,  nous  aurons,  pour  traduire  le 
changement  qu'éprouve  la  forme  de  G,  l'égalité 

G,(«)  =  A'(J;yG,(U). 

Ainsi   G|  (</}   est  un  covariant  différentiel  du  troisième 
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ordre,  et  son  expression  contient  un  point  a  et  une  droite  a 
en  outre  deè  éléments  du  point  x.  Pour  ce  covariant,  le  nombre 
(I)  est  égal  à  5.  Le  nombre  8  est  égal  à  6  ;  par  suite, 

On  peut,  sans  inconvénient,  supposer  le  point  et  sur  la 
droite  a.  Prenant  alors  des  coordonnées  particulières,  on 
pourra  faire 

a,  =  0,     a,  =:o,     a,  =  1,     ot|=:o,     «2  =  1,     aj  =  o. 
Choisissant  a:  =  —  pour  variable,  et^  =  —  pour  fonction, 

on  réduit  ainsi  P  à  ^-^  et  G  à  -t^«  Par  là  se  reconnaît  que, 

dans  celte  hypothèse  (le  point  a  sur  la  droite  a),  G=o  est 
l'équation  différentielle  des  coniques  qui  touchent  la  droite  a 
au  point  a.  Si,  au  contraire,  on  suppose  que  a  ne  soit  pas 
sur  a,  on  peut  choisir  les  coordonnées  ainsi 

a,r=o,     a,  =  o,     «1=1,     «1=0,     34  =  0,     a,=  i. 

Avec  les  mêmes  variables  que  tout  à  l'heure,  on  a  pour  G 

Texpression  ^    -^ — j— — -    ,  où  les  dérivées  sont  prises  par 

rapport  à  x.  L'intégrale  générale  de  G  =  o  est 

Aa;'H-2Bj?/-hC/*=  I, 

où  A,  B,  G  sont  les  constantes  d^intégration.  Elle  est  repré- 
sentée par  les  coniques  relativement  auxquelles  a  est  le  pôle 
de  a. 

45.  Au  moyen  du  co variant  G  nous  pouvons  écrire  un 
covariant  quelconque  du  troisième  ordre  sous  forme  projec- 
live.  Il  suffit,  à  cet  effet,  de  faire  intervenir  avec  G  le  déter- 
minant D  =(  uu'  /)  et  de  prendre  pour  coefficients  des  fonctions 
des  lettres  u  et  S. 
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Avec  les  mêmes  notations  qu'au  n^  40,  nous  avons  ainsi 
cette  forme  générale 

où  les  exposants,  pour  chaque  terme,  sont  déterminés  par 
deux  d'entre  eux,  suivant  les  conditions  qu'impose  la  con- 
stance de  (1)  et  (1)'  à  tous  les  termes 

A  ces  nombres  il  sera  plus  commode  d'en  substituer  d'autres 
pour  mettre  en  évidence  la  dualité.  Soient 

c  =  max.  de  (e  +  Sy), 
—  5  =  Y  +  ^"-i^>    ^'  =  3^  +  6  — ^r, 
a=ztû — Je,  a'  =  a)'-h|c; 

b  =^  max.  de  y. 

Les  nombres  a,  «',  b  et  les  couples  5,  5'  dont  chacun  dé- 
finit un  terme  de  Ft{u)  sont  ceux  que  nous  conserverons 
explicitement.  Nous  allons  d'abord  examiner  comment  ils  se 
transforment  par  la  dualité. 

Nous  l'avons  déjà  observé,  le  changement  des  coordon- 
nées ponctuelles  en  tangentielles  se  fait  par  le  changement  de 
D  en  D^,  de  u  en  Ç  et  de  lenDu.  En  conséquence,  l'expres- 
sion P  ou  — 7^  se  change  en  rr^y  si  l'on  échange  en  même 
temps  le  point  a  et  la  droite  a.  Par  conséquent,  l'expression 
de  G  se  change  en  celle-ci  — j-^  ^  (  ~~  J ,  ce  qui  se  réduit 
à  — D^G. 

Si  l'on  fait  ces  changements  dans  F,  on  obtient  pour  le 
terme  général  transformé  une  expression  de  cette  forme 
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L'exposant  de  D  peut  s'écrire  2YH-28~|-5r  =  <i)  —  (e-J-Sy). 
Il  a  pour  minimum  (co  —  c).  Il  y  a  donc  lieu  de  supprimer  le 
facteur  D*"*^  à  tous  les  termes.  Après  cette  suppression» 
nous  avons,  pour  le  terme  envisagé  dans  F,  un  terme  corres- 
pondant du  covariant  corrélatif^  et  les  exposants  correspon- 
dants sont  les  suivants  : 

Ti  =  Y,     ei  =  2T-+-2e-h^  — co  +  c,    />i  =  ^,     ^i=/?. 

Calculons,  par  leur  moyen,  les  nombres  5|,  /«,  a'j,  a^,  et  tout 
d*abord  C|  : 

6|  H-  3yi  =  5^4-  2s-h  q  —  ^-^c^=^c  —  e. 

Comme  F  ne  contient  pas  le  facteur  D,  il  y  a  au  moins  un 
terme  où  e  est  nul.  Par  conséquent,  e,  +  3  Yi  a  pour  maximum 
c;  c'est-à-dire  C|  =  c.  On  a  ensuite 

c  c 

—  5j  =  Yi-+-^i  — î^i  =  3y~+"  '^^'^q—^'\ — =  —  2  Y—  6-i--=i--5', 

A=  ^Yi -+- «i  —  T^i  =  4y  +  2s  4- 9  —  to  4- -  =:  —  Y  —  e -i--  =  5, 
«i=wt— fci  =  5Yi-l-3E-+-9i  — |ri=a', 

En  résumé,  pour  le  covariant  corrélatif  de  F,  les  nom- 
bres a  et  a!  sont  échangés,  le  nombre  6  se  conserve;  et  pour 
chaque  terme  les  nombres  5,  s!  sont  échangés. 

46.  Soit  à  chercher  l'ordre  du  covariant  F  relativement  à 
un  cycle 

y  — /o  =  (a?  -  Xo)'"^[(^  —  x^y\' 

Si  —  diflfère  de  l'unité,  on  trouve  immédiatement pour 

le  degré  de  la  partie  principale  de  G.  D'ailleurs  la  partie  prin- 
cipale de  D  est  du  degré Donc  un  terme  quelconque 
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de  F  a  sa  partie  principale  du  degré  ~ ^ > 


n 


ce  que  nous  pouvons  écrire  — ^ La  partie 

principale  de  F  est  donc  fournie  par  celui  de  tous  les  termes 
où  5v  •+-  s'a  est  le  plus  grand  possible.  Donc  Tordre  de  F 
relativement  au  cycle  est  ^c(v  —  n)  —  max.  de  (5V  +  s'n). 
Nous  avons  dit  qu^on  trouve  immédiatement  la  partie  prin- 
cipale de  G.  Eflectivement,  supposant  le  point  a  sur  la 
droite  a,  nous  avons  vu  qu'un  choix  convenable  des  coordon- 
nées donne  à  G  la  forme  -r^-  Mais,  en  laissant  a  et  a  quel- 
conques, le  calcul  n'est  pas  moins  facile.  Prenons,  en  effet,  la 
quantité  P  en  y  choisissant  ^  pour  la  variable  indépendante. 
Pour  un  cycle  v^/i,  le  premier  terme  de  son  développement 

est  du  degré' ;  le  premier  terme  de  sa  dérivée  est  du 

degré •  Il  en  est  de  même  pour  G,  qui  s'obtient  en 

multipliant  cette  dérivée  par  une  quantité  dont  le  premier 
terme  est  une  constante. 

Prenons  maintenant  un  cycle  d'ordre  n  égal  à  sa  classe, 
représentée  par 

On  a,  pour  P,  le  développement 
si  -  <]   I .  Mais,  s:  — ^  i ,  on  a 

p,= A'  -f-  (^-  .ro)[(j?-^or]; 

.    '    /       introduitun  terme  dupremierdegré, 
qui  ne  peut  disparaître  tant  que  «,  p,Y  restent  indéterminés. 
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11  en  résulte  que,  pour  le  cycle  envisagé,  Tordre  de  G  esl 
—  {n  —  k)  si  k<Cn]  ou  zéro  si  k^n. 

Nous  désignerons  par  H  la  somme  positive  l(n  —  k)  pour 
tous  les  pareils  cycles.  Le  degré  du  covariant,  relativement  à 
G,  étant  6,  l'ordre  total  de  F,  pour  ces  cycles,  est  —  bH. 

Quant  aux  cycles  v^n,  chacun  d'eux  apporte  à  Q  l'élément 
calculé  précédemment.  Le  nombre  des  éléments  de  û,  qui  se 
rapportent  à  des  points  variables,  est  donc 

N  =  cDfi-h  Cl)' m -h  6H  H —  Tl('*  —  ^)  -t-^j"'^^'^-  ^®  (^^-h^'/i). 

Combinant  cette  formule  avec  (aa)  et  introduisant  a  et  a'  au 
lieu  de  a>  et  u>',  nous  aurons 

(a6)      N  =  a;x-Ha'/n-HÔHH-  Vmax.  de  (5v  -+-5'n). 

Telle  est  la  formule  déGnitive  qui  donne  le  nombre  des 
points,  sur  une  courbe,  où  s'évanouit  un  covariant  différen- 
tiel du  troisième  ordre.  Elle  est  sous  forme  dualistique  :  le 
nombre  H  se  conserve  pour  les  transformations  corrélatives  ; 
[i.  et  m  s'échangent,  ainsi  que  a  et  a'  ;  v  et  n  s'échangent,  ainsi 
que  s  et  s', 

47.  Il  convient  de  nous  arrêter  quelques  instants  sur  la 
formule  (26).  On  peut  se  donner  à  volonté  un  ensemble 
quelconque  de  couples  5,^  :  il  y  répond  toujours  des  cova- 
riants  F,  sauf  quelques  restrictions  que  voici  :  i®  les  nombres 
25,  2^  sont  tous  entiers  et  d'une  même  parité;  2^  5  + s' est 
toujours  positif,  et  l'une  de  ses  valeurs  est  zéro  ;  3°  les  maxima 
de  ,j  4-  2^  et  de  ^  -i-  25  sont  égaux. 

Quand  ces  conditions  sont  remplies,  on  peut  prendre 

}c  =  max.  de(5-+-2  5')^=max.  de  {s'  -h  as), 
puis  a  et  a'  à  volonté,  de  telle  sorte  toutefois  que  2a  et  'ia' 
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soient  entiers  et  de  la  même  parité  que  2f  et  a 5%  et  en  res- 
pectant aussi  les  inégalités 

a^max.  de  (25'  —  5),     a'^max.  de  (25  —  5'). 

Au  moyen  de  ces  nombres  on  peut,  pour  chaque  couple 
5,^,  déterminer /?,  gr,Y,e  d'après  les  égalités  ci-dessus.  Ces 
quatre  nombres  seront,  comme  on  le  voit  aisément,  entiers 
et  positifs;  en  outre,  e  +  Sy  aura  le  maximum  c;  le  terme 
correspondant  proviendra  du  couple  5, y,  où  25^  -H  5  est  maxi- 
mum; e  aura  le  minimum  zéro,  correspondant  au  maximum 
de  2 s -{-s';  enGn  y  aura  le  minimum  zéro,  correspondant  à 
5  H-  5'  =  o. 

La  deuxième  et  la  troisième  condition  imposée  aux  couples 
s^s'  sont  facilement  satisfaites  ainsi  :  prenons  à  volonté  des 
couples  S,  S',  les  nombres  2  S,  2S'  étant  entiers  et  d'une  même 
parité.  Nous  en  pouvons  déduire  des  couples  5,5'  en  posant 

et  déterminant  \  et  V  par  les  deux  équations 

X  -H  X'  =  —  min.  de  (S  4-  S'), 

X  —  X'  =  max.  de  (S  -h  2S')  —  max.  de  (S' M-  2S). 

Les  nombres  s,  s'  ainsi  choisis  satisfont  aux  trois  condi- 
tions requises. 

Les  nombres  S  et  S'  peuvent  être  tous  pris  positifs;  si  Ton 
figure  chaque  couple  S,  S' par  un  point  dans  un  plan,  en  don- 
nant pour  abscisse  et  pour  ordonnée  à  ce  point  S  et  S',  l'en- 
semble des  couples  (S,  S')  est  figurée  par  divers  points.  Tra- 
çons alors  une  ligne  polygonale  tournant  sa  concavité  vers 
Torigine  des  coordonnées,  ayant  pour  sommets  des  points 
(S,  S')  et  laissant  d'un  même  côté  l'origine  et  tous  les  autres 
points.  Les  sommets  de  cette  ligne  polygonale  correspondent 
aux  divers  couples  (S, S')  qui  sont  susceptibles  de  rendre 
maxima  l'expression  Sv  +  S'n.   Le  sommet  qui,  pour  une 
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V 


valeur  donnée  de  ->  fournit  le  maximum   est   l'intersection 
n 

des  deux  côtés  dont  les  inclinaisons  sur  Taxe  des  x  compren- 
nent entre  elles  Finclinaison  dont  le  coeiBcient  augulaire  est 

•  Au  cas  où est  le  coefficient  angulaire  d'un  côté  du 

polygone,  les  deux  sommets  de  ce  côté  donnent  tous  deux  le 
même  maximum.  C'est,  comme  on  voit,  la  règle  de  Newton 
que  nous  appliquons  ici.  Le  maximum  de  Sv  +  S' /i  correspond 
à  celui  de.  «v  +  s'n.  Il  résulte  de  cette  analyse  qu'on  peutcon- 
struire  des  covariants  F  pour  lesquels  l'application  générale 
de  la  formule  (27)  oblige  à  distinguer,  parmi  les  cycles  d'une 
courbe,  des  catégories  en  nombre  aussi  grand  qu'on  voudra. 
Effectivement,  prenons,  en  allant  de  l'axe  des  S  vers  Taxe 
des  S^,  les  coefficients  angulaires  des  côtés  successifs  de  la 
ligne  polygonale;  soient  pour  ces  coefficients,  changés  de 
signe^  les  nombres  positifs  décroissants  '^0^2,73,.  • .  corres- 
pondant aux  côtés  qui  joignent  les  sommets  successifs  (SoS^), 

(Si  s;),  (SaS;),  (SjS;), ....  Le  maximum  de  ^  (*^  +  ^'0 
se  composera  des  éléments  suivants  : 

*o  51  '^  "^  ^0  2  '^^     ^^""^  ^^*  cycles     —  >  T|, 

Ji  \^  vj  -h  5J  \^  /Il     pour  les  cycles     ^i  >  —  >  x,> 

5,  V  V,  -1-5^  V  /ij     pour  les  cycles     t,  >  —  >  x,, 

et  ainsi  de  suite.  On  peut  cependant  observer  que  les 
inflexions  ordinaires  et  les  rebroussements  ordinaires  don- 
nent chacun  un  même  élément,  |c.  Pour  une  courbe  n'ayant 
que  des  singularités  ordinaires,  la  somme  considérée  est  donc 
f  c(r4-p);  d'ailleurs  H  est  nul  aussi  dans  ce  cas,  et  la  for- 
mule (a^)  se  réduit  à  trois  termes  a  [ji  4-  a'ni-r-  ^c  (r-h  p). 
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48.  De  cette  discussion  résulte  une  conséquence  impor- 
tante :  pour  les  questions  où  il  s^agit  de  déterminer  sur 
une  courbe  le  nombre  des  points  en  chacun  desquels  a 
lieu  une  relation  donnée  entre  les  éléments  infinitésimaux 
de  la  courbe  au  delà  du  second  ordre,  les  points  singu- 
liers ne  peu{>ent  être  représentés  par  des  équivalents  en 
nombre  limité,  et  dont  la  définition  soit  indépendante 
à  la  fois  de  la  question  particulière  et  de  la  courbe  quon 
envisage. 

Mais,  si  Ton  particularise  la  courbe  en  restreignant  le 
nombre  des  diverses  sortes  de  singularités  qu*elle  possède, 
on  peut  obtenir  des  formules  générales,  les  mêmes  pour  tous 
les  covariants  différentiels.  Si,  par  exemple,  on  n^accorde 
à  la  courbe  que  des  singularités  ordinaires,  on  aura  pour 
tous  les  cas  la  formule  (a4)*  Mais,  tandis  que  cette  for- 
mule (a4)  s^applique  aux  courbes  quelconques,  quand  il 
s'agit  de  covariants  du  second  ordre,  elle  ne  s'applique  plus 
qu'à  des  courbes  particulières  quand  il  s'agit  de  covariants 
d'ordre  plus  élevé. 

Si  même  on  veut  se  borner  à  des  courbes  sans  rebrousse- 
ment,  on  peut  s'en  tenir  à  la  formule  N==(0|ji  + a>'m,  qui 
est  générale  dans  le  cas  où  il  s^agit  de  covariants  du  premier 
ordre,  particulière  quand  il  s'agit  de  covariants  plus  élevés. 
Mais  cette  dernière  formule  ne  présente  pas,  comme  lâ  for- 
mule (a4))  l'avantage  de  contenir  les  singularités  nécessaires^ 
c'est-à-dire  celles  qui  existent  forcément  quand  on  envisage 
à  la  fois  deux  fçures  corrélatives. 


o* 


49.  Ces  formules,  d'application  restreinte,  portent  cepen- 
dant en  elles  un  renseignement  précis.  SI  l'on  envisage  une 
courbe  sans  aucun  point  singulier,  on  peut  appliquer  la 
seconde  formule  N  =  (i)[jl  -^-  w'/n.  Mais,  en  ce  cas,  on  a 
jji=:  m{m  —  i).DoncN=  /n((i)/w-Hco'  —  oj).  Les  points, dont 
cette  formule  donne  le  nombre,  sont  les  intersections  de  la 
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courbe,  du  degré  m,  avec  une  courbe  covariante.  La  for- 
mule nous  fournit  le  degré  de  celle  courbe.  Ainsi,  les  points 
qniy  sur  une  courbe  du  degré  m,  satisfont  à  une  même 
équation  différentielle^  sont  à  P intersection  de  cette 
courbe  avec  une  autre,  dont  le  degré  est  co  m  -h  w' —  tu, 
les  nombres  w  et  w'  étant  calculés  comme  au  n**  29. 

Pour  appliquer  la  formule  (q4)  à  une  courbe  n'ayant  que 
des  singularités  ordinaires,  il  faut  calculer  le  nombre  y.  Or, 
diaprés  notre  mode  d'analyse,  on  trouve  à  cet  effet  le  pro- 
cédé suivant  :  substituez,  dans  le  covariant,  le  développe- 
ment 

J  —  Jo  =  (^  —  .t'o)*  [(^  —  .To)"']- 

Le  degré,  en  (x  —  ^p^),  du  premier  terme  est 7. 

Le  nombre  y  étant  ainsi  connu,  nous  pouvons  prendre  la 
seconde  forme  (a4))  et  supposer  maintenant  une  courbe  sans 
singularités  tangentielles.  Nous  aurons  alors  m=  [x(u.  —  1), 
N  =  jx  [((i)'-f- Sy)  [x-h  w  —  w'  —  6 y]*  D'où  cette  conclu- 
sion :  Les  points  qui,  sur  une  courbe  de  la  clause  [x,  satis- 
font à  une  même  équation  différentielle,  sont  les  points 
de  contact  de  cette  courbe  et  des  tangentes  qui  lui  sont 
communes  avec  une  autre,  dont  la  classe  est 

((«>'  -h  3y)  [x  4-  ui  —  0)'  —  6y. 

Exemples.  —  Prenons  le  covariant  du  n"  32.  L'expres- 
sion de  û|  montre  que  ce  covariant  s'évanouit  en  chaque 
point  d'inflexion  (v=  2,  n  =  i).Donc  il  contient  le  facteur 
D,  ce  que  le  calcul  direct  permet  de  vérifier.  Pour  le  cova- 
riant, débarrassé  du  facteur  D,  les  nombres  co  et  eo'  doivent 
donc  être  diminués  des  nombres  analogues,  3  et  —  3,  relatifs 
•à  D.  On  a  ainsi  co=  12,  10'  =  —  i5.  Donc  les  points  sextac- 
tiques  d'une  courbe  de  degré  m  sont  sur  une  courbe  cova- 
riante, du  degré  12  m  —  27. 

S.  —  Courbes  planes.  3J 
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La  même  expression  de  Û|  donne,  pour  un  point  de  re- 
broussemenl(v  =  i,  w  =  2),  —  Y  =  4 —  i4jOuy=  10.  Donc 
les  tangentes  aux  points  sexlactiques  d'une  courbe  de 
classe  [X  appartiennent  à  une  courbe  covariante   de    classe 

Les  deux  exemples  du  n°  42  donnent  ici  ces  consé- 
quences :  les  points  où  une  courbe  de  degré  m  a  des  contacts 
du  second  ordre  avec  les  coniques  d'un  réseau  appartiennent 
&  une  courbe  covariante  du  degré  3(m  —  i);  les  tan- 
gentes aux  points  où  une  courbe  de  classe  [x  a  des  contacts 
du  second  ordre  avec  ces  mêmes  coniques  appartiennent  à 
une  courbe  covariante  de  classe  3([x — 1);  ces  nombres 
sont  doublés  s'il  s'agit  des  coniques  passant  par  un  point 
fixe  et  bitangentes  à  une  conique  fixe;  et  généralement  pour 
une  série  de  coniques  à  deux  arbitraires,  on  a  les  nombres 
analogues 3Y(m  —  i),  3y(jjl—  i). 

50.  Nous  allons  maintenant  prendre  quelques  exemples 
de  la  formule  générale  (26),  relative  aux  covariants  du  troi- 
sième ordre  et  à  des  courbes  quelconques. 

Exemple  \ .  —  Prenons  le  covariant  G  lui-même.  Il  n'y  a 
qu'un  seul  terme,  défini  par  les  nombres  a  =  a'  =  ->  fe  =  i , 

5z=:s^=  —  \ue  nombre  des  coniques  ayant  avec  une  courbe 

des  contacts  du  troisième  ordre,  et  par  rapport  auxquelles  un 
point  donné  est  le  pôle  d'une  droite  donnée,  ou  encore  qui 
louchent  une  droite  donnée,  en  un  point  donné  ce  nombre  est 

N  ^^  ^  {m  4-  !a)  -h  i^  (,1  -h  v)  4-  n. 

Application  à  la  courbe 
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envisagée  au  n**  33  :  m  =  [jl=:  5.  Deux  cyclesv^/i,/i4  =  3,  Vj  =  a, 
«,  =  I,  v3  =  2,^S(/i  -i-v)  =  4«  Un  cycle  v=  /i=  a,  A:=  i, 
11=1.  Donc  N  =  lo. 

Application  à  la  courbe  x^y^  =  r'^^  : 

Si  Ton  envisage  Téquation  diffère  ri  lie  Ile  des  coniques  ayant 
avec  une  courbe  donnée  des  contacts  du  troisième  ordre, 
cette  équation  sera  du  second  ordre  et  son  degré  par  rapport 
à  D  sera  N.  Nous  reportant  au  résultat  général  établi  pré- 
cédemment (n°  43),  nous  avons  cette  conséquence  :  les 
coniques  dont  chacune  a  un  conlact  du  troisième  ordre 
avec  une  courbe  (m,  [jl)  et  un  contact  du  second  ordre  avec 
une  autre  courbe  (mi,  |ji|)  sont  en  nombre 

Exemple  2.  —  Pour  le  covariant  F,  nous  allons  prendre  le 
premier  membre  de  l'équation  différentielle  des  coniques 
passant  par  un  point  et  touchant  une  droite.  Cette  équation 
étant  compliquée,  nous  ferons  le  calcul  sans  la  développer. 
En  désignant  par  V|,r29i'3  les  coordonnées  du  point  donné, 
déterminons  les  coefficients  de  Téquation  d'une  conique  par 
les  équations 

/■(  I-  )  —  «11  r J  -h  «M  v\  -+-  aj3  <i  -f-  2  «„  r,  ^t  -+-  2  a,,  p,  c,  -+- 1  a^  r,  i',  :=  o 

puis 

/(W)  =  0,      fiu)  =  0,      /(£l)=0,      f{u)z=zO. 

Formons,  avec  ces  coefficients,  ceux  de  l'équation  taugen- 
tielle  de  la  conique 

.L'équation  diiïérentielle  s'obtient  en  meltant  dans  Téqua- 
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lion  langenlielle,  les  coordonnées  de  la  droite.  Toulcfois  il 
faut  observer  que  les  coefïicients  a/y  contiennent  tous  un 
facteur  étranger  (^«i/')*;  on  le  vérifie  aisément  par  le  calcul, 
et  la  raison  en  est  que  la  conique  passant  par  un  point  ç  cl 
ayant  avec  une  courbe,  en  un  point  donné  i/,  un  contact  du 
troisième  ordre,  se  réduit  à  la  tangente,  si  ç  est  sur  celle 
tangente. 

L'équation  dilTérentielle  doit  donc  être  débarrassée  (lu 
facteur  (i^uu'^^,  sans  quoi  le  nombre  N  que  nous  Irouverion  i 
serait  augmenté  du  double  de  la  classe  [x.  Il  faudra  donc 
diminuer  de  deux  unités  le  nombre  cj  calculé  sur  le  covarianl, 
tel  que  nous  l'avons  défini. 

Par  rapport  aux  indices  de  dérivation,  chaque  coefficient 
aij  est  du  poids  6;  le  covariant  est  donc  du  poids  12. 
Diminuant  ce  nombre  de  deux  unités,  nous  avons  a>  =  10. 
Nous  trouvons  de  même  8  =  16,  parsuite<i)'=  8  —  aa)  =  — 8. 
Le  degré  6,  par  rapport  à  la  dérivée  du  troisième  ordre,  est 
évidemment  a.  Il  nous  faut  maintenant  trouver  les  nombres 
qui  caractérisent  les  divers  groupes  de  termes.  Mais,  ne 
voulant  pas  développer  le  covariant,  nous  opérerons  en 
substituant  directement  le  développement  relatif  à  un  cvclc 

Les  coefficients  a/y  étant  donnés  par  des  déterminants,  un 
raisonnement  tout  pareil  à  celui  du  n°  32  fait  voir  que  les 
ordres  de  ces  coefficients  pour  le  cycle  sont  respectivemcnl 
les  suivants  : 

an,  ati,  a»,,  au,  a^^,         a^i, 

2v  —  an,   V  —  2/1,    2v,    V  —  2/1,    V  —  n,     2v  —  n. 

Il  en  résulta  que,  parmi  tous  les  coefficients  de  l'équation 
tangentielle,  c'est  ais  dont  l'ordre  est  le  plus  petit,  ^y  —  in. 

Ce  résultat,  indépendant  du  rapport-»  montre  que,  dans  ce 

covariant,  il  n'y  a  qu'un  seul  groupe  {s,  s')  pouvant  donner 
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le  maximum  de  (^v  +  s' n).  De  celte  analyse  résulte 

en  combinant  avec  (2a),  on  obtient  la  forme  dualistique 

Nrzi/n-+-fjL-i-V(/i-Hv)-haH. 

Ainsi  les  coniques  qui  ont  des  contacts  du  troisième  ordre 
avec  une  courbe,  et  qui,  en  outre,  touchent  une  droite  el 
passent  par  un  point,  sont  en  nombre  double  de  celles  qui 
touchent  une  droite  en  un  point  donné.  C'est  une  proposi- 
tion connue  dans  la  théorie  des  caractéristiques. 

ËxF.Mi'LE  3.  —  Le  calcul  précédent  s'applique  encore  au 
covariant  qu'on  obtient  en  envisageant  les  coniques  passant 
par  deux  points.  Ce  covariant  est  une  fonction  linéaire  desa/y, 
tels  qu'on  vient  de  les  trouver.  On  obtient  ainsi  la  formuh; 

N  =  ^m  H- 3|x)  4- ^  2  ('^ -^  ^') -H  H, 

nombre  des  coniques  ayant  avec  une  courbe  un  contact  du 
troisième  ordre,  et  passant  par  deux  points.  Corrélativemeni 

î(3m  +  |x)+i2('*-^^)-+-" 

est  le  nombre  des  coniques  ayant  avec  une  courbe  un  con- 
tact du  troisième  ordre  et  touchant  deux  droites. 

Le  covariant  dont  il  s'agit  ici  peut  aisément  être  formé 
comme  il  suit.  Soit  âr^  =  o  la  droite  qui  joint  les  deux  points, 
et  soient  è^  =  o,  c^  =  o  deux  autres  droites  coupant  la  pre- 
mière aux  deux  points  donnés  y,  ^.  L'équation  d'une  conique 
passant  par  y  et  p  peut  s'écrire 


où  A,  B,  R  soal  les  constantes  »  éliminer.  Cette  élimination 
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se  fait  ainsi 

B 

d 

d*où,  en  efiectuanl  les  calculs, 

Quand  ^  et  y  coïncident,  on  retrouve  ainsi  le  covariant 
G  sous  la  forme  donnée  précédemment.  Pour  réquation 
différentielle  corrélative,  celle  des  coniques  touchant  deux 
droites  C|i  =  o,  bu  =  o,  en  désignant  para  leur  point  d'inter- 
section, on  aura  de  même 

qui  donne  encore  G  quand  les  deux  droites  coïncident. 

Exemple  4.  —  Nous  allons  former  un  exemple  dans  lequel 
aient  lieu  eflectivement  les  circonstances  qui  distinguent  la 
iormule  (a6)  de  toutes  les  précédentes. 

Soit  une  courbe  anharmonique  (K)  donnée,  et  repré- 
sentée par  réquation 

dans  laquelle  au,  bu^  Cu  sont  trois  trinômes  du  premier  degrt'* 
en  i/|,  U2f  Ui.  Considérons  les  courbes  an  harmoniques  (K'K 


avec  la  même  tangente  Cu  =;  o,  et  ayant  en  outre,  avec  (K  ) 


ayant  le  même  exposant -,  le  même  point  singulier Cn  =  a« =f> 
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en  ce  point,  le  contact  le  plus  élevé  possible,  quand  d'ailleurs 
on  choisit  arbitrairement  pour  chaque  courbe  (K')  le  second 
point  singulier  et  la  tangente  en  ce  point.  Ces  courbes  (K') 
satisfont  à  une  équalion  diflTérentielle  du  troisième  ordre, 
que  nous  allons  former,  et  dont  le  premier  membre  sera  le 
covariant  que  nous  prendrons  pour  exemple. 

Soit  6||  +  Xatf-J-X'Ctt  =  o  la  tangente  de  (K)  au  second 
point  singulier,  et  soit  a„  '•\'Vcu  =  o  la  droite  qui  joint  les 
deux,  points  singuliers  de  cette  courbe.  LMquation  de  (K') 
aura  la  forme 

où  le  coefficient  K  est  précisément  le  môme  que  pour  la  pre- 
mière courbe,  à  cause  de  la  condition  relative  au  contact  de 
(K)  et  (K')  au  point  singulier  commun. 

L*équation  diflerentielle  s'obtiendra  par  l'élimination  de 

Afin  de  bien  préciser  le  calcul,  introduisons  les  sommets 
du  triangle  de  référence,  en  les  désignant  par  a,  ^,  Y  ^^ 
dénotant  les  coordonnées  de  chacun  d'eux  par  la  lettre  cor- 
respondante affectée  des  indices  i,  a,  3. 

Supposons  au^buy  Cu  ainsi  choisis  : 

««  =  (?Y")»     *»  =  (y««),     c„=:(apw). 

Rappelons-nous  aussi  les  identités 

bua„'  —  a^bj  —  —  (a?Y)  (ï""% 
(?uu')  {oiuu')  —  (pwf/)  i^uu')  =  —  (api/)  iuuu"). 

Ecrivons  l'équation  de  (K')  ainsi  : 

Cu  Ca  \C»  J 

Dilférentiant  une  première  fois  et  ayant  égard  à  la   prc- 
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raière  identité,  nous  obtenons 

Diflférentiant  de  nouveau,  en  a^ant  égard  à  la  seconde  iden- 
tité, nous  aurons 


Pour  éliminer  la  dernière  constante  X*^,  nous  n'avons  qu'à 
résoudre  par  rapport  au  dernier  binôme,  puis  diiTérentier, 
ce  qui  nous  donne 


l/»-7 


Pour  achever  le  calcul  en  développant  cette  équation  diffé- 
rentielle et  la  mettant  sous  forme  entière,  nous  n'avons  qu'à 
introduire,  comme  il  a  été  convenu, 

Il  vient  ainsi,  pour  le  covariant  cherché, 

"  =  ('T-')'"'('-f-'i)' '•«"'■ 

Cette  forme  de  F  est  entière  si  Ton  ^  q> p.  Pour  les 
autres  cas,  F  prend  la  forme  entière  si  on  le  multiplie  par 
des  puissances  convenables  de  G  et  D  ;  ce  qui  fait,  en  tout, 
trois  cas  à  distinguer.  Mais  il  est  à  remarquer  qu'une  seule 
formule  suffit,  comme  dn  va  voir. 
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Calculons  la  formule  (a6)  dans  Thypothèse  q>P'  Nous 
trouverons 


^i      p       ytf        P 

D'après  la  définition  du  covariant  F,  on  obtient  le  corré- 
latif par  réchange  de  p  et  y.  En  échangeant  donc  p  et  q, 
m  et  |ji,  n  et  y,  dans  la  formule  précédente,  on  obtient  celle 
qui  convient  au  cas  opposé,  et  qu'on  pourra  aussi  calculer 
directement 

n*  ^  q       n.        q 

—  à^y     —  <~>      q<P' 

En  supposant,  dans  la  première  formule,  que  la  courbe 
(m,  |x)  soit  elle-même  une  courbe  anharmonique,  caractérisée 

(>ar  les  nombres/?',  q'y  et  admettant  qu'on  aît~^->  les  don- 
nées seront 

^t—P'y     ^î  =  ^'- 

Il  en  résulte  N  =  Zqq'  +  iqpl  -^  pq^ .  Faisons  l'application 
/?  =  /?'=  I,  gr  =  5r'z=  2 ;N=  18.  Étant  données  deux  cubi- 
ques de  troisième  classe,  si  l'on  envisage  les  cubiques  de 
troisième  classe  ayant  avec  chacune  des  deux  proposées  un 
contact  du  troisième  ordre,  en  un  point  indéterminé  pour 
Tune,  au  point  d'inflexion  pour  l'autre,  le  nombre  des 
cubiques  considérées  est  égal  à  j  8. 

Ce  dernier  exemple  fait  bien  voir  que,  pour  les  problèmes 


6l8  APPENDICE. 

(lonl  il  s'agît,  il  n'y  a  pas  d'équivalents,  en  nombre  limité, 
aux  points  singuliers  d'une  courbe.  Nous  ne  pousserons 
pas  plus  loin  cette  discussion  qui,  pour  les  covariants  du 
quatrième  ordre  et  des  ordres  supérieurs^  donnerait  des 
résultats  analogues,  mais  avec  une  complication  toujours 
croissante* 
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TROISIÈME  PARTIE. 


51.  On  appelle  correspondance  entre  les  points  de  deux 
courbes  C,  C,  une  liaison  entre  un  point  x  de  la  première  et 
un  point  x'  de  la  seconde,  telle  que,  Tunde  ces  points  x  étant 
pris  arbitrairement  sur  C,  l'autre  pointa?'  s'en  déduise  sur  G'. 
Il  n'est,  bien  entendu,  question  ici  que  de  correspondances 
algébriques,  c'est-à-dire  exprimables  par  des  relations  algé- 
briques entre  les  coordonnées  rectilignes  de  x  et  x'. 

De  la  manière  la  plus  générale,  la  correspondance  peut  être 
telle  qu'au  point  x  correspondent  k  points  x\  et  au  point  xf 
k  points  a:.  C'est  le  cas  de  la  correspondance  multiforme 

Si  Ar  et  A:'  sont,  tous  deux,  égaux  à  l'unité,  la  correspon- 
dance est  uniforme,  ou,  comme  on  dit  aussi,  les  courbes  se 
correspondent  point  par  point. 

Il  peut  se  faire  que  G  et  G'  coïncident.  On  a  alors  une  cor- 
respondance entre  les  points  d'une  même  courbe. 

On  ne  doit  pas  confondre  la  correspondance  entre  les 
points  de  deux  courbes  avec  la  correspondance  entre  les 
points  de  deux  plans.  Gette  dernière  est  une  liaison  double, 
telle  que,  un  point  x  étant  arbitrairement  choisi,  le  points' 
s'en  déduise.  Assurément,  une  telle  correspondance,'  ap- 
pliquée aux  points  x  d'une  courbe  G,  donne  une  courbe  G' 
avec  une  correspondance  entre  les  points  de  G  et  C'.  Mais, 
dans  cette  application,  les  nombres  A:  et  A/  peuvent  être 
modifiés.  Soit,  par  exemple,  la  correspondance 

Envisagée   pour  le  plan,   elle   est  caractérisée    par    Ar=i, 
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A:' =4-  Mais,  appliquée  à  une  courbe  C  qui  n'a  aucun  des 
axes  de  coordonnées,  supposés  rectangulaires,  pour  axe  de 
symélrîe,  elle  donne  lieu  à  une  correspondance  unifonne. 

D'autre  part  aussi,  une  correspondance  donnée  entre  les 
points  de  C,  G  peut  être  regardée  comme  l'application  à  C 
d'une  correspondance  entre  les  points  du  plan.  Mais,  eo 
vertu  des  équations  de  C  et  C,  cette  dernière  correspondance 
n'est  pas  définie,  et  peut  être  variée  d'une  infinité  de  ma- 
nières. 

Il  s'agit  ici  des  correspondances  envisagées  seulement  pour 
deuK  courbes  et  non  pas  pour  le  plan. 

52.  Les  correspondances  pour  lesquelles  on  aA:  =  i  méritent 
une  mention  spéciale.  En  ce  cas,  les  coordonnées  de  x'  s'ex- 
priment rationnellement  par  celles  de  x.  Dans  les  correspon- 
dances uniformes,  les  coordonnées  de  x  s'expriment  ration- 
nellement aussi  par  celles  de  x'.  Pour  faire  cette  inversion, 
il  faut  se  servir,  non  pas  seulement  des  expressions  de  x^jy 
en  j:,  ^,  mais  aussi  de  l'équation  de  C,  excepté  dans  le  cas  où 
la  correspondance  considérée  est  l'application  d'une  corres- 
pondance uniforme  dans  tout  le  plan. 

Par  exemple,  la  correspondance  considérée  tout  à  l'heure, 
appliquée  à  la  droite  ax  +  by  =  iy  prise  pour  C,  est  uni- 
forme; l'inversion  se  fait  par  les  formules 

a^x'  —  A*  v'  4-  r  6'  /  —  a'^'  -h  I 

x= ,      y=      '  

2a  ^  ^b 

Si,  au  contraire,  on  applique  la  même  correspondance  du 
plan  à  la  parabole  j^  =  .r^,  prise  pour  C,  l'inversion  se  fait 
ainsi 

y  :=!  x'      X'=:  X* 

C  coïncide  avec  C,  et  Ton  a  //=  2. 

Toute  correspondance  peut  être  ramenée  à  la  combi- 
naison de  deux  autres  dans  chacune  desquelles  l'un  des 
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nombres  caractéristiques  est  Vanité.  Soit  efTectivement  une 
correspondance  (A*,  A/)  entre  x  et  x'  sur  G  et  CJ.  On  peut, 
d'une  infinité  de  manières,  pour  chaque  couple  x^  x',  con- 
struire un  point  \y  tel  qu*à  chaque  point  \  corresponde  à  la 
fois  un  seul  point  x  et  un  seul  point  x'.  On  prendra,  par 
exemple,  le  point  de  concours  des  tangentes  de  G  et  G' en  x  et 
x\  ou  bien  le  point  où  la  droite  jtj:'  touche  son  enveloppe,  etc. 
Le  point  I  a  un  lieu  F.  Entre  x  ei\  sur  G  et  F  existe  une 
correspondance  (A:,  i);  entre  \  et  x*  sur  F  et  G'  une  corres- 
pondance (i,  k).  La  correspondance  (x,  x')  est  ainsi  la 
combinaison  des  correspondances  (x,  \)y{\,  x'),  dont  les 
nombres  caractéristiques  sont  (Xr,  i  ),  (  i ,  k'). 

53.  Soit  une  correspondance  (j:,  x^)  caractérisée  par  les 
nombres  (A:,  i).  Pour  les  coordonnéesde  x' conservons  j;',^, 
entendant  par  là,  comme  précédemment,  les  rapports  de  deux 
coordonnées  homogènes  à  la  troisième  ;  pour  x  prenons  des 
coordonnées  homogènes  u^^u^^  u^,  La  correspondance  donnée 
permet  de  considérer  e/|,  u^y  u^  comme  trois  polynômes 
entiers  en  x',^.  Désignons  par  q  le  degré  commun  de  ces 
trois  polynômes. 

Gonsidérons  un  cycle  (G')  sur  la  courbe  G'.  Soit  t  une  va- 
riable correspondant  uniformément  aux  points  de  ce  cycle 
(n"  9);  prenons  les  développements  de  x'  et  y  suivant  les 
puissances  de  t  qui  définissent  le  cycle  (G'),  et  portons-les 
dans  e/|,  c/j,  u^.  Les  coordonnées  de  x  étant  ainsi  développées 
suivant  les  puissances  entières  de  t,  ces  nouveaux  développe- 
ments définissent  un  cycle  (G).  Le  paramètre  t  peut  corres- 
pondre uniformément  aux  points  de  ce  cycle  (G)  ;  le  contraire 
peut  arriver  également,  suivant  les  cas.  D'une  manière  géné- 
rale, imaginons  que  p  valeurs  de  t  correspondent  à  chaque 
point  de  (G).  La  correspondance  entre  les  points  des  deux 
cycles  (G)  et  (G')  est  caractérisée  ainsi  par  les  nombres  (p,  i). 
Aucycle(C)peuventcorrespondred'autres  cycles(G',),(G!,), ... 
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sur  C.  Soîcnl  p i ,  pa,  ...  les  nombres  analogues  à  p  par  chaque 
couple  (C)  (C,),  (C)  (Cjj),  .  • ..  La  somme  p  +  pi  +  Oj. . . 
marque  le  nombre  des  points  de  la  courbe  G  qui  corres- 
pondent à  un  point  du  cycle  (G),  c'est-à-dire  à  un  point  de 
la  courbe  G.  Gette  somme  est  donc  égale  à  k. 

Si  le  cycle  (G')  est  pris  arbitrairement,  c'est-à-dire  si  son 
origine  est  un  point  arbitraire  de  G\  les  nombres  p  sont  tous 
égaux  à  l'unité*  Quand  un  de  ces  nombres  est  supérieur  à 
l'unité,  il  y  a  coïncidence  entre  plusieurs  points  x  corres- 
pondant à  un  même  point  j/.  Nous  allons  trouver  une 
relation  entre  le  nombre  de  ces  coïncidences  et  les  éléments 
des  courbes  G  et  C  déjà  envisagés. 

54.  Gonsidérons  une  fonction  linéaire  des  u,  soit 

a  1=  a,  tt,  -+-  «,  M,  4-  «j  Mj. 

Envisageant  cette  fonction  le  long  de  la  courbe  G',  appli- 
quons le  théorème  du  n"  27.  Les  cycles  relativement 
auxquels  l'ordre  de  a  diflfère  de  zéro,  quels  que  soient  les 
coefficients  a,  sont  :  i®  ceux  qui  répondent  aux  coordonnées 
x',  y  infinies;  2®  ceux  qui  correspondent  aux  zéros  simul- 
tanés des  trois  polynômes  a.  En  ce  qui  concerne  ces  derniers, 
désignons  par  h  l'ordre  commun  aux  trois  polynômes  relati- 
vement à  un  pareil  cycle;  la  totalité  des  zéros  communs 
à  e/|,  U2y  Ui  donne,  pour  la  somme  des  ordres  de  a,  l'élé- 
ment SA.  Quant  aux  premiers,  chacun  d'eux  donne  l'ordre 
—  gr;  leur  nombre  est  le  degré  m!  de  la  courbe  G'.  Leur  ordre 
total  est  donc  —  m!q. 

Les  cycles  relativement  auxquels  l'ordre  de  a  diffère  de 
zéro,  et  qui  varient  avec  les  coefficients  a,  répondent  aux 
intersections  de  la  courbe  G  avec  la  droite  a  =  o.  A  chacune 
de  ces  intersections  correspondent  k  points  de  G';  ces  inter- 
sections ont  pour  nombre  le  degré  m  de  G.  La  somme  des 
oixlres  relatifs  à  ces  cycles  est  donc  km.  En  égalant  à  zéro  la 
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somme  totale,  on  a  ainsi  Fégalité 


km^=:  ni'q  —  7^  i 


Considérons  maintenant  une  fonction  linéaire  a  des  coor- 
données tangentielles  de  x^  soit 


{'"'£)■ 


Appliquons  encore  à  a  le  même  théorème. 

Les  points  à  coordonnées  infinies  donnent  ici  la  somme 

—  im' {(/  —  I  ). 

(leux.  en  lesquels  dx'  est  nul  donnent  la  somme  —  [x\  la 
classe  de  la  courbe  G  étant  désignée  par  yJ,  Examinons 
maintenant  quels  sont  les  autres  éléments  de  la  somme  des 
ordres,  indépendants  des  coeflicients  a. 

Prenons  un  cycle  (C),  d'ordre  n'.  Supposons  que,  relative- 
ment à  ce  cycle,  les  polynômes  u  aient  Tordre  A.  En  faisant 
une  combinaison  linéaire  de  ces  polynômes,  on  pourra  faire 
disparaître  le  terme  en  t^.  Soit  alors  A  +  N  le  degré  du 
premier  terme  qui  subsiste.  Il  est  visible  que  Tordre  de  a, 
relativement  au  cycle  (C),  est  2A4-N  —  n\  Tel  est  Tordre 
de  a,  relativement  à  tout  cycle  (C),  où  les  coordonnées  de 
Torigine  sont  finies,  et  où  la  tangente  n'est  pas  oc'  =■  const. 

Enfin  la  somme  des  ordres  de  a,  pour  les  cycles  dont  les 
origines  varient  avec  les  coefficients  a,  est  égale  à  Ar[jL,  la 
classe  de  G  étant  désignée  par  [x.  Nous  avons  donc 

;t  [X  =  2m'(7  —  1) -h  fi.' —  V  (2/1  4- N  —  w'). 

l/olimination  de  centre  les  deux  relations  conduit  à  celle-ci: 
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53.  Pour  dégager,  dans  la  formule  (ay),  les  éléments  géo- 
métriques, envisageons  d'abord  Thypothèse  Xr  =  i .  En  ce  cas, 
C  et  G  se  correspondent  point  par  point.  La  variable  /  qui 
correspond  uniformément  aux  points  d'un  cycle  (C)  corres- 
pond uniformément  aussi  aux  points  du  cycle  (C),  D'après  le 
n**  9,  N  est  l'ordre  du  cycle  (C).  Mettant  alors  n  pour  cet 
ordre,  nous  avons  à  prendre  dans  (27)  tous  les  couples  (C), 
(C)  correspondants  où  {n  —  n')  n'est  pas  nul.  En  prenant 
ces  couples,  nous  pouvons  écrire 

jjL  —  2/?n- V  (n  —  I  )  =  [i'  —  2  m' -h  V  (/i'  —  i). 

Mais,  dans  cette  dernière  forme,  la  sommation  peut  se  faire, 
pour  chaque  courbe,  indépendamment  de  Tautre,  pourvu 
qu'on  n'omette  aucun  des  cycles  d'ordre  différent  de  l'unité. 
Ainsi  : 

Le  nombre  \t.  —  2 ni -\-  \{a ^  i) se  conserve  dans  toute 

correspondance  uniforme. 

On  verra  plus  loin  que  ce  nombre  est  pair  et  a  pour  min> 
mum  —  a.  On  peut  donc  l'écrire  a(/?  —  i)  : 

(28)  2(/?  — l)=[X— 2/n-h^(/i— I). 

Le  nombre  entier,  non  négatif,  />,  s'appelle  le  genre  de  la 
courbe.  Deux  courbes^  qui  se  correspondent  point  par 
point,  sont  du  même  genre, 

06.  Prenons  maintenant  k  différent  de  l'unité.  Le  nombre  N 
est  alors  égal  k  pn,  n  étant  Tordre  du  cycle  (C)  correspon- 
dant à  (C),  et  p  désignant  le  nombre  des  points  de  (G)  qui 
correspondent  à  un  même  point  de  (C).  Pour  donner  à  l'égalité 
sa  forme  définitive,  envisageons  maintenant  une  seconde  cor- 
respondance {x'yjc")  entre  un  point  de  G'  et  un  point  d'une 
autre  courbe  C",et  supposons  cette  correspondance  caraclé- 
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risée  par  les  nombres  (i,  k!').  Nous  avons,  en  appliquant 
l'égalité  (27)  à  C,  C,  et  à  C,  C^ 

A-(|x  —  2m):=[i'  —  2in'4-^(p/i  —  n!) 
^'(tx'  —  2m')=  |x'  —  2m'  +  2  (P"'*"  "■  '*')• 

La  propriété  essentielle  des  sommes  ^  qui  interviennent 

ici  consiste  en  ce  qu'on  peut  les  étendre  à  tant  de  cycles 
qu'on  voudra,  sous  la  condition  de  n'omettre  aucun  de  ceux 
où  l'élément  de  la  somme  n'est  pas  nul.  On  peut  donc  tirer 
des  deux  égalités  cette  autre 

(29)         A:([x-2/n)-X:'(|x''-2m')  =  V(p»,i'_p„). 

C'est  là  une  des  formes  qu'on  peut  considérer  comme 
définitives,  tous  les  éléments  étant  susceptibles  de  définitions 
simples.  Voici,  à  cet  égard,  les  observations  à  faire  : 

I®  Dans  la  formule  (29),  les  courbes  G  et  C"  ont  entre 
leurs  points  une  correspondance  quelconque  (A:,  A^),  (n*"  o2)  ; 

2**  Les  lettres  n  et  v?  désignent  les  ordres  de  deux  cycles 
correspondants  (C),  (C)  sur  ces  deux  courbes;  chaque 
point  du  cycle  (G)  a,  sur  (G"),  des  correspondants  en 
nombre  p,  et  chaque  point  de  (G")  a,  sur  (C),  des  corres- 
pondants en  nombre  p'. 

57.  Voici  maintenant  une  autre  forme  de  la  même  relation. 
Nous  pouvons  transformer  (29)  ainsi 

où  chaque  somme  sera  étendue  aux  mêmes  éléments  que 

précédemment.  Mais,  d'après  (29),  on  peut  les  étendre  à  tant 

d'autres  éléments   qu'on  veut.    Pour  chaque  cycle  (C)  qui 

S.  —  Courbes  planes»  4o 
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figure  déjà  dans  ces  sommes,  prenons  tous  les  correspon- 
dants (C).  Comme  on  a  ^p  =  Ar,  le  second  terme  de  la  der- 
nière relation  devient  A-  V  (n  —  i).  Répétons  la  même  trans- 
formation pour  chaque  cycle  (C)  qui  figure  actuellement  dans 
les  sommes,  et  le  quatrième  terme  devient  A^  ^^  («^ — i). 
Étendons  ces  deux  sommes  ^^{n  —  i)  et  V  (n''  —  i)  à  tous 
les  cycles  (C)  et  (G')  pour  lesquels  les  éléments  ne  sont  pas 
nuls.   Il  restera  au  second  membre  la  somme  ^^(^^ — f) 

étendue  à  tous  les  couples  (C)  et  (G^)  correspondants  consi- 
dérés, et  cette  somme  se  réduira  à  tous  les  couples  (C) 
et  (C")  pour  lesquels  (p'^  —  p)  n'est  pas  nul.  Faisant  usage  de 
régalité(a8),  nous  conclurons 

(3o)  2A:(/>--i)-2A-^(//~i)=:V(p'-p). 

Dans  cette  relation,  la  somme  V  (p''  —  p)  a  la  signification 

suivante  :  a  et  a"  étant  deux  points  correspondants,  à  un 
point  a:  infiniment  voisin  de  a  correspondent  p  points  jf 
infiniment  voisins  de  a^,et  à  un  pointx^  infiniment  voisin  de  c/^ 
correspondent  p*  points  x  infiniment  voisins  de  a.  Quand  a 
et  af  sont  les  origines  de  plusieurs  cycles,  on  doit  considérer 
successivement  ces  points  comme  appartenant  à  ces  divers 

cycles,  pour  faire  la  somme  V  (p"'  —  p).  Cette  relation  (3o), 

si  remarquable  par  son  extrême  généralité,  est  due  à  M.  Zeu- 
llicn. 

Comme  on  Ta  observé  précédemment,  la  correspondance 
peut  avoir  lieu  entre  les  points  d'une  seule  et  même  courbe. 
La  démonstration  précédente  s'applique  parfaitement  à  ce 
cas,  et  la  formule  (3o)  donne 

(3i)  a(/.-r)(/>-o  =  2(f'-''^- 
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Le  genre /?,  se  conservant  dans  toute  correspondance  point 
par  point,  se  conserve  par  dualité.  C'est  ce  qu'on  vérifie  par 
la  formule  (1^9);  en  effet,  si  l'on  écrit 

on  retrouve  la  formule  (as). 

En  faisant  usage  des  formules  (3o)  ou  (3i  )  dans  des  corres- 
pondances diverses,  on  peut  établir  par  une  voie  toujours  la 
même  une  foule  de  résultats  concernant  le  nombre  des  points 
qui,  sur  une  courbe,  satisfont  à  une  relation  donnée,  ou 
même  concernant  des  groupes  de  points.  Nous  laisserons  de 
côté  ces  applications  pour  aborder  immédiatement  une  des 
questions  les  plus  importantes  qu'offre  la  théorie  des  corres- 
pondances, celle  de  la  réduction  des  singularités. 

58.  Prenons  les  mêmes  notations  qu'au  n""  53,  mais  sup- 
posons que  la  correspondance  envisagée  soit  caractérisée  par 
les  nombres  (  i,  i  ).  Pour  un  cycle(C')nous  avons  un  cycle  cor- 
respondant (C)  ;  les  coordonnées  d'un  point  de  (C)  se  dévelop- 
pent suivant  les  puissances  croissantes  de  t,  paramètre  qui 
correspond  uniformément,  dans  ce  cas,  aux  points  de  (C) 
Comme  aux  points  de  C).  Ainsi  qu'on  Ta  vu  au  n®  9,  la  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'ordre  du  cycle  (C) 
soit  l'unité  consiste  en  ceci  :  les  développements  des  coor- 
données Uf,  Ma,  1/3  doivent  avoir  la  forme  commune 

1//— f/'(A|-f-B,r-h...), 

dans  laquelle  les  trois  déterminants  A,- By  —  AyB|-  ne  sont  pas 
nuls. 

Quand  l'ordre  n'  du  cycle  (C)  n'est  pas  l'unité,  cette  con- 
dition ne  sera  pas  satisfaite  si  l'on  prend  arbitrairement  les 
trois  polynômes  u.  Effectivement,  si  ces  polynômes  ne  sont 
pas  nuls  à  l'origine  de  (C),  leurs  développements  auront  la 
forme  A-^B^^'h-  ...,  et  le  cycle  (G)  sera  généralement 
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(l'ordre  iJ .  On  voit  clairement  que  Tordre  de  (C)  ne  peut 
être  moiudre  que  n',  si  les  trois  polynômes  u  ne  s'évanouissent 
pas  à  Torigine  de  (C),  en  d'autres  termes  si  h  est  nul. 

Nous  allons  montrer  qu'on  peut  former  un  polynôme  f/, 
entier  par  rapport  à  xf ^  y^  et  dont  le  développement,  pour 
chaque  cycle  (Q)  d'ordre  /i']>  i,  ait  la  forme 

M  — ^A{âr,-h  6,/-+- . ..), 

les  premiers  coefficients  as,  bsy  •  •  •  étant  donnés  à  volonté 
pour  chacun  de  ces  cycles. 

o9.  Soit  le  cycle  (Q)  représenté  par  le  développement 
dey  suivant  les  puissances  croissantes  de  (^  — ^j),  a:^  étant 
Tabscisse  de  son  origine.  Prenons,  dans  ce  développement^ 
Tensemble  des  premiers  termes  jusqu'à  un  rang  que  nous 
allons  préciser,  et  désignons  cet  ensemble  par /,(^,),en  sorte 
que  le  dé\eloppement  lui-même  soit  représenté  par 

la  lettre  F  désignant  le  reste  de  U  série.  Le  développement 
de  )''  a  n  valeurs  qu'on  obtient  toutes  en  prenant  partout  une 
seule  détermination  de  ^^,et  en  la  multipliant  par  les  diverses 
racines  (Os  de  eu"*  =  i.  Les  termes  qui  composent/  doivent 
èlre  pris  en  assez  grand  nombre  pour  que  fs{^tU)  siit  préci- 
sément n!  valeurs. 

11  peut  exister  d'autres  cycles,  ayant  la  même  origine 
(|ue  (C^)  et  qui  soient  représentés  par  des  développements 
Miivant  les  puissances  de  (^' — x^)^  coïncidant  avec  le  pré- 
c('dent  dans  un  certain  nombre  de  termes  successifs.  L'en- 
semble/^  doit  contenir,  en  outre,  au  moins  le  premier  terme 
par  lequel  le  développement//  +  F/  difière  de  tous  les  autres. 

Ceci  fait,  prenons  un  polynôme  entier  arbitraire  en  /^t 
^s{fs)^  et  formons  la  somme 

'~"^j'-/.(-.0/ 


ÉTUDE    SLR    LES    POINTS    SINGULIERS.  6:^9 

appliquée  à  toutes  les  racines  lOs  de  Tunité.  Cette  somme  est 
rationnelle  en  y  et  t^*  ;  c'est  donc  une  fonction  rationnelle 
de  x'  et  y,  ^si^^y)'  Pour  chaque  cycle  (C),  dont  l'ordre 
diffère  de  Tunité,  formons  d'après  la  même  règle  une  fonc- 
tion rationnelle  w^y  en  prenant  chaque  fois  f,  indéterminé, 
et  considérons  la  somme  p  de  toutes  ces  fonctions  iVs-  La 
propriété  de  cette  somme  v,  qui  va  nous  être  utile,  consiste 
en  ceci  :  pour  un  quelconque  (Q)  des  cycles  précédents,  le 
premier  terme  du  développement  de  p  est  fourni  par  la  partie 
correspondante  w^. 

Soit,  en  effet,  <t  le  premier  exposant  de  tg  dans  F,.  Dans  Cj, 

le   terme     ,  '    jl .  .  a  sa  partie   principale  du  degré   —  t. 

Tout  autre  terme,  où  ^^ est  multiplié  par  une  racine  de  Tunité, 
a  sa  partie  principale  de  degré  plus  grand  ;  car,  diaprés  la 
première  condition  observée  dans  le  choix  de/,  le  dénomina- 
teur a  sa  partie  principale  de  degré  moindre  que  o-.  Pour  une 
raison  analogue,  la  seconde  condition,  observée  dans  le  choix 
de/,  a  pour  effet  d'assigner  à  la  partie  principale  de  chaque 
autre  fonction  Vr  un  degré  supérieur  à  — a-.  C'est  ce  qu'il 
fallait  prouver. 

En  prenant  cp,  à  volonté,  nous  aurons  ainsi  le  développe- 
ment de  p,  pour  le  cycle  (C^),  sous  la  forme 

Les  coefïicients  a^,  ^f,  •  •  •  seront  arbitraires  en  aussi  grand 
nombre  qu'on  voudra,  pourvu  qu'on  prenne  le  degré  de  tp, 
convenablement. 

Il  sufAt  maintenant  de  prendre  pour  u  le  numérateur  de  la 
fraction  rationnelle  v\  le  développement  de  u,  pour  chaque 
cycle  (C^),  aura  la  forme  demandée.  Les  coefficients  a,  6, .  • . 
et  a,  P, . .  •  se  déterminent  linéairement  les  uns  par  les  autres. 
Donc  a„  bg, . .  •  peuvent  être  pris  arbitrairement. 

60.  Prenons  trois  polynômes  ^i,  u^,  2/3,  construits  comme 
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on  vient  de  le  dire,  et  employons-les  pour  déduire  une  courbe  C 
de  la  courbe  C.  Tous  les  cycles  (C),  qui  correspondent  aux 
cycles  (C)  d'ordre  n'  >  i,  auront  eux-mêmes  Tordre  unité. 
Tout  autre  cycle  (C)  donne  d'ailleurs  un  cycle  (C)  d'ordre 
c'gal  à  Tunité.  EfTectivement,  la  circonstance  opposée  exige 
qu'à  l'origine  du  cycle  (C)  soient  satisfaites  les  conditions 

— -  =  — -  =  — -•  Ces  conditions,  au  nombre  de  deux,  ne 

Wj  Mj  ws 

seront  satisfaites  en  aucun  point  de  G  si  les  polynômes  u  ne 
sont  pas  .particularisés.  Ainsi  à  toute  courbe  algébrique 
on  peut  faire  correspondre  point  par  point  une  autre 
courbe  qui  n'ait  aucun  cycle  d ordre  différent  de  V unité. 
On  peut  aller  plus  loin  encore,  en  faisant  entrer  au  nombre 
des  cycles  (G^)  considérés  précédemment  tous  ceux  dont  les 
origines  sont  des  points  multiples  de  la  courbe  C,  quand 
même  les  ordres  de  ces  cycles  auraient  l'unité  pour  ordre.  De 
cette  maaière,  à  toute  courbe  algébrique  on  peut  faire  cor- 
respondre point  par  point  une  autre  courbe  sur  laquelle 
les  correspondants  de  tous  les  points  singuliers  de  la  pre- 
mière soient  des  points  simples,  et  qui  n'ait  elle-même 
d'autres  points  singuliers  que  des  points  doubles  ordi- 
naires. Ce  théorème  est  dû  à  M.  Nôtlier. 

Ler  points  doubles  de  G  proviennent  des  couples  de  pointi^ 
x',  x\  pour  lesquels  les  trois  couples  de  valeurs  de  c/|,  u^^  Ut 
sont  proportionnelles  entre  elles.  Ges  couples  de  points  sont 
variables  sur  G'  quand  on  fait  varier  les  arbitraires  des  poly- 
nômes u.  Mais  leur  nombre  est  entièrement  fixé  quand  les 
polynômes  u  sont  construits,  comme  nous  avons  dit,  avec 
des  polynômes  y  de  degré  déterminé.  Effectivement  alors 
le  degré  et  la  classe  m,  [a  de  la  courbe  G  sont  donnés  par  les 
équations  du  n"  Si.  Puisque  G  n'a  pas  d'autre  singularité,  on 
a  dans  ce  cas  [jL  =  m(m  —  i)  —  arf,  rf  étant  le  nombre  de  ces 
points.  G'est  un  résultat  bien  connu,  et  qui  sera  d'ailleurs 
démontré  bientôt. 
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Le  genre />,  commun  aux  courbes  C  et  C,  est  donné  par  la 
relation  a(/?  —  0=^  f^  —  ^'^^  ^'^"  ^*^"  déduit 

(  /;^  —  I  )  (  m  —  a  )        , 
^  a 

Des  considérations,  trop  connues  pour  qu'il  soit  besoin 

<Ie  les  rappeler,  prouvent  que  le  nombre  des  points  doubles 

n                 1     j    j       ^                   .  j»A             (/n— i)(m  — a) 
d  une  courbe  de  degré  m  ne  peut  dépasser  ^ -• 

Donc  le  nombre  p  est,  comme  il  a  été  annoncé,  entier  et  non 
négatif. 

61.  L'analyse  des  n°'  58  et  59  conduit  à  donner  au  théo* 
rème  de  M.  Nôther  une  forme  plus  géométrique.  Les  coor- 

X    Y 

données  x^  et  y  étant  considérées  comme  les  rapports  r^>  ^ 

de  deux  coordonnées  homogèmes  X,  Y  à  une  troisième  V, 

Z 
prenons  une  quatrième  coordonnée  Z  et  définissons  -y  par  le 

rapport  de  deux  polynômes  e/|  ete/o;i^onplus  d*un  même  degré 
comme  précédemment,  mais  de  degrés  qui  diffèrent  entre 
eux  d'une  unité  :  M|  de  degré  y  -H  i,  Uq  de  degré  q.  En  joi- 
gnant à  l'équation  de  la  courbe  G  l'équation  ^=  — ^>  nous 

définissons  une  courbe  gauche  F,  qui  a  un  seul  point  singu* 
lier;  c'est  le  sommet  Z(X  =  Y  =  V  =  o)  du  tétraèdre  de  réfé- 
rence. En  ce  point,  la  courbe  gauche  se  compose  de  cycles, 
d'ordre  unité,  ayant  cette  commune  origine;  les  tangentes  de 
ces  cycles  sont  les  droites  aboutissant  aux  intersections  de  C 
et  de  la  courbe  Uq  =  o,  autres  que  les  points  singuliers 
deC. 

Si  maintenant  on  fait  la  perspective  de  F  en  plaçant  le 
point  de  vue  arbitrairement,  cette  perspective  est  une  courbe 
plane  correspondant  point  par  point  à  O  et  n'ayant  pour  points 
singuliers  que  des  points  doubles  ordinaires  (points  doubles 
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apparents  de  F),  et  la  perspective  de  Z,  Cette  courbe  plane 
n*a  donc,  elle  aussi,  aucun  cycle  d'ordre  différent  de  Tunité. 
En  faisant  varier  d'une  manière  continue  le  point  de  vue 
jusqu'à  Z,  on  pourra  obtenir  C  comme  limite  de  cette  per- 
spective. Donc  une  courbe  algébrique  quelconque  peut  être 
considérée  comme  la  limite  d'une  autre  courbe  n'ayant 
aucun  cycle  d ordre  différent  de  t unité.  Dans  celte  défor- 
matiouyles  points  singuliers  de  C  s'obtiennent  par  la  réunion 
de  points  doubles  entre  eux. 

6S2.  Pour  faire  comprendre  la  grande  importance  du  théo- 
rème  de  M.  Nother,  nous  allons  montrer,  par  un  exemple, 
comment  ce  théorème  permet  de  transporter  à  des  courbes 
quelconques  certaines  propriétés  faciles  à  prouver  pour  les 
courbes  à  singularités  ordinaires. 

Soit  une  courbe  C  du  degré  m,  n'ayant  d'autres  points 
singuliers  que  des  points  doubles  ordinaires,  en  nombre  </, 
et  dont  le  genre />  soit  au  moins  égal  à  l'unité.  Par  les  points 
doubles  on  peut  mener  des  courbes  <{;(â;,j^)  =  o  du  degré  m — 3, 
et  ces  courbes  i(  forment  un  système  linéaire  à  j9  —  i  arbi- 
traires. En  d'autres  termes,  il  existe/)  polynômes  «l|,^s  9  •  •  •l'^p 
linéairement  distincts  entre  eux.  Soit/(j:,^)  =  o  l'équation 
de  C,  sous  forme  entière;  et  considérons  Tune  quelconque 

des  expressions   !^);?^'^\  =  OaCo;)  le  lonff  de  la  courbe  C.  Un 

ày 

théorème  célèbre,  dû  à  Abel,  et  pour  la  démonstration  ducpiel 
nous  renverrons  aux  ouvrages  spéciaux  (*),  fait  connaître  la 
propriété  suivante  de  la  fonction  Oa(^)«  Soit  un  faisceau  de 
courbes  dont  chacune  rencontre  la  courbe  C  en  X  points  va- 
riables avec  le  paramètre  du  faisceau,  les  autres  points  de 
rencontre  étant  fixes  pour  toutes  les  courbes  du  faisceau;  en 

('}  Clbosch  et  GoaoA.1,  Théorie  der  AbeVscken  Functionen,  p.  44* 
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désignant  par  aTi  ,  0:2,  • .  • ,  ^x  les  abscisses  des  points  variables, 
CD  a  toujours 

^jt{Xi)djCi  -4-  ^ji.{xt)dxt . . .  ^j^.{xx)da:x=  o. 

De  ce  théorème,  M.  Edouard  Wejr  a  déduit  le  suivant  :  si 
l'on  peut,  en  modifiant  le  faisceau,  faire  en  sorte  que  les  X 
points  de  rencontre  de  C  avec  une  des  courbes  du  faisceau 
soient  choisis  arbitrairement,  le  nombre  X  est  nécessairement 
[dus  grand  que  le  genre  p  de  la  courbe  C. 

En  effet,  pour  un  quelconque  des  groupes  (Xi .  • .  x^)  ont 
,  lieu  p  équations,  telles  que  la  précédente.  Si  l'on  avait  )w</?, 
ces  équations  homogènes  entre  les  différentielles  dx^ , . . . ,  dxx 
entraîneraient  une  ou  plusieurs  relations  entres  x^, . . .  Xx^ 
ce  qui  est  incompatible  avec  Thypothèse,  un  des  groupes 
Xi  . .  .Xx devant  pouvoir  être  pris  arbitrairement. 

Si  maintenant  on  applique  une  même  transformation,  à  la 
fois,  à  C  et  au  faisceau,  on  obtient  une  transformée  G  et  un 
autre  faisceau.  Les  points  mobiles  sur  C  se  transforment  en 
points  mobiles  sur  C,  et  le  théorème  de  M.  Weyr  s'applique 
à  une  courbe  algébrique  quelconque,  les  deux  nombres  X  et/? 
se  conservant  dans  la  transformation. 

n  existe  aussi  une  proposition  réciproque.  Revenons  à  la 
courbe  G,  qui  n'a  que  des  points  doubles  ordinaires.  Par  ces 
d  points  et/>  4-  I  autres,  choisis  à  volonté  sur  C,  on  peut  d'une 
infinité  de  manières  mener  une  courbe  C|  du  degré  m  —  2. 
Les  autres  intersections  de  G  et  G|  sont  au  nombre 

m{m  —  2)  — (/>-+-  i)  —  2d. 

Par  ces  dernières  et  par  les  ^points  doubles  on  peut  mener 
un  faisceau  de  courbes  G|),  du  degré  m  —  2.  Effectivement 
le  nombre  total  des  pivots  est 

m(m  —  2)  —  {p -^  i)  —  d  =  -• — I. 

Cl  est  une  des  courbes  de  ce  faisceau,  et  Ton  a  pris  à  volonté 
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pour  cette  courbe  C|  le  groupe  des  intersections  mobiles,  qui 
sont  en  nombre  (/>4-  i)«  Ainsi,  tandis  que  le  théorème  de 
M.  Edouard  Weyr  assigne  au  nombre  X  la  limite  inférieure 
/>-)-  i)  nous  voyons  maintenant  que  cette  limite  peut  être 
eHectivement  atteinte  pour  une  courbe  C  à  points  double^ 
ordinaires.  Mais  ce  résultat  s^étend  immédiatement  aux  courbes 
quelconques,  et  nous  avons  cette  proposition  générale  :  «,  sur 
sur  une  courbe  algébrique  quelconque,  on  veut  déterminer 
les  points  par  groupes  au  moyen  des  intersections  de  la 
courbe  avec  les  courbes  d^ un  faisceau^  et  cela  de  telle  sorte 
qu*un  des  groupes  puisse  être  pris  à  volonté,  le  minimum^ 
du  nombre  des  points  composant  un  groupe  surpasse  dune 
unité  le  genre  de  la  courbe. 

Cet  énoncé  attribue  au  genre  une  signification  géométrique 
tout  à  fait  générale  et,  en  même  temps,  montre  clairement  que 
cet  élément  se  conserve  dans  les  transformations  uniformes. 

On  remarquera  que  la  démonstration  a  laissé  de  côté  les 
courbes  du  genre  zéro,  du  moins  pour  le  théorème  de 
M.  Edouard  Weyr.  Mais  ces  courbes  n'échappent  pas  à  la 
démonstration  de  la  seconde  partie,  et  l'on  voit  que,  suivant 
l'expression  de  M.  Chasles,  les  points  s'y  déterminent  m^i- 
viduellement. 

Dans  la  dernière  proposition,  la  condition  qu'u/i  des 
groupes  puisse  être  pris  à  volonté  est  essentielle.  Par 
exemple,  les  courbes  hyperelliptiques,^'^  =  F(j:),  où  F(jr) 
est  un  polynôme  entier  de  degré  a/i,  sont  du  genre  (n  —  i); 
et  cependant  les  points  s'y  déterminent  par  groupes  de  deux 
seulement  au  moyen  des  droites  x  =:  constante.  Mais  on  ne 
peut  pas  prendre  à  volonté  les  deux  points  d'un  même  groupe. 

63.  Une  assez  curieuse  application  de  la  formule  donnant 
le  genre  peut  être  faite  à  la  courbe  r*  =  cosArO  (n°  16).  Il  est 
visible  que  deux  telles  courbes  se  correspondent  point  par 
point  quand  les  deux  nombres  tels  que  k  ont  le  même  numr- 
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râleur  pour  les  deux  courbes.  On  doit  donc  trouver  pour  le 
genre  une  expression  dépendant  seulement  de  ce  numéra- 
teur. Prenons,  par  exemple,  le  cas  où  ce  nombre  k  est  positif, 

égal  à  -•  La  discussion  faite  au  n^  16  montre  qu'il  y  a  sur  la 

courbe  Zq  cycles  d'ordre  s  et  de  classe  q.  On  a  donc 

^C'ï  — 0  =  37(5  — I). 

D'ailleurs  u  =  q{q  -H  5),  m  =  iqs.  Donc 

2{p^l)z=zq{q  i-s)-l^qs-^'6q{s-'i)=:q{q--i). 
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QUATRIÈME  PARTIE. 


64.  Nous  allons  étudier  maintenant  avec  plus  de  détails 
les  développements  en  série  dont  nous  avons,  au  début  de 
cette  étude,  introduit  la  notion.  Soit  donc  un  développement 
suivant  les  puissances  ascendantes,  à  exposants  positifs  et 
fractionnaires  de  x  ;  soit  n  le  plus  petit  dénominateur  commun 
à  tous  les  exposants.  Considérons  d'abord  le  premier  expo- 
sant ^  et,  le  réduisant  à  sa  plus  simple  expression,  écrivons-le 

s 
t=.  ^yq  étant  un  diviseur  de  n  et  pouvant  se  réduire  à  Tunité. 

Dans  les  termes  qui  suivent,  laissons  de  côté  tous  ceux  où 
l'exposant  a  pour  dénominateur  q  ou  un  diviseur  de  q^  el 
retenons  le  premier  qui  ne  soit  pas  dans  ce  cas.  Soit  t^  ce 
premier  exposant;  écrivons-le  ainsi 

Les  nombres  s^  et  q^  étant  pris  aussi  petits  que  possible. 
qq^  est  le  plus  petit  dénominateur  commun  à  ^  et  /,,  et  q% 
n'est  pas  l'unité. 

Dans  les  termes  suivants,  laissons  de  côté  ceux  où  l'expo- 
sant a  pour  dénominateur  qq^  ou  un  diviseur  de  99,,  et  rete- 
nons le  premier  qui  ne  soit  pas  dans  ce  cas.  Soit  t^  ce  premier 
exposant;  nous  l'écrirons 

s  Si  5j 

En  continuant  de  la  sorte,  nous  distinguerons  un  dernier 
exposant 


Ç      Çfi      l'ii'h  q(hl*-'lk 
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et  le  produit  gÇi q2'  •  »Çk  est  précisément  le  dénominateur 
/i,  commun  à  tous  les  exposants. 

De  cette  manière,  nous  avons  distingué  dans  le  développe- 
ment certains  termes  caractéristiques 

ax\  aijr'i,fl,xi, . . .  «a xi, 

dont  les  exposants  sont  donnés  par  la  formule  générale  (32). 
Dans  cette  formule,  les  entiers  positifs  5,  q  de  même  indice 
sont  toujours  premiers  entre  eux. 

Par  construction,  l'exposant  d'un  terme  quelconque,  inter- 
médiaire entre  ceux  d'exposants  ti  et  ^/^i,  a  pour  dénomina- 
teur celui  de  ti  ou  un  de  ses  diviseurs. 

Tous  les  exposants  des  termes  qui  suivent  le  dernier  terme 
caractéristique  ont  pour  dénominateurs  n  ou  des  diviseurs 
de  n. 

Les  exposants  t  sont  les  exposants  caractéristiques,  les 

fractions  —  les  nombres  caractéristiques. 

65.  Nous  aurons  besoin  de  considérer  simultanément  deux 
développements  différents,  mais  ayant  en  commun  un  certain 
nombre  de  leurs  premiers  termes.  Employons,  pour  ce  second 
développement  les  mêmes  lettres  accentuées,  et  admettons 
que  le  premier  terme  différent  de  part  et  d'autre  soit,  pour  j^, 

K 

pour  y 


K 


K  et  l'un  au  moins  des  coefficients  A  et  A'  diffèrent  de  zéro. 
Voici,  à  ce  sujet,  la  recherche  que  nous  avons  besoin  de 
faire.  Prenant  une  des  déterminations  àey  et  successivement 
chaque  détermination  de  y,  nous  allons  chercher  l'ordre 
de  la  partie  principale  du  développement  de  chaque  diffé- 
rence^— y. 
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Pour  fixer  les  idées,  soil  o  l^argument  de  la  quantité  com- 
plexe jr,  choisi  entre  o  et  it,  et  admettons  que  la  détermi- 
nation, considérée  pour  ^',  réponde  à  Parfument  ■ 


pour  x^^^"^' 

Nous  obtenons  une  détermination  de  y  en  attribuant  là 
encore  à  x  Targument  f ,  puis  en  augmentant  successivement 
cet  argument  de  circonférences  entières. 

Pour  la  première  détermination  de  y  la  partie  princrpale 

der — y  est  du  degré  ti-\ •  C'est  encore  le  même 

degré  qu^on  obtient  en  ajoutant  à  l'argument  de  x 

L'entier  h  peut  acquérir  les  valeurs 

o»  i>  ••  •  i{Çu\'Ç'i+»  ...gi*—  i). 

Soit  q'i^i  q'i^^  . . .  qrjj,  =  Q  ;  il  y  a  Q  diiFérences  dont  l'ordre 

K 

est  ti  H • 

qqi...  qt 

Ce  résultat  s'applique  encore  si  ^H est  l'exno- 

^^  ^  qqx'-qt  * 

sant  caractéristique  d'indice  t  +  iy  dans  l'un  ou  l'autre  des 
deux  développements.  En  ce  cas  seulement,  le  nombre  Kpeul 
n'être  pas  entier^ 

Quand  on  ajoute  à  x  l'argument  ^hqqi  . . .  gr/^iTc,  en  pre- 
nant h  non  divisible  par  qi  on  obtient,  pour  la  partie  prin- 
cipale de^  — y^  l'ordre  ti.  De  la  sorte  il  y  a  Q  (çi  —  i  )  difTé- 
rences  d'ordre  ti. 

En  ajoutant  à  x  l'argument  ixhqqi, . ,  ,qi_2'Ky  h  n'étant 
pas  divisible  par  q,'_i ,  j'ai  Qy«(5'i-i  —  i  )  différences  d'ordre 
*i_i  ]  etc.  •  ■  ■ 

Enfin,  en  ajoutant  à  x  l'argument  a  Ait,  h  n'étant  pas  divi- 
sible par  (7,  j'ai  Qqiqi-t-  ••</!(? —  i )  difTérences  d'ordre  /. 
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La  somme  totale  des  ordres  des  quantités^  — y  est  ainsi 
ce  qui  peut  s'écrire,  en  renversant  Tordre  des  termes, 

77 1 •  •  •  7' 

Prenons  maintenant  pour  ^  successivement  ses  diverses 
déterminations.  Chacune  d'elles  conduira  à  ce  même  résultat. 
Donc  la  somme  totale  S  des  ordres  de  toutes  les  quantités 
C^  — y)  s'obtient  en  multipliant  la  précédente  par  gr^r,  . . .  y^: 

S  =  (7/-f-i^/+» .  •  •  gk){quiq\-^, . . .  q'k)[sq{qiqt . .  •  ^/)'4-  • . .  4-^/<7/^-  *^]- 

Cette  somme  S  est,  comme  on  voit,  symétrique  par  rapport 
aux  éléments  des  deux  cycles-.  C'est  l'ordre  d'un  cycle  par 
rapport  à  l'autre. 

Si  les  deux  développements  n^ont  aucun  terme  en  commun, 
la  somme  placée  dans  les  accolades  se  réduit  à  K. 

66.  Nous  aurons  à  employer  aussi  une  somme  analogue 
obtenue  en  considérant  les  parties  principales  des  diiTé- 
rences  y — y^  formées  avec  les  diverses  déterminations  d'un 
même  développement.  L'analyse  précédente  s'applique  fort 
bien  à  ce  cas;  et  l'on  a  ^r^ —  i  différences  de  l'ordre  /a> 
qh{qk^i  —  I  )  différences  de  l'ordre  ^a_i,  . . .,  enfin 

qkqA-i-''qi(q  —  i) 

différences  de  l'ordre  t.  On  a,  bien  entendu,  considéré  une 
même  détermination  j  et  toutes  les  autres  j^i   pour  former 

r— ri- 

Le  total  est  ainsi 

-.iiçrj,...rj,-^l)-^^{q,q,.,.q,-^)...^ 
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En  multipliant  cette  somme  par  le  nombre  des  diverses 
déterminations  de  y  et  divisant  par  a,  on  aura  la  somme  T 
des  ordres  de  toutes  les  différences^!  — y^^  formées  avec  les 
diverses  déterminations  d^un  même  développement  : 

-+-  SiÇtqn . . .  qiciqiqt ...  7*—  i)  ...  4-  Skiqt—i). 
En  supposant  s  =  q  -{-y,  et  faisant 

n  =  qqi...  q^y     n'^zzqq^,,,  qtq^^^  . . .  q\,, 

nous  pouvons  partager  les  expressions  de  S  et  T  chacune  en 
deux  parties,  savoir  : 

S  = /i/i' 4- 5,     2T=i«(n  — i)H-2Ï. 

6  et  €  ne  sont  autres  que  S  et  T  où  l'on  a  remplacée  par'^. 
Si  '^  est  positif,  les  développements  représentent  des  cycles 
tangents  à  Taxe  des  x^  6  est  la  somme  des  ordres  des  contacts 
des  branches  de  l'un  des  cycles  avec  les  branches  de  l'autre; 
Eest  la  somme  des  ordres  des  contacts  des  branches  du  pre- 
mier cycle  entre  elles. 

67.  La  signification  géométrique  des  nombres  S,  €  montre 
clairement  que  les  nombres  caractéristiques  sont  indépendants 
des  coordonnées.  Cette  propriété  peut  être  aisément  aussi 
prouvée  par  un  calcul  direct;  mais  nous  ne  nous  y  arrête- 
rons pas,  ce  calcul  étant  très  analogue  à  celui  que  nous  allons 
faire  pour  un  autre  but  :  trouver  les  nombres  caractéristiques 
en  coordonnées  tangentielles,  étant  connus  les  nombres 
caractéristiques  en  coordonnées  ponctuelles. 

Soient  quatre  développements  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes d'une  variable,  et  commençant  par  des  termes  de 
degrés  positifs,  ainsi  : 


/(^) 

par     ax", 

/.(^.) 

par    «(Xi"! 

'P(-a^) 

par     pa:*, 

Ti(*i) 

par     p,x,'' 
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Considérons,  d'une  part,  les  équations 
et,  d'autre  part, 

Si  Ton  développe  t|  et  t|  i  suivant  les  puissances  croissantes 
de  Ç  par  Télimination  de  or  et  oti,  les  deux  nouveaux  déve- 
loppements auront  en  commun  quelques-uns  de  leurs  premiers 
termes.  Cherchons  le  premier  terme  différent,  ou  mieux 
le  premier  terme  du  développement  de  t|i  —  y|. 

En  supposant  infiniment  petites  les  quantités  ^,  j^i ,  Ç,  y;,  y;  , , 
on  voit  que  la  partie  principale  de  ûCt  —  x  est 

^5 


celle  de  Tu  — tj  provient  ou  bien  de  f(^i)  —  f(^)»  ou  bien 
de  fi  (Xi)  suivant  les  ordres  infinitésimaux  de  ces  quantités. 
Par  suite,  la  partie  principale  de  ?;<  —  yj  est  Tune  des  deux 
quantités  suivantes  : 

Si  «1  —  a  =  fr| — fr,  la  partie  principale  est  la  somme  de  ces 
deux  quantités,  pourvu  toutefois  que  la  somme  des  coefli- 
cients  ne  soit  pas  nulle  :  aa^i  —  frai  ^^  o. 

Appliquons  ce  résultat  en  prenant  les  développements 
proposés  de  cette  manière.  F(x)  et  F|(^i)  étant  deux  autres 
séries  commençant  respectivement  par  les  termes  Ax^  et 
A|ar/+*,  prenons 

.,    ,  dF{x)  .    ^         .   d    F(.r) 

s.  ^  Courbes  planes.  4' 
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Nous  aurons  alors,  pour  la  partie  principale  de  r^  i 


t    \      tk) 


68.  Au  moyen  de  ce  calcul  préliminaire,  nous  sommes 
en  élat  de  prouver  que,  si  les  nombres  caractéristiques  d'un 
cycle,  en  coordonnées  ponctuelles,  sont 

n-  A,  _i,  ^,  ...,  -5, 

le  même  cycle,  en  coordonnées  tangentielles,  a  les 
nombres  caractéristiques 

q        Ss         Sn  Str 

l -\ ?    — y    — >    •••>    --• 

7.     9i     ^«  9k 

Prenons  les  coordonnées  tangentielles  comme  au  n^  G, 

djc        '  dx  \xj 

Envisageons,  comme  précédemment  (n®  66),  deux  détermi* 
nations  du  développement,  ^et^i,  la  seconde  déduite  de  la 
première  par  addition  de  ay^i. . .  qux'K  à  l'argument  de  x. 
Prenant  F(x)=^,  et  pour  le  développement  F,  prenant 
celui  de  y{  — y^  nous  conclurons  par  le  calcul  précèdent 
que,  dans  le  développement  de  r[  suivant  les  puissances  de  i, 
il  existe  deux  déterminations  ir;,  tji  dont  la  différence  y) ,  — r 

a  sa  partie  principale  de  Tordre >  nombre  qui  est  ici 

X  7.7i       X7i^j""       X9i''9i 

Prenant  successivement  {=  i,  a,  . . .,  Ar,  nous  concluons  que 
le  développement  de  tj  en  Ç  contient  les  nombres  caraclé- 
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rîstîques  énoncés.  Le  dénominateur  commun  à  tous  les 
exposants  étant  yq^  5^2  ••  •  ^ki  comme  on  le  sait  d'avance 
(n""  6),  on  conclut  qu'il  ne  saurait  exister  d'autres  nombres 
'caractéristiques. 

On  peut  de  là  tirer  une  conséquence  relative  au  nombre  d 
(n*"  66).  Prenant  ce  nombre  et  son  analogue  G  en  coordonnées 
langentielles,  on  a  immédiatement 

2  (î  —  C5)  r=:  (7  —  x)  grj  ^,  .  .  .  Ç^  =  n  —  V. 

Cette  égalité  se  traduit  ainsi  :  La  somme  des  ordres  des 
eontacts  des  branches  d'un  même  cycle  entre  elles  et  la 
somme  analogue  pour  un  cycle  corrélatif  diffèrent  entre 
elles  comme  les  demi^ordres  des  deux  cycles. 

69.  Prenons  maintenant  deux  cycles,  comme  au  n^  65.  Le 
calcul  du  n®  67  fait  voir  que  les  développements  relatifs  à 
ces  deux  cycles  en  coordonnées  tangentielles  donnent  lieu 
à  deux  déterminations  dont  les  différences  sont  de  Tordre 


14- 


q  f         s^  Sf  Si  K       \ 

i    I  4-  -—  H —  ...  H 1 

ïA      77i     ^ÇiÇt  qqi"'(/i     971  ••7*7 


_  7-^-/,   ,Jl,,      ^*  ^ fL 


X       iA\     X7i7«  y/ix'-^i     yjh'^i 

Le  nombre  K  se  conserve  donc  en  coordonnées  tangentielles 
avec  la  même  signification.  Si  Ton  se  reporte  à  l'expression 
de  6y  on  voit  que  ce  nombre  se  conserve  aussi;  par  consé- 
quent :  la  somme  des  ordres  des  contacts  des  branches  de 
deux  cycles  différents  et  la  somme  analogue  pour  deux 
cycles  corrélatifs  sont  égales  isntre  elles. 

70.  Le  premier  problème  à  la  solution  duquel  nous  allons 
appliquer  les  notions  qui  précèdent  est  celui-ci  :  Véqualion 
d'une  courbe  étant  donnée  en  coordonnées  ponctuelles,  et 
les  points  multiples  étant  connus,  trouver  la  classe  de  la 
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courbe  sans  former  l'équation  en  coordonnées  tangen- 
tielles. 

Les  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point  a 
sont  les  zéros,  variables  avec  ce  point,  pour  le    covariant 

diiTérentiel  \^^rny  Soit /(m,,  Wj,  «/,)=o  Téquation  de 

la  courbe  ;  les  trois  coordonnées  tangentielles  (^-jtt)  sont 

proportionnelles  aux  dérivées  partielles  de  /.  Au  covariant 
différentiel,  on  peut   donc  substituer  le  covariant  fini 

„  dt  dt  dt 

polaire  du  point  a.  Pour  préciser  les  coordonnées,  nous  les 
supposerons  liées  par  une  relation  linéaire.  Sous  cette  con- 
vention, F  est  un  covariant  absolu;  il  reste  absolument  in- 
variable si  Ton  change  les  coordonnées.  Pourcette  raison,  on 
peut  supposer  les  points  à  coordonnées  infinies  situés  sur  une 
droite  arbitrairement  choisie.  En  appliquant  à  F  la  proposition 
générale  du  n°  27,  nous  aurons  donc,  pour  la  somme  des 
ordres  de  F  répondant  aux  coordonnées  infinies,  le  nombre 
—  m{m  —  i),  où  m  est  le  degré  delà  courbe  proposée. 

Relativement  à  un  cycle,  dont  Torigine  a  des  coordonnées 
finies,  l'ordre  de  F  diffère  de  zéro,  quel  que  soit  le  point  a, 

dans  le  cas  où  les  trois  dérivées  partielles  ~  sont  nulles  à 

l'origine  de  ce  cvcle.  C'est  précisément  là  le  caractère  des 
points  singuliers.  Prenons  un  tel  point  et,  pour  calculer 
Tordre  de  F  relativement  à  un  des  cycleS;  choisissons  les 
coordonnées  Ui  et  Wj  nulles  à  l'origine,  et  pour  1/3  =  0  pre- 
nons la  tangente  de  ce  cycle.  Faisons,  de  plus,  i/,  =  1 .  Ces 
suppositions  sont  permises,  comme  on  l'a  vu  tout  à  Theure. 
Nous  mettrons  maintenant  x  etjK  au  lieu  de  ii|,  Uf 

D'après  les  hypothèses,  c'est  la  dérivée  ■—-  dont  l'ordre  est 
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le  plus  petit.  Ceci  résulte  du  calcul  fait  au  n^  6,  en  vertu  de 
la  proportionnalité  des  dérivées  partielles  et  des  coordon- 
nées tangentielles. 

Pour  calculer  l'ordre  de  F  relativement  au  cycle  (C),  il 
sufGt  (n^  27)  de  substituer  dans  F  le  développement  d'une 
détermination  de  ^  suivant  la  puissance  de  x,  de  prendre  le 
degré  de  la  partie  principale,  et  de  multiplier  par  Tordre  du 
cycle. 

Soient^,  y"^  y'\ . . .  tous  les  développements  de^  suivant 
les  puissances  croissantes  de  a,  valables  aux  environs  de 
^  =  o.  Nous  pouvons  écrire 

d'où  résulte,  pour  y  =  j^, 

Si  y  est  une  des  déterminations  appartenant  à  (C),  nous 
avons  à  prendre  ainsi  la  somme  des  degrés  des  parties  prin- 
cipales de  toutes  les  différences  (j/ — y)',{y — yO>  •••et 
à  multiplier  cette  somme  par  l'ordre  du  cycle. 

Le  résultat  se  compose  donc  :  i''  du  nombre  2T,  calculé 
au  n®(67),  et  relatif  au  cycle  (C)  ;  a**  de  la  somme  des  nombres 
S,  calculés  au  n*  65,  relatifs  au  cycle  (C)  combiné  avec  tous 
ceux  qui  ont  la  même  origine. 

Soient  (Co), (C<),  (Ca),  ...  les  divers  cycles  de  même  ori- 
gine, Tq,  T|,  T2,  . . .  Soi,  .  • .,  S|2)  . .  •  les  nombres  qui  sont 
relatifs  à  ces  cycles.  L'ordre  de  F  relativement  à  (Co)  est 
2T0  -H  Soi  -*-  S02  -H  ....  La  somme  des  ordres  de  F  relative- 
ment à  (Co),  (C|),  (C3),. . .  est  donc 

2(To-hT,  +  T,-+-  ...  So,  4-So,-hSi,-H...). 

Considérant  de  même  tous  les  points  singuliers,  on  aura 
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finalement,  en  ajoutant  tous  les  résultats,  cette  expression  de 
la  classe  pi  : 

HL=m(/n-i)-îi2(T  +  S). 

Les  nombres  T  se  rapportent  à  tous  les  cycles  d'ordre  dif- 
férent de  l'unité  ;  les  nombres  S  aux  combinaisons  deux  à 
deux  de  tous  les  cycles  ayant  des  origines  communes.  Au  lieu 
des  nombres  T,  S,  on  peut  introduire  les  nombres  0,  €,  et 
écrire 

IL^mim-  i)-^n{n]'^i)'-2^non,-2^(^-i-S). 

En  appelant  N  =  /lo  4-  «1  +  ^a  -f- . . .  l'ordre  de  multiplicité 
d'un  point  singulier,  origine  de  divers  cycles  d'ordres  /lo,  n , , 
n^f  •  •  • ,  on  a 

N{N  -  i)^^n{n  --  i)  -^  2^ninj; 

donc  enfin 

^  =  ;n(m-i)-2N(N-i)-.2  2(^H-^). 

N  est  l'ordre  de  multiplicité  d'un  point,  et  V(6-f-€)  la 

somme  des  ordres  des  contents  de  toutes  les  branches  de 
courbes  deux  à  deux.  Telle  est  la  formule  demandée,  dans 
sa  plus  grande  généralité. 

Un  point  double  ordinaire  apporte  à  cette  formule  l'élément 
N(N  —  i)=:2, (1-4-6  =  o.  Un  rebroussement  ordinaire 
donne  N(N  —  i)=2;  2(î-f-S)  =  i;  il  abaisse  la  classe 
de  trois  unités. 

71 .  Prenons  la  formule  corrélative,  et,  remarquant  que  S  s*y 
conserve  (n^69),  nous  aurons 

m  =1  (X  (|ji  -  I )  —  2  ^  ( X  —  I  )  —  2  2  (^  ■+■  * ) • 
La  première  sommation,  dans  cette  dernière  formule,  ne  se 
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rapporte  pas  à  tous  les  mêmes  élémenls  que  la  première  som- 
mation de  la  première  formule.  Mais,  dans  les  deux  formules^ 
les  secondes  sommations  s'appliquent  de  part  et  d'autre  aux 
mêmes  éléments,  les  couples  de  branches  tangentes  entre 
elles. 

Combinant  les  deux  formules  et  tenant  compte  de  la  rela- 
tion entre  €  et  6  (n^  68),  nous  aurons 

et,  en  employant  la  relation  (a2), 

HL(fiL  — 3)— /n(m-3)  =  ^i)I,(^î;,-  i)  — 2^(N'-')• 
Celte  dernière  formule,  remarquable  par  sa  généralité, 
contient  l'ordre  de  multiplicité  N  de  chaque  point  singulier, 
et  celui  3(L  de  chaque  tangente  singulière.  N  est  la  somme 
des  ordres  des  cycles  ayant  une  commune  origine  ;  X  la  somme 
des  classes  des  cycles  ayant  une  commune  tangente  ('). 

Application.   —  Soit  la  courbe  considérée  au  n**  33 

z  {yz  —  a:')*=-.  ^'. 
Poulie  point  a:  = -3— o,     N(N  —  i)  — 6,     2(e-^S)rrr4; 
Pour  le  point  j?  ^rr  =z  o,     N(iN  — i):=z2,     2((l-r- 0) -- 3. 

Donc  |JL  =  m  =  5,  comme  on  l'a  trouvé  autrement. 

72.  La  recherche  du  nombre  des  intersections  confondues 
en  un  point  singulier,  commun  à  deux  courbes,  constitue  le 
dernier  problème  dont  nous  ayons  à  chercher  la  solution. 
Le  raisonnement  à  appliquer  est  le  même  que  pour  le  pro- 
blème précédent  :  au  lieu  de  la  polaire,  il  faut  envisager  le 
premier  membre  de  l'équation  d*une  des  courbes,  et  l'on  a 

(')  Cette  formule  a  été  trouvée  par  M.  Zcutheo,  dans  le  Mémoire  qui 
clôt  la  liste  placée  en  tète  de  cetle  étude. 
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immédiatement  la  solution  suivante  :  le  nombre  cherché  est 
la  somme  des  quantités  S  calculées  en  accouplant  chaque 
cycle  d'une  des  courbes  avec  chaque  cycle  de  l'autre  courbe. 
D'après  la  signification  de  la  quantité  0,  on  peut  dire  que  le 
nombre  des  intersections  de  deux  courbes,  réunies  en  un 
point  y  est  égal  au  produit  des  ordres  de  multiplicité  de  ce 
point  sur  Tune  et  l'autre  courbe,  augmenté  de  la  somme  des 
ordres  des  contacts  qu'ont  les  branches  d'une  courbe  avec  les 
branches  de  l'autre  en  ce  même  point. 


FI^. 
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NOTES. 


N*  58,  p.  69.  —  Pour  réquivalence  des  singularités  d'ordre  élevé 
des  courbes  avec  les  singularités  ordinaires,  voir  le  Mémoire  de 
H.-J.-S.  SiiiTii,  On  the  higher  singularities  of  plane  curçes  {Pro- 
ceedings  of  London Math,  Soc,  t.  Vï,  153,  et  Zeutuen,  Math,  An- 
naien,  t.  X,  p.  aia). 

N°  151,  p.  190.  —  Pour  ce  qui  regarde  cette  théorie,  voir  Cre- 
MONA,  Nouvelles  Annales,  1864^  p*  a3  ;  SghrOter,  Sur  un  mode  de 
génération  des  cubiques  [Math,  Annal.,  t.  V,  p.  5o);  Durège, 
Sur  une  cubique  considérée  comme  le  lieu  des  foyers  d'un  sys- 
tème de  coniques  {Math.  Ann.,  t.  V,  p.  83);  Glëbsch,  Sur  deux 
modes  de  génération  des  cubiques  {Math,  Ann,,  t.  V,  p.  ^11), 
GtiAS8Uk^y(C relie,  t.  52,  p.  a54)  a  aussi  indiqué  la  génération  d'une 
cubique  comme  lieu  d'un  point  tel  que  les  droites  qui  le  joignent 
à  trois  points  fixes  coupent  trois  droites  fixes  en  des  points  situés 
sur  une  même  droite. 

N**  161,  p.  199.  —  Des  recherches  de  même  nature  que  celles  de 
Stlvester  ont  été  publiées  à  peu  prés  à  la  même  époque  par 
lUiLL  et  î^ôTUEK  (Gôttinger  Nachr,,  1878,  p.  116).  Fiedlbr  en  a 
donné  un  aperçu  dans  les  notes  à  la  traduction  allemande  du  présent 
Ouvrage. 

N*  220,  p.  273.  —  Aronhold  écrit  S  sous  la  forme  qui  suit  : 

—  S  =  (  6,c,  —  /n»)*  4-  (cxa  —  a\)  {bc^  —  *|)  -t-  (abi  —  a\)  (b^c  —  c\  ) 
■+- (a^ai—ma)  (bc  —  b^Ct) -f-  (aj/n  —  «361) (6jCi  ■+-  cbi  --^Cim) 
-h  {mai —  ûfiCi)  {biCi  ■+-  Cyb  —  a  mb^), 

P.  3oi.  —  Ajouter  à  la  note  :  <  Dans  le  dernier  Mémoire  cité, 
Gdndelfinger  donne  les  trente-quatre  formes  qui  constituent  le  sys- 
tème des  concomitants  d'une  cubique  ternaire,  d'après  la  théorie  de 
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GoRDAN  (Math.  Ann.,  t.  I,  p.  90).  Voir  aussi  un  Mémoire  du  même 
auteur  (Math.  Ann.y  t.  VI,  p.  i36).  Pour  ce  qui  regarde  les  cubiques, 
consulter  aussi  Glebsch,  Vorlesungen  ûber  Géométrie^  p.  497^  ou 
dans  la  traduction  française,  p.  277 

NOTE  SUR  LES  BITÀNGEIITBS  d'uNE   QUARTIQUE,  PAR  M*   CATLBT. 

Les  équations  des  vingt>huit  bitangentes  d*une  quartique  ont  été 
données  sous  une  forme  très  élégante  par  Riemann,  dans  son  Mé- 
moire Zur  Théorie  der  Abehchen  Functionen/ûr  denFall  p  =s  3, 
{Œuvres  complètes,  Leipzig,  1876,  p.  456-47^*  yoir  aussi  la  Théorie 
der  Abelschen  Functionen  vom  Geschlecht  3,  de  Weber,  Berlin, 
1876.)  Riemann  rattache  les  différentes  bitangentes  aux  caractéris- 
tiques des  vingt-huit  fonctions  impaires  et  obtient  ainsi  un  algorithme 
qui  mérite  d'être  exposé;  nous  nous  servirons  néanmoins  de  l'algo- 
rithme des  n***  260  et  suivants,  qui,  par  le  fait,  est  le  plus  simple. 
La  représentation  caractéristique  d'une  fonction  0  triple  est  un 
symbole  de  la  forme 

a     P     ï 

«'     P'    7' 

<]ans  lequel  chacune  des  lettres  est  égale  à  zéro  ou  à  l'unité.  11  y  a 
donc  en  tout  soixante-quatre  symboles;  mais  on  les  considère 
comme  pairs  ou  impairs  suivant  que  la  somme 

est  paire  ou  impaire,  et  les  nombres  des  caractéristiques  impairs  ou 
pairs  sont  respectivement  a8  et  36.  Gomme  on  l'a  déjà  dit,  les  vingt- 
huit  caractéristiques  impaires  correspondent  respectivement  aux 
vingt-huit  bitangentes. 

Soient  x^y^  z  des  coordonnées  trilinéaires,  a,  ^,  y»  «'i  PS  y'  ^^^ 
constantes  choisies  à  volonté  et  a',  P',  "f  des  constantes  déterminées 
telles  que  les  équations 

x-Jt-y     4-     -n-Ç-h7)-+-C=o, 

a'^-t-p>H-Y'^-t-i-H^  H-i  =0, 
oTx  +  p>  H-  y'-  -H  ^  -H  |f  -4-  :^,  =  o, 
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soienl  équivalentes  à  trois  équations  indépendantes.  Gela  étant,  elles 
fléterminent  chacune  des  quantités  ^,  t^,  (  en  fonction  linéaire 
fie  x^y^  z.  Et  les  équations  des  biiangentes  de  la  courbe 

sont  {voir  Weber,  p.  loo), 
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a?  =  o. 


y^o, 


7)=0, 

C  =  o, 

x-^-y  -^z=:  a, 
l-k-y-^z  =0, 
<ix->r^y^^z  =  0, 

a'a?-f-  P'^-f- y'-«  =  o, 
I  -f-  p>  4-  iz  =  o, 
««'a?  -f-  p'^  4-  y'-*  =  o, 

ar  +  T^  4-  ^  =  o, 

37  4-/4-  ;  =  0, 
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-i-yz  =  o, 


'  -^  ?^  -^  ^  =  <^» 


21 

P' 


ï 


•-+-P>-+-3=o 


«^  H-  ô?  H- T'-»  =  *>• 


ci'x  +  P'J  H-  :p  =  o, 


j  -  ?Y       I  -  Y» 

3?       ,      r 


i-«? 

z 


=  o, 


4- 


I  — ?'y'        I— fa'        1  — œ'3' 

i-li^Y'"^  I  — Y'a'"" 
?  ri 


I  — a"3' 


^  =0, 


5  ^  ^  ^  î 


=  o, 


«'(1- ?'r)    p'(i- r«')    r(> - «?'> 


«'(t-?'Y')       ^'(«-ï'O       T'(i~«'?')  ~ 

[1  y  a  en  tout  1260  manières  d'exprimer  l'équation  de  la  courbe 
sous  une  forme  telle  que 

Les  trois  couples  de  bitangentes  qui  figurent  dans  l'équation  de  la 
courbe  appartiennent  à  l'un  des  types 

i3.a4         14.23  ^  70 

i3.24        56.78  DU  63o 

14.24         i5.25  «^  56o 

1260 
On  peut  remarquer  qu'en  choisissant  à  volonté  deux,  couples  quel- 
conques de  bitangentes  dans  un  système  de  trois  couples,  le  type  est 
toujours  □  ou  1 1 1 1,  c'est-à-dire  (p.  829)  que  les  quatre  bîtangentrs 
sont  telles  que  leurs  points  de  contact  sont  situés  sur  une  conique. 


12.34 
12.34 
i3.23 


NOTES.  G5j 

N°  2G9,  p.  339.  —  Loi  bque  j'ai  dit  que  le  cas  des  quartiques  à  un  seul 
point  double  a  peu  attiré  l'attention,  j'avais  perdu  de  vue  le  Mémoire 
de  Brioschi  {Math.  Ann.,  t.  IV,  p.  96),  suivi  d'une  Note  de  Gremona 
{ibid.f  p.  99),  et  un  Mémoire  de  Brill  (Afa/A.  Ann,,  t.  VI,  p.  66,  et 
Crelle,  t.  LXV). 

N^  276,  p.  346.  —  La  méthode  employée  ici  a  été  indiquée  par 
Burnside  [Educational  Times  (réimpression),  t.  VII,  p.  70]. 

N**  287,  p.  36i.  —  Voir  un  Mémoire  de  M.  Malet  sur  ce  sujet, 
Trans,  Royal  Irish  Academy,  t.  XXVI,  p.  43i  (1878). 
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spéciales.  .Vo/tf/fo«.  aes  problèmes  donnés  au  cortcoiirs  d'admission  à 

.  l'Ecole  pQlftechnique  depuis  1860  jusqu'à  1900,  ln-8;  avec  70  fîg.: 
1909.  . . . ., :....,< .• .     (>  fr, 

'NIEW£NGLQWSKI(B.),Docleurès  Sciences,  ancien  Professeur  de  Mathé- 
matiques spéciales  au  Lycée  Loûis-le-Grand,  Inspecteur  de  l'Académie 
de  Paris.  —  Cours  de  Géométrie  analjtiqiie,  à  l'usage  des  Elèves  de  la 
classe  de  Mathématiques  spéciales  et  des  Candidats  aux  Ëcoles  du  Grou- 
vernement.  3  volumes  grand  in-8,  avec  nombreuses  figures,  60  vendant 
séparément. 

Tome  I  :  Sectioru  coniques^  avec  lao  figures;  1894 * .....     10  fr. 

Tome  IF:  Construction  des  courbes  planes,  C  omplémef Us  relatifs  mtx 
coniques,  avec  180  figures;  1895. » Sufr. 

ToMB  llï:  Géométrie  dans  l'espace  (avec  une  Note  de  M.  E.  Borbl, 
maître  de  Conférences  à  la  FacuHô  des  Sciences  de  Lille,  Sur  les 
Transformations  en  Géométrie),  avec  45  figures;  1896.*.....     i4  fr. 

SALMON{  G.),  Professeur  au  Collège  de  la  Trinité,  à  Dublin.  — Traitéde 
Géométrie  analytique  à  deux  dimensions  {Sections conif/nes);lrdir 
duit  de  l'anglais  par  M.  Hesnl,  Ingénieur  des  Mines,  et  M.  raucfierct, 
ancien  Ejùve  dtî  l'Ecole  Polytechnique.  3*  éditioa  française  (conforme 
à  la  '^"),  publiée  d'a})rès  la  G"  édition  anglaise,  par  M,  Faàcheret»  In*8, 
avec  114  ftgures;  1897 !.,...,..: •. .     la  fr. 

SALMOlf  (G.).  —  Traité  de  Géométrie  analytique  à  tr^ls  dimensions 

traduit  de  l'anglais  sur  la  4"  édition  par  0.  Cjusuin,  Ingénieur  des  Ponts- 
et  Chaussées.  3  volumes  in-8,  se  vendant  séparément  .* 

P*  Partie  :  Lignes  et  surf  aces  du  premier  et  dusecondordre,  2*èdit, 
ln-8,  avec  ligures;  1899 -t *?  fr. 

Il"  Partie  ;  Théorie  des  surfaces.  Courbes  gauches  et  stirf aces  déve- 
îoppablcs.  Famille  de  surfaces,  la-8,  avec  figures;  1891.......     6  fr. 

W  Partie  :  Surfacev  dérivées  des  quadriques.  Surfaces  du  troî^ 
sième  et  du  quatrième  dc^rç.  Théorie  générale  des  surfaces,  in-8,  avec 
figures;  189'ii 4  fr.  5o  c. 


32J83      Paris.  —  Imprfineric  GALTIUEU  VILI  AKS.    quai  des  Grands- AÙffnBUnï.  S<w 
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